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AVANT—PROPOS 


Le présent manuel est le contenu d’un cours qui est enseigné 
à la Faculté des matériaux et appareils semiconducteurs de l’Institut 
de l’acier et des alliages de Moscou. Les leçons de Cristallographie 
et de Mécanique quantique professées antérieurement aident à l’as- 
similation de ce cours. De ce fait n’y sont pas exposées toutes les 
questions qui sont liées à la structure des réseaux cristallins et aux 
types de liaisons entre atomes. D'autre part, les notions fondamen- 
tales de mécanique quantique, qui sont déjà connues des étudiants, 
peuvent être appliquées à la sésolution des problèmes de physique 
des semiconducteurs. Ceci concerne pratiquement tous les chapitres 
de l'ouvrage et en premier lieu l’exposé des éléments de la théorie 
des bandes et des transitions des porteurs de charge résultant de 
leur interaction avec les défauts de la structure cristalline, les pho- 
nons et les photons. 

L'exposé de nombreux chapitres se faciliterait en utilisant les 
méthodes de la théorie des groupes. Cependant, comme cette théorie 
n’est pas enseignée dans les établissements d'enseignement technique 
supérieur, l’auteur a cru nécessaire d’en donner les éléments dans 
le Complément. 

Les calculs détaillés rendent plus accessible un matériel théorique 
compliqué. Les résultats des calculs sont dans plusieurs cas illustrés 
par des données expérimentales. Considérant la physique des semi- 
conducteurs en tant que discipline purement théorique, l’auteur 
évite toutes les questions relatives au fonctionnement des dispositifs 
à semiconducteurs concrets. 

L'auteur sera très reconnaissant au lecteur pour toute remarque 
ou suggestion sur le contenu ou la représentation de l’édition française 
de l'ouvrage. 

L'auteur 


CHAPITRE PREMIER 


INTRODUCTION. 
LA THÉORIE ELECTRONIQUE DE LA CONDUCTION 


$ 1. La théorie électronique de Ia conduction 
et la loi d'Ohm 


A ses débuts la physique des semiconducteurs s’inspira tout 
naturellement des conceptions développées par la théorie électroni- 
que des métaux, elle s’assimila notamment les notions de conducti- 
vité électrique et de mobilité des porteurs de charge élec- 
trique. 

La théorie électronique des métaux qui apparaît au XIX: siècle 
postule que l’ensemble des électrons se comporte comme un gaz en 
état d'équilibre thermique avec le réseau cristallin. On admet que 
ce gaz électronique est semblable au gaz parfait de la physique 
moléculaire en ce qu'il ne possède pas de volume propre et que les inter- 
actions entre particules sont nulles. Le mouvement de chaque particule 
peut être décrit en indiquant six grandeurs : trois coordonnées x, yetzet 
trois composantes de la vitesse v.,u, et v, et v,(ou bien trois composantes 
del'impulsion p., p, etp.)ou, ce qui revient au même, en définissant 
deux vecteurs r et v (ou p). L'hypothèse d'un très faible volume 
propre des électrons paraît justifiée puisque la théorie classique fournit 
une valeur du rayon de l'électron r, Æ 10-!5m et celle du volume 
propre V, == 107% m°, Vu que le nombre d'électrons contenus dans 
l'unité de volume est de nr & 10*% m-*, le volume propre b des élec- 
trons ne représente que b — n-V, — 10717 de volume du corps 
considéré. Il est toutefois bien injustifié d'admettre nulle une interac- 
tion entre les électrons du gaz électronique. En effet, la charge de 
l'électron étant e — 1,6-107%# coulomb, la force d'interaction de 
deux électrons séparés par une distance de 10-71 m sera de 2:10* N. 
L'accélération d’un électron soumis à cette force sera de 2-:10*° m/s*, 
et l'énergie d'interaction électrostatique de deux électrons sera alors 
de l’ordre de 14 eV. 

L'énergie totale des interactions électrostatiques (forces de répul- 
sion) des électrons devrait donc4woir une énorme valeur posilive. 
Cependant l'expérience montre que l'énergie des électrons dans 
les métaux a une valeur négative (par rapport à celle d’un électron 
éloigné à l'infini). Ce résultat tient à ce qu'en plus des forces de 
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répulsion électrostatique s’exerçant entre les électrons, on doit 
tenir compte de l'attraction électrostatique régnant entre les élec- 
trons et les noyaux. L'ordre de grandeur de l'énergie et de la force 
d'interaction des électrons et des noyaux est à peu de chose près 
le même que dans le cas des interactions entre électrons. Se déplaçant 
dans le champ créé par tous les autres électrons et par les noyaux 
du réseau, tout électron subit simultanément des effets d'attraction 
et ceux de répulsion. La résultante de ces deux types d'interaction 
est telle que les mouvements de tous les électrons paraissent être 
indépendants les uns des autres. Nous montrerons au chapitre II que 
les lois de la mécanique quantique nous autorisent en effet à con- 
sidérer les électrons comme des particules indépendantes, libres 
de toute interaction. 

Le mouvement des électrons dans un réseau cristallin est désor- 
donné. De temps en temps ils entrent en collision avec les ions 
du réseau, et leur vitesse se modifie ainsi tant er module qu’en direc- 
tion. Or, toute variation du module de la vitesse d’un électron 
entraîne une variation de son énergie cinétique. Dans les con- 
ditions d’un équilibre thermodynamique, la température du gaz 
électronique doit être égale à la température des ions du réseau, 
ce qui implique qu'il ne doit se produire en moyenne aucun transfert 
d'énergie ni du système d'électrons au réseau, ni du réseau au système 
d'électrons. 

Cependant si on modifie la température du gaz électronique, la 
température du réseau devra se modifier également du fait des échan- 
ges d'énergie entre les électrons et les ions. Cette remarque est essen- 
tielle pour l'interprétation du mécanisme de la conductivité électri- 
que des metaux et des semiconducteurs, et nous aurons à l'utiliser 
maintes fois dans ce qui suit. 

Du fait du caractère aléatoire de la dispersion des électrons 
résultant de leurs collisions avec les ions du réseau, la vitesse moyenne 
d’un électron, évaluée pour un intervalle de temps suffisamment 
long, ainsi que son déplacement moyen, considérés tous deux comme 
des grandeurs vectorielles, doivent être égaux à zéro. Tous les élec- 
trons se trouvant dans les mêmes conditions, ce résultat est donc 
valable pour n'importe quel électron. Puisque le déplacement moyen 
de tout électron effectuant un mouvement thermique désordonné est 
égal à zéro, il ne peut pas engendrer un courant électrique, ce dernier 
caractérisant un transport de charges électriques à travers une cer- 
taine section du milieu. Pour qu'un courant électrique puisse appa- 
raître, il faut que le mouvement des électrons soit ordonné; ce 
qui peut s'établir sous l'influence d’un champ électrique, d'un gra- 
dient de température, d'un éclairement non uniforme, ainsi que 
de certains autres facteurs. 

Si nous créons à l’intérieur d'un corps métallique un champ 
électrique d'intensité E, le mouvement des électrons soumis à ce 
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Lé ? 


champ en sera accéléré.” L'accélération due au champ sera: 


a=-E. (1.1) 


Au bout d’un temps t, la vitesse de l’électron sera: 
v=at-<E, (1.2) 


le sens de la vitesse étant contraire à celui du champ. En désignant 
la vitesse initiale de l’électron par vr, la vitesse à l’instant £ sera: 


at+vr=<E+vr. (1.3) 


Nous pouvons constater que la composante de la vitesse des électrons 
orientée dans le sens du champ se trouve réduite, et celle orientée 
dans le sens opposé se trouve accrue : l’ensemble des électrons acquiert 
donc une certaine vitesse de mouvement ordonné. Les électrons 
tout en étant en mouvement désordonné, se propagent cependant 
dans un sens opposé à celui du’ champ appliqué. Le mouvement 
ordonné de l’ensemble des électrons dans un champ électrique est appelé 
dérive des électrons, et la vitesse de ce mouvement ordonné s'appelle 
la vitesse de dérive que l'on désigne par va. Au bout d’un temps ft 
un électron soumis à l’action du champ E se déplace d’une longueur |: 


1 (= E. (1.4) 


La théorie électronique classique admet que la variation de la 
vitesse résulte d’une interaction de courte durée d’un électron avec 
les atomes ou les ions du réseau. On suppose donc que cette interac- 
tion ait le caractère d’un choc mécanique. Entre deux collisions 
successives l’électron se meut comme une particule libre ne subissant 
aucune influence de la part du réseau et des autres électrons. Pour 
caractériser le mouvement d’un électron, on utilise les notions de 
libre temps moyen + et de libre parcours moyen l; + représente l'inter- 
valle de temps s'écoulant en moyenne entre deux collisions successives 
et l, le parcous moyen correspondant. 

Le libre parcours moyen / est lié au libre temps moyen + par 
la relation 

= VrT, (1.5) 


où vr est la moyenne arithmétique de la vitesse thermique des élec- 
trons, donc la valeur moyenne du module du vecteur vitesse. 
Déterminons la vitesse de déve moyenne des électrons soumis 
à l’action d'un champ électriquë: 
A l'instant t — 0, la vitesse du mouvement ordonné des électrons 
est nulle; pour { = +1, elle est: 


et , 
at=—E. (1.6) 


140 INTRODUCTION. LA THÉORIE £LECTRONIQUE DE LA CONDUCTION [CH. I 


La vitesse de dérive est égale à la vitesse moyenne du mouvement 
ordonné, donc à la demi-somme de la vitesse initiale et de la vitesse 
finale : 


O+at _ «x 
D 5 E. (1.7) 
Cette équation montre que la vitesse de dérive des électrons est 
proportionnelle à l'intensité du champ électrique E. Le coefficient 
de proportionnalité apparaissant dans l'expression reliant la vitesse 
de dérive à l'intensité du champ électrique est appelé mobilité des élec- 
trons, que l’on désigne par le -ymbole u: 


Va — 


= ; Va=UE. (1.8) 


La mobilité des électrons est numériquement égale à leur vitesse de 
dérive dans un champ électrique unité. 

Si la concentration des électrons est égale à nr, la charge qui 
passera par unité de temps à travers une section unité du milieu 
sera égale au nombre d'électrons renfermés dans un parallélépipède 
de section unité et de longueur 1-v,. Or,c'est la définition même 
de la densité du courant électrique j et nous pouvons doncécrire: 


j = enva = enuE = 0E. (1.9) 


L'équation (1.9) représente la loi d'Ohm sous sa forme différentielle. 
De (1.8) et de (1.9) il vient pour la conductivité 


CO —enu (1.10) 
et : 
ent 
G=———. (1.11) 
L'expression (1.11) fut établie par Drude. Si nous portons dans (1.11) 
la valeur de + définie par (1.5), nous obtenons: 
e°nl 
Sur (1.12) 
La loi d'Ohm reste valable tant que le champ électrique appliqué ne 
modifie ni la concentration n ni la mobilité u des électrons. Lorsque 
le champ E appliqué croît, il peut se produire que la concentration 
des électrons et leur mobilité varient sous l’action du champ. Nous 
allons le montrer pour la mobilité. En démontrant la loi d'Ohm 
nous avons supposé que la vitesse du mouvement ordonné et l'énergie 
correspondante étaient transmises complètement au réseau. Tant 
que le champ électrique reste faible, la vitesse de dérive est notable- 
ment inférieure à la vitesse du mouvement thermique et donc 7 
est indépendant du champ appliqué E. Cependant à mesure que le 
champ électrique croît, les deux vitesses deviennent comparables, 
et le libre temps moyen doit diminuer du fait que sa valeur est 
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maintenant définie par: 


Î 
ee (1.13) 
La mobilité et la conductivité du métal s’en trouveront diminuées. 
La valeur critique du champ électrique appliqué E,, à partir de 
laquelle cet effet pourra être observé, sera d’autant plus faible que 
v- sera plus petite (donc plus basse sera la température du corps) 
et que la mobilité des électrons dans le champ faible sera grande. 
Le libretemps moyen peut être interprété à l’aide des considéra- 
tions suivantes; si nous supprimons à un certain instant le champ 
appliqué à notre échantillon métallique, le mouvement ordonné 
des électrons subsistera tant que, du fait des collisions, les électrons 
ne céderont au réseau toute la vitesse qu'ils avaient acquise sous 
l'action du champ. Le mouvement ordonné cessera de l’être en 
moyenne au bout d'un temps 7, et les électrons reprendront dès 
lors leur mouvement thermique chaotique. Vous voyons donc que 
grâce aux collisions avec les particules du réseau, l'ensemble des élec- 
trons arrive à un état d'équilibre alors que l'application d’un champ 
électrique perturbe cet équilibre. Le passage d'un certain système d'un 
état déséquilibré à son état d'équilibre est appelé processus de relaxation 
ou relaxation tout court; le temps mis par le système pour revenir 
à son état d'équilibre est appelé temps de relaxation. Nous pouvons 
donc dire que le libre temps moyen est un temps de relaxation. 
Dans le système d'unités SI la conductance électrique est mesurée 
en siemens (S) et la conductivité en S/m. En unités SI la dimension 
de la mobilité découle de l'équation (1.8): 


(]= (AS) kg. 


La mobilité peut également être définie par la vitesse acquise par 
un électron dans un champ unité, c'est-à-dire par la grandeur dont 
la dimension est m/s: V/m — m°/(V:s). Les chercheurs utilisent 
généralement des unités de mesure hors système, notamment cm, V,s, 
et mesurent la mobilité en cm°/(V:s) et la conductivité en Q-1 cm”! 
Il est évident que 


1 m2/(V.s) = 10: = 


m* . 
V-s ? 


1 Sym = 10-21 


Q.cm 
Résumé du $ ! 


1. A la base de la théorie électroniquelassique de la conduction 
des métaux on trouve les conceptions suivantes: 

a) les électrons constituent un gaz (électronique) parfait en 
mouvement thermique chaotique que l'on caractérise par un libre 
parcours moyen / et par un libre temps moyen t—; 
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b) les électrons sont en échange continuel d’énergie et d’impulsion 
avec les ions du réseau, ce qui permet au gaz électronique de se 
trouver en état d'équilibre thermodynamique avec le réseau; 

c) l'application d’un champ électrique ordonne le mouvement 
des électrons et fait apparaître un courant électrique. 

2. La densité de courant est proportionnelle à l’intensité du 
champ électrique appliqué: 


j = 0E. (1.1r) 


3. La conductivité électrique est proportionnelle à la concentra- 
tion » et à la mobilité u des électrons: 


O = en l. (1.2r) 


4. La mobilité est déterminée d’une part par les propriétés 
de l’électron et d’autre part par les caractéristiques du mouvement 
thermique des électrons (lorsque le champ appliqué est faible) : 

et el 

95. La mobilité est numériquement égale à la vitesse de dérive 
dans un champ électrique unité: 


H=—-. (1.4r) 


6. Dans les champs électriques forts la loi d'Ohm peut se trouver 
en défaut. 

7. Le libre temps moyen peut être considéré comme un temps 
de relaxation. 


$ 2. La fonction de distribution des libres temps moyens 
et des libres parcours moyens 


Les équations définissant la mobilité et la conductivité furent 
obtenues en posant que tous les électrons possèdent le même libre 
temps moyen; en réalité, les électrons peuvent avoir les libres 
temps de parcours compris entre Ô et co. On doit donc en tenir 
compte et modifier en conséquence nos équations. Pour ce faire, 
nous avons besoin de connaître la probabilité de ce que le libre 
temps de parcours possède une valeur donnée, ce qui présuppose 
que ces temps sont des grandeurs aléatoires. Pour déterminer la 
fonction de distribution des libres temps de parcours, nous ferons 
deux hypothèses : 

1) la probabilité de ce que dans un intervalle de temps dt l'électron 
subisse une collision est proportionnelle à la durée dt de cet intervalle 
de temps; 

2) la probabilité d'une collision rapportée à l'unité de temps est 
indépendante du temps d'observation. 
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A l’aide de ces hypothèses nous pouvons déterminer la fonction 
de distribution des libres temps de parcours des électrons. Notons 
la probabilité de ce qu’un électron puisse se déplacer dans le milieu 
sans subir de collision pendant un intervalle de temps (4, t + dt) 


par : 
dw = dw (dt): (2.1) 


dans cette notation w ({) représente la probabilité d’un libre parcours 
pendant l'intervalle de temps (£, t + 1), et w (t + dt) la probabilité 
d’un libre parcours dans l'intervalle de temps compris entre { + dt 
et & + dt + 1. La grandeur w (ft + dt) peut être interprétée de 
deux manières différentes. Tout d’abord nous pouvons écrire: 


w (t+ dt) = w (t) + dt. (2.2 


D'autre part le libre parcours d’une particule durant un temps 
t + dt, que nous qualifierons d'événement C, peut être considéré 
comme le produit de deux événements: d'un événement À corres- 
pondant à un libre parcours pendant un temps t et d’un événement 
B correspondant à un libre parcours pendant le temps dt: 


C = AB. (2.3) 


La probabilité du produit de deux événements est égale au 
produit de la probabilité de l’un d'eux par la probabilité condi- 
tionnelle de l’autre: 


w(C)=w (4) (+ )=w(B)w (+) | (2.4) 


A 


Vu que l’événement À ne dépend pas de l'événement BP, w ( B 


— w (4). De même l'événement B s’avère être indépendant de l’évé- 
nement À *), de sorte que: 


w (t + dt) = w (t)-dw (dt). (2.5) 


La probabilité d’un libre parcours pendant le temps dt peut être 
exprimée par la probabilité d’une diffusion des particules pendant 
ce même intervalle de temps. Désignons par a la probabilité d’une 
diffusion par collisions par unité de temps; la probabilité d’une 
diffusion dans l’intervalle de temps dt sera alors adt et la probabilité 


*) En général les étudiants admettent fort bien que l'événement 4 ne 
dépend pas de l'événement B, mais doutent du bien-fondé de ce que l’événe- 
ment B soit indépendant de l'événement 4. Ce doute repose sur le raisonnement 
suivant : si la dispersion des particules intervient au bout d’un temps inférieur 
àt, il ne peut être question de leur libre parcours pendant le temps dt succédant 
à l'intervalle de temps t. Ce raisonnement est erroné pour la bonne raison que 
dans ce cas disparaît non seulement l'événement B, mais aussi les événements C 
et même À ; or le théorème que nous utilisons pipes l'existence d'un évé- 
nement AB = C, qui ne peut être réalisé qu'à la condition que les deux événe- 
ments formant le produit soient eux-mêmes réalisés. 
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d’un libre parcours: 1 — adt; nous écrirons donc: 
dw (dt) = 1 — adt. (2.6) 


Compte tenu des équations (2.2), (2.5) et (2.6) nous pouvons 
écrire : 
w(t+dt)=w(t) + dt=w(t)[1— adt| =u(t)—iw(t)adt (2.7) 


et tirer de là l’équation différentielle définissant la fonction w (t): 


= — Wa. (2.8) 
La solution de cette équation est: 
w (t)= ce". (2.9) 


La constante d'intégration c se déduit de la condition de normalisa- 
tion : 


futa=t=cfestd=t, (2.10) 
0 0 
d'où 
C—= a. (2.11) 


La fonction normée de distribution des libres temps de parcours se 
présente donc sous la forme: 


w(t)}=ae"!. (2.12) 
Le libre temps moyen (4) sera alors: 


(t) == | tu (t) dt = | tacst dt. (2.13) 
0 0 


En désignant le libre temps moyen (f) par Tt, nous pouvons déduire 
de (2.13) que la probabilité de collisions par unité de temps est inver- 
sement proportionnelle au libre temps moyen de parcours: 


1 
a=—=T!. (2.14) 


La fonction de distribution normée à l'unité peut être écrite sous 
la forme suivante: 


14 
w(p=LeT. (2.15) 


A l’aide d’un raisonnement analogue on détermine la fonction 
de distribution des libres parcours x des particules: 


w(a=+e" (2.16) 


l étant le libre parcours moyen. 
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Les fonctions de distribution ainsi obtenues sont valables dans 
les cas les plus généraux. Appliquons-les à l’étude du mouvement 
des électrons dans un champ électrique. Nous ne nous intéresserons 
qu’au déplacement des électrons dans le sens opposé à celui du champ. 
Posons que le champ soit dirigé le long de l’axe x. L’électron subit 
pendant toute la durée t de son libre parcours l'effet accélérateur 
du champ appliqué et acquiert une vitesse: 


v(=<E, (2.17) 
il parcourt un chemin zx: 
eE ». __eE » 
T = Im =: X=- 1 . (2.18) 
La vitesse moyenne de la dérive le long de l'axe zx est: 
© oo { 
va= | v(t)u (td = | te TE, (2.19) 
0 0 


et son déplacement moyen contre le champ est: 


© 


co 1 
I=(xHuda=# (re LE (22) 
0 U 


Nous voyons donc que la vitesse de la dérive des électrons est égale à 


Va=-E=hE, (2.21) 


est la mobilité des électrons. 

L'expression (2.22) se distingue de l'expression (1.8) par un 
facteur 2 dû à ce que dans cette nouvelle expression de la mobilité 
nous avons tenu compte de la contribution plus importante des 
mouvements de plus grands temps libres; l’importance de cette 
contribution ressort plus nettement encore dans l’équation pour 
le déplacement moyen: 


, 


(x) = E (au lieu de e 


E), (2.23) 
puisque dans tous les cas 
&)> (t} (2.24) 
ce qui dans le cas considéré donne: 
(2) = 2 (t}° = 27°. (2.25) 
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En conclusion nous attirerons l'attention du lecteur sur une remar- 
que aussi élémentaire qi'’essentielle. + est le libre temps moyen, 
donc l'intervalle de temys s’écoulant entre deux collisions succes- 
sives. Cet intervalle est déterminé aussi bien par la longueur du 
libre parcours que par la vitesse résultante de la particule et non 
par sa vitesse de dérive qui n’en est qu’une composante. Or la vitesse 
résultante d’une particule et par là même le libre temps de parcours 
sont fonction de l'énergie de cette particule. Gette relation devient 
plus compliquée lorsque la longueur du libre parcours est elle-même 
fonction de l’énergie de la particule. Chaque fois que l’on cherche 
à déterminer soit la vitesse de dérive, soit d’autres caractéristiques 
des matériaux, il est indispensable de trouver la valeur moyenne des 
libres temps de parcours et des autres grandeurs en cause en tenant 
compte de la fonction de distribution des én rgies des électrons, 
ce que nous ferons au chapitre IV. 


Résumé du $ 2 


1. Pour déterminer la fonction w (t) il suffit de poser que: a) la 
probabilité de dispersion pendant le temps dt est proportionnelle 
à cet intervalle de temps d? ; b) il existe une probabilité de dispersion 
par unité de temps indépendante du temps égale à a. 

2) Du fait du caractère aléatoire des collisions, les libres temps 
de parcours peuvent prendre des valeurs les plus variées; la proba- 


bilité du libre temps de parcours compris entre les valeurs t et £ + 1 
est égale à: 


—- 
w(t)=—e Lo (2.1r) 


3. Le libre temps moyen vx et la probabilité de collision par 
unité de temps a sont liés entre eux par la relation: 


at = i. (2.2r) 


4. La probabilité de ce que la distance de libre parcours est 
comprise entre les valeurs x et x + 1 est égale à: 


w(a=te t. (2.3r) 


5. Le libre parcours moyen L est lié à la probabilité d’une col- 

lision par unité de longueur b par la relation: 
b-l = 1. 

6. Compte tenu du caractère statistique des valeurs de libre 
temps de parcours et de ce que, en vertu de la relation quadratique 
entre le chemin parcouru et le temps, les plus longs temps de parcours 
contribuent plus fortement à la conductibilité, la mobilité des 
électrons se trouve définie par l'expression: 

TELE (2.4r) 


| m 
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$ 3. La fonction de distribution des états énergétiques 
des électrons. Valeurs moyennes des grandeurs physiques 


L'espace des coordonnées x, y, z et des impulsions p,, p, et P: 
est appelé espace des phases. Considérons un élément de volume de cet 
espace : 

dT = dx dy dz dp, dp, dp, = dd, (3.1) 


entourant un point de coordonnées (x, y, 2; P,, Py, P-). Le nombre 
d'électrons dN renfermés dans cet élément de volume doit être 
proportionnel au volume dT s’il est suffisamment petit. D'autre 
part ce nombre d'électrons doit dépendre de la position du point 
(r, p) de l’espace des phases et se trouve déterminé par une fonction 
F (r, p, t) telle que: 


aN = F(r, p, t) dr. (3.2) 


En intégrant sur tout l’espace des phases nous obtenons le nombre 
total d'électrons NW: 


N=— | F(r, p,t)dr. (3.3) 

(Vr) 
La fonction F (r, p, t) détermine le nombre d'électrons renfermés 
dans l'unité de volume de l'espace des phases. On peut utiliser égale- 


ment une fonction f (r, p, {) V fois plus petite que la fonction ci-des- 
sus : 


Je, p 0=+<F(r p, t). (3.4) 


Cette nouvelle fonction permet d'évaluer la probabilité de trouver un 
électron dans un volume unitaire de l'espace des phases; en posant 


| fe p, Dar=1 (3.5) 
(Vr) 
on définit la condition de normalisation de cette fonction. 
L'intégration s'effectue sur le volume V du cristal et pour toutes 
les valeurs possibles de l'impulsion. La condition de normalisation 
ne dépend pas du temps tandis que la fonction de distribution, elle, 
dépend en général du temps. Les fonctions de distribution permettent 
de calculer les valeurs moyennes de différentes grandeurs physiques 
qui dépendent des coordonnées et des impulsions. Rappelons briève- 
ment l’ordre de ces calculs. Soit a une grandeur dont la valeur est 
une fonction de l’état de mouvement des électrons: « = a (r, p, t). 
Délimitons un élément de volume df de l’espace des phases. On 
y trouve 
aN = Nf(r, p,1t) dr (3.6) 


2—0898 
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électrons, dont chacun se caractérise par une certaine grandeur 
a (r, p.t). La valeur résultante de cette grandeur physique 
pour diV électrons sera égale à 


aaN. (3.7) 


Si nous intégrons l'expression (3.7) sur tout l’espace des phases, 
nous obtiendrons la valeur globale de la grandeur a (pour tous les 
électrons) ; en divisant la valeur obtenue par W, nous en tirerons la 
valeur moyenne (a): 


CE | &aN = | œ(r, p,t)f(r, p, t)dT. (3.8) 
(Vr) (Vr) 

Si nous intégrons la grandeur adN rien que par rapport aux impul- 
sions et si nous divisons le résultat obtenu par Vdx,, nous trouverons 
la valeur moyenne de la grandeur a (r}P caractéristique des électrons 
se trouvant dans le voisinage du point r. 

Notons un cas particulier important pour les applications prati- 
ques. Posons que la fonction de distribution soit indépendante des 
coordonnées. Dans ce cas l'intégration de l'expression (3.5) par 
rapport aux coordonnées donnera le volume V du corps considéré; 
l'intégration de la fonction de distribution par rapport aux compo- 
santes de l’impulsion devra donc donner le volume réciproque. Si a 
est également indépendant de r, et que l’on détermine sa valeur 


moyenne seulement par rapport à l'impulsion, on obtiendra: aP = 
= D , V étant le volume du corps. 


La densité de courant peut s'exprimer au moyen d'une fonction 
de distribution en écrivant: 


j—en(v)=enV | vf (r, p, t)dt, == enva. (3.1) 


Dans le cas où fr, p, {) — f(r, —p, ft), ce qui signifie une égale 
probabilité de trouver des particules se déplaçant aux vitesses v 
et —v, la vitesse moyenne (v) sera nulle puisque nous intégrons 
dans des limites symétriques la fonction impaire 


+ f(x, p, t). 


Dans le cas d’un métal se trouvant dans un état d'équilibre ther- 
modynamique, le mouvement des électrons est décrit par une fonction 
de distribution paire et symétrique. Il en résulte le fait bien connu 
que le mouvement thermique ne peut faire apparaître un courant élec: 
trique. L'apparition du courant n’est possible que si l’on crée des 
conditions pour rompre la symétrie de la fonction de distribution 
et rendre un sens des vitesses des électrons plus probable qu'un 
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autre. Dans ce cas l’ensemble des électrons devra se déplacer dans 
l’espace, ce qui exige qu’au mouvement thermique chaotique vienne 
se superposer un mouvement ordonné; ce dernier peut être causé 
par différents facteurs : un champ électrique, un gradient de tempé- 
rature, un éclairement non uniforme, etc. 

Dans le cas le plus général la fonction de distribution des électrons 
par états peut se déduire de l'équation cinétique de Boltzmann, que 
nous présenterons lors de l'étude des phénomènes cinétiques dans les 
semiconducteurs. 

Pour un systèmese trouvant dans un état d'équilibre, la statistique 
quantique fournit la fonction de distribution suivante (avec f = fo): 


BDs. (3.10) 


e ÀT +1 


E est l'énergie totale d'un électron, caractérisant son état éner- 
gétique ; 7, la température absolue; k, la constante de Boltzmann; 
F, une grandeur appelée énergie (niveau) de Fermi. 

La grandeur f, (E, T) représente la probabilité du fait qu'un 
état d'énergie E est occupé par un électron. L'équation (3.10) porte 
le nom de fonction de Fermi-Dirac. Nous pouvons constater que la 
probabilité pour un électron de se trouver dans un état d'énergie 
E dépend d'une part de la valeur de cette énergie E et de la tempé- 
rature T', et d'autre part de l'énergie de Fermi. Pour dégager le 
sens physique de l’énergie de Fermi, considérons quelques cas simples. 

Posons que T —0; alors 


1 lorsque E << F, 


lim fo = 0 lorsque E > F. 


T—0 


(3.11) 


Lorsque £ — F la fonction devient indéterminée et discontinue. 
On a représenté fig. 1 le graphique de la fonction f, (E, T) pour dif- 
férentes valeurs de T. Nous pouvons constater que lorsque T7 = 0, 
tous les états pour lesquels Æ£ < F sont occupés par des électrons, 
tandis que ceux pour lesquels £ >> F sont libres, inoccupés. L'état 
de Æ — F peut être considéré comme occupé avec la probabilité 
0,5 (voir ci-dessous). 

Dans le cas considéré le sens physique de l'énergie de Fermi est 
évidente — c’est l'énergie maximale que peuvent posséder les électrons 
d'un métal à la température du zéro absolu. On peut dire également 
que le niveau de Fermi sert de ligne de démarcation entre les niveaux 
énergétiques occupés par des électrons et les niveaux qui restent vacants. 

En général le niveau de Fermi représente le potentiel thermodyna- 
mique de Gibbs rapporté à une seule particule; aussi désigne-t-on 
parfois le niveau de Fermi sous le nom de potentiel chimique. Cela 
revient à dire que l'énergie de Fermi est numériquement égale au 


2+ 
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travail qu’il faut dépenser pour accroître d’une unité le nombre de 
particules du système. 

Considérons maintenant le cas où 7 = 0. Nous constatons tout 
d’abord que pour toute température différente du zéro, le cas £ = F 
correspond à la probabilité 0,5, ce qui nous a permis de fixer ci-dessus 
la valeur def, (£ =F;0) = 0,5. Pour E & F,lafonctionf, (E, T) Æ 
= À, et pour E © F la fonction de Fermi-Dirac peut être mise sous 
la forme: 

Ps se. 
f(E, T)æ ee 4. (3.12) 


Dans un intervalle d'énergie de quelques kT, centré sur la valeur 
E = F, la probabilité f, (E, T) subit une variation brusque. Posons 


HET) 


Fig. 1. Fonction de Fermi-Dirac et sa dérivée par rapport à l'énergie à différen- 
tes températures 


en effet E = F + EXT, où E est une énergie variable mesurée en 
unités ÀT à partir du niveau de Fermi: 


E—F 
= — 7 — ; (3.13) 


nous obtenons alors: 
1 


ef +4 
Le tableau 1 fournit les valeurs de f, (&) pour différents E. 


fo = (3.14) 


Tableau 1 


—3 —?2 1 2 3 4 5 


Îo 


0,994 | 0,980 osé | 0,882 70 | 0,500 | 0,270 | 0,118 


048 0,01] 0,007 
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La fig. 2 représente la variation de /, en fonction de E ; on peut 
voir que la fonction de Fermi-Dirac varie de 0,88 à 0,12 lorsque E 
varie de —2 à +2. On peut donc énoncer que la fonction de distri- 
bution fo (E, T) varie fortement lorsque l'on fait varier l'énergie 
depuis F — 2kT jusqu'à F + 2kT ; lorsque E << —2, f, & 1 et pour 
E> 2, la fonction prend l'allure exponentielle. 

L'’intervalle des valeurs de l'énergie dans lequel la fonction 
subit sa plus forte variation dépend de la température: lorsque 
T— U, il tend vers zéro. Pour mieux 
caractériser la variation de la fonc- 
tion de distribution, il est commode 
de recourir à sa dérivée par rapport 
à l'énergie : 


1 1 
= Tr 1e" (84) 


F 
here 554210123456 € AT 


Lorsque T —>0, ch Ë— oo par- pig. 2. Fonction de Fermi-Dirac 
tout sauf au point Ë — O(E — FP) ; (énergie est mesurée en unités kT 
de ce fait, pour T 0, la dérivée à partir du niveau de Fermi) 


fo ne sera nulle que dans un 
petit voisinage du point £ = 0. A la limite, lorsque T — 0, cette 
région se réduit à un point £E — 0, de sorte que nous pouvons écrire : 


our E—F, 
__ 90 (E, 0) 2 = | se (3.16) 
0E 0 pour EF, 
en remarquant qu’à toute température T > 0, on a: 
= Î fo (E, 0)dE —1. (3.17) 


La dérivée de la fonction —f6r (E, 0) n’est autre que la fonc- 
tion Ô de Dirac. Pour une température T> 0, la fonction for (E,T- 
sera d'autant plus proche de la fonction à que la température 
sera plus basse. On a représenté en pointillé sur la fig. 4 l’allure de 
la fonction for (E, T) pour différentes températures. 

Les systèmes quantiques pouvant être décrits par la fonction de 
Fermi-Dirac sont appelés dégénérés. 

En abordant le cas des grandes valeurs de E, nous voyons que fo 
peut être presentée sous la forme exponentielle 


fo (E) = 


e5+1 


æ e7À, (3.18) 
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ou encore 
F E 


f(E, T)æeit.e ÀT. (3.19) 


Cette dernière fonction porte le nom de fonction de distribution 
classique ou fonction de Boltzmann. Les systèmes pouvant être décrits 
par la fonction de Boltzmann, c'est-à-dire régis par la statistique classi- 
que sont appelés systèmes non dégénérés. La fonction de distribution 
classique se distingue de son homologue quantique non seulement 
par le type de relation fonctionnelle, mais aussi physiquement en 
ce qu'en physique classique on peut déterminer séparément l'énergie 
cinétique et l'énergie potentielle, tandis qu’en physique quantique 
on ne peut évaluer que l'énergie totale. 

Pour pouvoir utiliser les fonctions de distribution f,(£E, T) 
dans le calcul des valeurs moyennes de différentes grandeurs physi- 
ques, il importe de connaître la relation existant entre l'énergie et 
la vitesse (ou l’impulsion p) des particules. Posons que pour un gaz 
électronique libre cette relation soit: 


Em = (pt + pi + pi). (3.20) 


Comme l'énergie est indépendante du sens d'action des impulsions 
il est commode d'écrire le volume élémentaire de l’espace des impul- 
sions en coordonnées sphériques : 


dt, = p° dp dS = p° dp sin 0 dO d. (3.21) 


L'intégration par rapport aux angles 6 et @ fournit le facteur 4 x. 
Considérons le cas où la statistique de Boltzmann serait valable 
et calculons la valeur moyenne de l'énergie d’un électron: 


CE) = — — ——— . (3.22) 


La présence d’un dénominateur dans l'équation (3.22) tient à ce que 
la fonction de distribution de Maxwell que nous utilisons n'est 
pas normée. Comme dans notre cas la fonction de distribution ne 
dépend pas des coordonnées, l'intégration donne le volume V du 
corps. Procédons à un changement de variables et posons: 


Ds: p=(2mkT)z; dp=+(2mAT) (3.23) 
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Nous obtenons alors: 


co 3 
(AT) | z°e-* dr 
CE) = —— = LT. (3.24) 
| z°c-* dx 
U 


En effectuant le calcul nous avons tenu compte de ce que: 
00 3 oo L 
| ze “dr = À \ z°c “dx. (3.25) 
0 er 
Ce résultat se démontre aisément en procédant à l'intégration par 
parties; l'intégrale figurant dans le second membre de (3.25) est 


égale à = (intégrale de Poisson). Nous avons également trouve le 


coefficient de normalisation de la fonction de Boltzmann: normée 
à l'unité, cette fonction lors de l'intégration sur l’espace des phases 
se présente sous la forme suivante: 

3 p° 


1 1 D  2mRT 
fs (£, T) mia (or) e ‘ (3.26) 


Déterminons maintenant l'énergie moyenne des électrons d'un 
système dégénéré dans les mêmes hypothèses : 


fo (E; Th= gi — (3.27) 
Em 
e RT +41 
et 
AV | dp 
2m JG MIE 


 __— 
U \ (E-r)/ar] +4 


En procédant à un changement de variables selon (3.23) et en simpli- 
fiant l'expression ainsi obtenue, il vient: 


(3.29) 
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F 

Dans le cas d’une température élevée lorsque ÀT © F'et eT &l, 
nous pouvons négliger l'unité devant e”* dans l’expression sous le 
signe somme, lorsque x est encore petit. Dans ces conditions la statis- 
tique quantique peut être remplacée par la statistique classique, ce 
qui fournit le résultat suivant: 


(E)=<RT. (3.30) 


Aux très basses températures la courbe de la fonction de Fermi- 
Dirac se présente sous forme d'une marche et on peut alors l'intégrer 


« F 
de O0 à zx — jp; On trouve alors : 

F 
"ÀRT 3 

KT | z? dr 
0 3 

RT 1 
z° dz 


L'équation (3.31) montre que l'énergie d'un gaz électronique 
dégénéré est indépendante de la température et qu'il ne contribue donc 
pas à la capacité calorifique du solide, ceci fournit une interprétation 
physique de la loi de Dulong et Petit pour des solides. 

Un calcul plus rigoureux fournirait pour (E ) l'expression suivante: 


inner) os 


La théorie quantique enregistra un succès spectaculaire en four- 
nissant une explication au fait qu'aux températures usuelles la 
capacité calorifique des solides était indépendante du mouvement 
des électrons, car la théorie classique, elle, affirmait que les électrons 
devaient fournir à la chaleur spécifique d’un métal un apport de 


£ kn. 
Aux basses températures la répartition des électrons en fonction 


de l'énergie n’est cependant plus déterminée par leur mouvement 
thermique, mais par leurs propriétés ondulatoires et par le principe 


de Pauli qui en découle; de ce fait (E ) — LF, ce qui représente 


une énergie de l’ordre de quriques électron-volts, de sorte que l’éner- 
gie du gaz électronique ne d vend plus que faiblement de l'agitation 
thermique. Aux températures élevées, lorsque ÀT >> F,, l'énergie 
du gaz électronique devient fonction de sa température. La condition 


kTa = Fo (3.33) 
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ou 

Ta= “0 (3.34) 
définit la limite à partir de laquelle la statistique quantique peut. 
être remplacée par la statistique classique. 

La température Ta est dénommée température de dégénérescence, 
car pour T > Ta le gaz électronique se comporte comme un système: 
classique et pour T <<Ta il se comporte comme un système quantique 
ou dégéneré. 

On utilisera pour décrire les propriétés des semiconducteurs aussi 
bien la fonction de Fermi-Dirac (cas de semiconducteurs dégénérés) 
que la fonction de Boltzmann (cas de semiconducteurs non dégé- 
nérés). 

Nous aurons fréquemment besoin de calculer des intégrales du 
type : 


q(E) fo(E, T)dE. (3.35) 


n 


En désignant par 4 (£) la primitive de la fonction œ (E), l'intégra- 
tion par parties de l'intégrale (3.35) nous donne: 


I=V(E)f(E, T) U— | pe) RE dE. (3.36) 


En général le premier terme de (3.36) est nul; il suffit pour 
cela que ÿ (0) = 0 et que le taux de croissance de 1: (E) avec l'énergie: 
soit plus faible que celui d’une fonction exponentielle. En admettant 
que cette condition soit remplie, nous pouvons omett:* le premier 
terme de (3.36). En développant + (£) en série de Tayiar dans le: 
voisinage du point Æ£ — F, nous obtenons: 


ie mode n 0Jo(E,T = 
1=—-| 5, ‘HE F" LE GE. (3.37) 


En procédant à un changement de variable: E — — et tenant. 


compte de (3.15), il vient : 


db (E CO end 
I=— > Sur" | ea (338) 
-F/hT 
Pour une PH importante, la borne inférieure peut 


être posée égale à — oo. Dans ces conditions la somme des termes 
de puissances impaires est égale à zéro et l'équation (3.38) prend 
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la forme : 
dr (E _ 
1 S EL | (KTIY Cor) (3.39) 
r==0 
où C;- représente les intégrales définies du type: 
LU 1 yo pm 1 Eret ; 
Cr — Gr JE À En J agen Æ (39), 


Le calcul des coefficients C:, s’effectue en utilisant certaines ; 


fonctions spéciales, telle la fonction 6 de Riemann & (2r) — D Dr: 
Cor =2(1— 212%) 6 (2r). "(. 40) : 
Connaissant les valeurs de & (2r) on calcule C:,: 
Re) 
C(2)=——; C(4) = 557 : …. | 
H1n$ . | 

Cr + 


ou bien 
Co =1; Ci 21,64; Ci & 1,89; Cs © 1,96, etc. 


En se limitant à quelques termes seulement de la série, on a: 


| PU) UE, T)dE = (F)+ (TR Ÿ'(P)+ 
0 


de Le (AT) PIV(F)+ (3.41) 


Bien souvent il suffit de deux termes: 


| (E)D(E, T)dE & p(F)+-(kT} p'(F). (3.42) 


L'équation (3.42) peut être utilisée, par exemple, pour calculer 
(3.29). En posant Ÿ — 2 ES" et y — LES respectivement dans le 
numérateur et le dénominateur de l'équation (3.29), il vient: 


Las S $ qne Par. 
(E) = + — = 
2 Fa Li D (RTE FE. 
15 n°  kT \2 
+85 (5) | 
3 4 6 F 3 nm f[kT \? 
cn st] 06 
rer 


Le résultat obtenu montre que lorsque 7 —+ 0, l'équation (3.43) 
se réduit à l'équation (3.31). En procédant de manière analogue 


57 +: LA FONCTION DE DISTRIBUTION DES ÉTATS ENERGÉTIQUES 27 


: on montrera que: 


- F:= F[ + (7)] (3.44) 


er ; 
‘à condition que la concentration des électrons reste constante. En 
ortant (3.44) dans (3.43) on obtient (3.32). 


Résumé du $ 3 


4. Pour décrire le comportement du gaz électronique on utilisera 
use fonction de distribution f (r, p, {) qui exprime la probabilité 
de trouver un électron dans un volume unitaire de l’espace des phases. 
_* 2. L'équation (3.8) permet de trouver la valeur moyenne (x) 
dé toute grandeur physique @. 
. 8. La fonction de distribution des électrons par états énergéti- 
ques (3.10) basée sur les conceptions quantiques ne dépend que de 
l'énergie et de la temperature. Cetle fonction tend vers l’unite 
lorsque £ < F—2XT, pour EF HF 28T, celle tend vers zéro 
et subit donc une brusque variation dans un intervalle d'énergie 

al à +2ÂT centré sur l'énergie de Fermi F. Les systèmes se con- 
formant aux lois de la statistique quantique sont dits dégénérés. 
La température croissant, lorsque F devient plus petit que AT, la 
fonction de distribution de Fermi-Dirac se réduit à la fonction de 
Boltzmann (3.12), qui est une fonction de répartition de la physique 
classique. 

4. L'énergie moyenne d'un gaz électronique dégénéré est donnée 
ar l'équation (3.32), celle d'un gaz électronique classique par 
l'équation (3.24) : 


E=+F[1 + (2) |: (Ey = T. ‘3.{r) 


5. La température de dégénérescence du gaz électronique T4 
dépend de l'énergie de Fermi : 
: L 


Ty ST - (.2r) 


Pour T > T 4 le gaz électronique se compnoriec comme un système 
classique non dégénéré et pour T << T4 comme un système quan- 
tique (dégénéré). 

6. Pour des semiconducteurs et des métaux dégénérés, le calcul 
basé sur l'utilisation de la fonction de Fermi-Dirac fournit le résul- 


tat suivant: 
JPA LE, T)d£E =ÿ(E) fL(E, T) + 
Û 


CF) + RTE @ CF) (AT 4" (F) + (830) 


| di (E) 
où UE =. 
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$ 4. Les semiconducteurs. Classification des cor: 
solides d'après leur conductivité électrique 


Les solides peuvent être caractérisés par leur conductivité élec- 
trique ©, qui s'avère étre fort différente. La conductivité de certains 
matériaux est indiquée au tableau 2. 

Tableau 2 


s alcriau | 6,S-m-1 | Matériau o, S-m-1 
Aluminium 3,12-10° Diamant 10-10 
Or 4 ,13-10? Ebonite 5-10-11 
Cuivre tréfile 5,62.107 Pyrex {-10-1: 
Cuivre recuit 6,30 -107 Mica 1,1-10711 
Argont G6,03-107 Cire 3,3-10-1? 
Nichrome 9.105 Quartz 5-10-13 


Nous pouvons constater que l'ordre de grandeur de Ja conducti- 
vité des malériaux tels que l'or, l'argent, le cuivre l'aluminium, 
elc., est de 107 S-m-!, tandis que pour l’ébonite et le quartz, 
par exemple, on à 10-H S.m-!. Les matériaux dont la conduc- 
livité est (10-105) S-m-! environ sont appelés conducteurs ou 
métaux ; dans le groupe des isolants, ou dielectriques, on trouve les 
matériaux dont la conductivité a une valeur comprise entre 
(10-810-15) S.-m-!. 

Les matériaux dont la conductivité est intermédiaire entre 
celle des métaux et celle des diélectriques sont appelés semiconduc- 
teurs; leur conductivité électrique &« une valeur comprise entre 10-* et 
10% S.m-!, ce qui représente une gamme de valeurs s'étendant sur 
14 ordres de grandeur. Cependant une telle définition des semiconduc- 
teurs ne saurait refléter les particularités de leur conductivité électri- 
que. Comparons en cffet les variations thermiques de la conductivité 
des semiconducteurs et des métaux. La résistance électrique des métaux 
croit avec la température: 


R (9 = Ro (À + at), (4.1) 


où / est la résistance à O°C, 2? (1) la résistance à t °C, a le 
coefficient de la variation thermique de la résistance approximative- 
ment égal à 1/273. Pour les métaux ce coefficient cest : 

dA dR 


Le = TT > 0. 


La résistance électrique des semiconducteurs décroit rapidement à 
mesure que la température augmente. Une formule empirique établis- 
sant une relation entre la résistance et la température absolue 7, 
valable seulement dans un intervalle de température limité, est 
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de la forme: 
B 


R(T)= Re T. (4.2) 


R, et B sont des grandeurs caractéristiques d'un semiconducteur 
considéré, constantes dans un intervalle limité de température. En 
termes de conductivité, cette formule s'écrit : 
1 
UE (4.3) 


CT 


Muiltiplions Je numérateur et le dénominaleur de lexposant 
par la constante de Boltzmann 4 et désignons 4827 Æ,, il vient: 
Ù E, 

Go AT, (1.4) 

La grandeur E; qui caractérise le matériau semiconducteur porte 
Le nom d'énergie d'actiration. Son sens physique se modifie cepen- 
dant pour différents intervalles de température. On trouvera fig. 


Ün Ô Metal (nG Semiconducteur 
k | Métal | Semiconducteur \ 
T T VA [ // T 


pig. 3. Variation de la résistance en Fig. 4. Relation entre In 6 et l'inverse 
fonction de la température pour les de la température pour les métaux ct 
métaux et les semiconducteurs les miconducteurs 


une représentation graphique de Ïa variation thermique de la résis- 
tance d'un métal et d'un semiconducteur, Les graphiques de a fig. 4 
représentent les variations du logarithme de la conductivité en 
fonction de l'inverse de la lempérature. 

L'existence d'une énergie d'actiration signifie que pour augmenter 
la conductirité d'un semiconducteur il est nécessaire de lui fournir 
de l'énergie. L'expérience montre que la conductivité des semiconduc- 
teurs peut croître non seulement par élévation de température (donc 
par apport d'énergie thermique) mais également par éclairement 
ou par irradiation par des particules nucléaires ; elle varie Lorsqu'on 
applique un champ electrique ou magnétique ou lorsqu'on soumet 
Je semiconducteur à une pression exléricure. Ceci permet de con- 
clure que les semiconducteurs sont des matériaux dont la conductirité 
dépend fortement des conditions ambiantes: de la température, de la 

ion, des champs, de l'éclairement et de l'irradiation par des parti- 
eules élémentaires. Puisque pour T — 0 et en l'absence de tout ap- 
port d'énergie Ja conductivité des semiconducteurs (non dégénérés) 
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tend vers zéro, nous pouvons les définir comme des matériaur qui 
ne deviennent conducteurs qu'à l'état excité. En adoptant cette 
définition nous supprimons en principe toute distinction entre se- 
miconducteurs et diélectriques, tandis que la différence entre se- 
miconducteurs et métaux n'apparaît que mieux. 

L'effet exercé par les conditions ambiantes sur la conductivite 
des semiconducteurs varie selon la structure et les propriétés du 
matériau. Pour les conditions ambiantes invariables, la conductivité 
d'un matériau donné est différente selon qu'il s'agisse d’un mono- 
cristal de haute pureté chimique et de grande perfection cristalline 
ou d'un monocristal impur ou encore d'un lingot polycristallin. 

Comple tenu de toutes ces observations on peut donner la défi- 
nilion suivante des semiconducteurs: les semiconducteurs sont des 
matériaux dont la conductirité électrique à la température ambiante 
est comprise entre 10% et 10° S -m-!, qui dépend fortement de la natrre 
et de la concentration des impuretés, de la perfection cristalline du 
matériau ainsi que des conditions ambiantes: température, éclairement, 
intensité des champs électriques et magnétiques appliqués. etc. 

Cette dernière définition permet de faire la distinction entre 
les métaux et les semiconducteurs ; Ja conductivité des métaux dé- 
pend bien plus faiblement des conditions ambiantes que celle des 
semiconducteurs puisque ceux-ci ne deviennent conducteurs qu'à 
l'état excité (ou activé) tandis que les métaux sont conducteurs à 
l'état non excité. La gamme de valeurs de la conductivité que nous 
avons indiquée permet bien de séparer les semiconducteurs et les 
diélectriques, mais la différence n’est que quantitative et dans une 
large mesure toute conventionnelle. 

On connaît deux types de semiconducteurs : ioniques et électro- 
niques. Dans les semiconducteurs ioniques le courant est assure 
par les ions du matériau lui-même, de sorte que sa composition et 
sa structure sont altérées du fait du passage d’un courant électrique. 
De tels matériaux sont inapplicables dans des dispositifs pour la 
transformation de l'énergie, puisqu'ils se décomposent sous l'action 
d’un courant. On ne considérera pas ces matériaux dans notre cours. 

Dans les semiconducteurs électroniques le courant est assure 
par les électrons, de sorte que le passage d’un courant ne s’accom- 
pagne d'aucun transport de matière et on peut donc les utiliser dans 
des dispositifs assurant un fonctionnement de longue dure. 

Un très grand nombre de matériaux les plus divers appartien- 
nent aux semiconducteurs électroniques, mais quelques matériaux 
seulement sont utilisés dans la pratique. Cependant, les progrès 
de la chimie et de la technologie des matériaux de haute purete 
contribuent grandement à accroître le nombre de semiconducteurs 
mis à Ja disposition de l'électronique. 

Parmi les corps simples, douze sont des semiconducleurs: le 
bore B, le carbone C, le silicium Si, le phosphore P, le soufre S, le 
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germanium Ge, l'arsenic As,,le sélénium Se, l'étain gris Sn, l'auti- 
moine Sb, le tellure Te et l’iode 1. La fig. 5 représente la position 
‘de ces éléments dans le système périodique de Mendéléev. À l'heure 
actuelle la plus grande importance industrielle revient au sili- 
‘cium et au germanium. 


Groupes 
nu. 


VII 


NP 


DE 


Br 


Fig. S. Position des éléments semiconducteurs dans le tableau de Meudéléev 


Un grand nombre de composés binaires répondant à Ja formule 
générale AXB%-X, où À est un élément du groupe X et B un élément 
du groupe (8 — X), possèdent des prapriétés de semiconducteurs. 
‘Les composés de formule ATBVIT: AgCI, Cubr, Kbr. LiF, etc., 
n'ont pas encore trouvé d'applications pratiques. 

Les composés de formule AIBVE comportent les sulfures, tellu- 
rures, séléniures et oxvdes des métaux du deuxième groupe. Les 
composés les plus connus sont : CdS, CdSe, CdTe, ZnS, ZnO, ZnSe, 
HgSe, HgTe. On duit s'altendre à ce que ces différents composés 
semiconducteurs trouveront d'importantes applications praliques 
dans un proche avenir. 

Les composés du type AB V comptent parmi les semiconducteurs 
les plus importants pour les applications pratiques. À ce groupe 
appartiennent les antimoniures, les arséniures, les phosphures et 
les nitrures des éléments du troisième groupe latéral: aluminium, 
gallium, indium et bore. 

Le groupe des composés AIVBVT comporte SiC et SiGe. À câté 
des composés AX*B%°X on connaît des composés semiconducteurs 
répondant aux formules générales: AIVBVT (PES, PbSe, l’bTe) et 
AIBYI (CuS, CuO, Cu,0). 

D'un grand intérêt sont les composés à plusieurs constituants 
et les solutions solides. Citons les séries de composés répondant aux 
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formules générales: AXBE-XHÉ-X, AXAXBS-X, AXAXBS-XH5-X, el 
les solutions solides : G aAsP, InGaSb, LnCdSeTe. 

Disposant de règles de prédiction de la semiconductibilile, on 
pourrait préparer des composés avec les propriélés les micux adap- 
lées aux besoins pratiques. Outre les composés cités on connaît 
nombre de composés semiconducteurs notablement plus complexes. 

En plus des composés inorganiques on connaît ceux orga- 
niques manifestant des propriétés semiconductrices, tels que l’an- 
thracène, le bleu de méthylène, le phtalocyanine, le coronène, etc. 

L'existence de semiconducteurs présentan! une large gamme 
de propriétés physiques détermine leur mise en œuvre pour l'élabo- 
ration d'un nombre toujours croissant de dispositifs électroniques. 

Les diodes à semiconducteurs permettent de redresser des cou- 
rants dont l'intensité va de quelques milliampères à des milliers 
d'ampères, depuis les fréquences industrielles jusqu'aux UTLF., 
sous des tensions allant du dixième de volt à des centaines de volts. 
Les transistors sont utilisés dans les amplificateurs et les genéra- 
leurs fonctionnant dans une gamme de fréquence de plus en plus 
large. On arrive à réaliser des détecteurs de rayonnements, de parti- 
cules, des convertisseurs de l'énergie de radiation où thermique 
en énergie électrique à haut rendement sur la base de différents 
disposilifs semiconducteurs. 

Les semiconducteurs sont largement utilises pour réaliser des 
« sondes» de mesure, utilisées pour convertir un signal d'entrée 
(élévation de température, pression, champs magnétiques, ravonne- 
ments) en un signal électrique de sortie. 

Les semiconducteurs trouvent d'importantes applications pour 
la réalisation de générateurs de lumière cohérente à haut rendement 
énergétique. 11 serait bien difficile de citer tous les domaines de la 
technique où se sont implantés les semiconducteurs. 

Le fonctionnement de chaque dispositif à semiconducteur est 
basé sur certains phénomènes et processus physiques, dont Ia con- 
naissance détermine les voies de l’élaboration de nouveaux dispo- 
sitifs, ainsi que les limites de leur utilisation pratique. 


$ 5: Modèle élémentaire de la conduction 
des semiconducteurs. Conduction par trous 


Le réseau cristallin qui apparaît lors de la formation d'un maté- 
riau donné résulle des interactions des atomes constituants. La 
nalure des interactions dépend de la structure des couches électro- 
niques des atomes mis en jeu. Un rôle essentiel doit être attribue 
aux phénomènes dits d'échange, qui consistent en ce que deux atomes 
voisins procèdent à un échange d'électrons ayant pour résultat 
l'apparition d'une force d'attraction mutuelle entre ces atomes. 
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Une liaison de cette nature porte le nom d'homopolaire, car elle 
æ manifeste surtout entre atomes de même espèce. Comme les élec- 
trons y participant sont le plus souvent des électrons de valence, ce 
pe de liaison est également appelé liaison covalente. La liaison 
et particulièrement forte lorsque les atomes mettent en jeu une 
ire d'électrons à spins opposés. [1 en découle que la liaison cova- 
Jente est une liaison salurée en ce sens que la participation d'un 
troisième électron ne saurail renforcer la liaison puisque dans ce 
dernier cas il y aura toujours deux électrons à spins parallèles. 
Cette caractéristique de la liaison par paires électroniques partagées 
est une conséquence du principe de l’auli, selon lequel deux électrons 
à spins parallèles ne peuvent se trouver dans une même région de 
l'espace comprise entre deux atomes. Le diamant, le silicium et le 
rmanium sont autant d'exemples de solides à liaisons covalentes. 
Lorsque deux atomes d'espèces différentes entrent en interaction, 
le maximum de la densité du nuage électronique (densité de la 
probabilité de la présence d'un électron) peut se déplacer vers un 
des partenaires, notamment vers celui qui possède le plus grand 
nombre d'électrons de valence. À la limite le maximum de la densité 
du nuage électronique se situe à proximité immédiate de l'un des 
atom?s, ce qui le transforme en un ion négatif, l'autre atome sc 
transformant ipso faclo en un ion positif. La liaison qui s'établit 
dans ce cas porte le nom de liaison ionique, dénomination due à 
œæ.que l'on peut la considérer comme résultat d'une interaction 
&ectrostatique d'ions de signes contraires. On trouve des liaisons 
essentiellement ioniques dans les cristaux d'halogénures de métaux 
alcalins (NaCI, LiF, etc.). La liaison ionique est donc un cas limite 
de la liaison covalente. Considérant des matériaux Lels les oxydes 
ou les sulfures des éléments du deuxième groupe, on dit généralement 
Ja liaison y est à Lant de pour cent ionique. Un autre cas limite 
d'une interaction par échange d'électrons est celui où l'échange 
s'effectue entre loutes les paires d'atomes que l’on peut trouver 
dans un cristal. Les électrons de liaison appartiennent donc au 
| réseau cristallin tout entier el on dit qu'ils sont collectivisés. Ce 
type de liaison porte le nom de liaison métallique, car il est caracté- 
ristique des métaux. On doit remarquer qu'il n'existe aucune fron- 
tière définie entre ces lrois types de liaisons chimiques. Dans les 
lstaux de corps organiques on observe l'existence de faibles liai- 
sons intermoléculaires dites interactions de Van der Waals dues aux 
Leffets d'interaction des moments dipolaires induits des molécules. 
Considérons maintenant comment se présente un modèle simple 
“de la conduction d'un semiconducteur tel le silicium. 
L'atome de silicium comporte quatorze électrons, répartis selon 
a formule électronique: (15°) (25) (2p°) (35°) 3p°. 
La couche périphérique est incomplète et contient quatre élec- 
ns. Le nuage électronique de chaque atome participant à la 
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formation du réseau cristallin pessède 
une configuralien tétracdrique. L'in- 
Lerpénétralion des nuages électroniques 
se fait alors suivant certaines directions 
privilégiées délerminant l'assemblage 
tétraédrique des atomes qui preduil 
un réseau du tvpe diamant. 

Le réseau du type diamant est un 
réseau cubique (voir fig. 6). Chaque 
atome de silicium du réseau est lié 
à ses quatre les plus preches voisins 
par des paires électroniques partagtes, 
ce qui absorbe les quatre électrons de 
valence de chacun des atomes asse cics. 
Dans un réseau cristallin parfait Lous 
les électrons sont mis en commun, il 
n'ya pas de porteurs de charges libres 
et Papplicalion d'un champ électri- 
que ne saurail donc faire apparaître un courant électrique. Pour 
qu'un courant électrique puisse se manifester il faudrait qu'un 
certain nombre d'électrons deviennent libres. Or pour Jibérer un 
électron il faut dépenser de l'énergie. Cette énergie peut être fournie 
au réseau cristallin sous forme d'énergie de photons ou de particules 
élémentaires où encore sous ferme d'énergie d'agitation thermique 
du réseau. A Ja Lempérature ordinaire il faut dépenser une énergie 
égale à 1,08 eV pour libérer un clectren dans un cristal de silicium. 
Notons que la libération d’un électron laisse une liaison incomplète. 

On a représenté fig. 7 des schémas illustrant a) un réseau cristal- 
lin parfait, b) la libcration d'électrers sors l'action de l'énergie 
thermique, et c) la libération d'électrons par al serption d'un photon 
porteur d'une énergie convenable. Ün électron libéré se meut d’une 
façon désordonnée dans le cristal. Si l'électron libéré se retrouve au 


Fig. 6. Réscau du type diamant 


Fig. 7. Schémas illustrant l'apparition de la conduction électrique so 
l'influence des vibrations thermiques du réseau ou de Tl'irradiation d'un sen 
conducteur 


CR. nt en RS 
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voisinage de la liaison dont il est issu, il pourrait être caplé à nou- 


veau par la liaison incomplète et restituer son excédent d'énergie 
au réseau ou le dégager saus forme d'un quantum de lumière. Le 
processus de la firation d'un électron libre par une liaison est appelé 
processus de recombinaison. C'est le processus inverse de celui de la 


libération d'un électron lccalisé dans une liaison (processtts de généra- 


{ion d'électrons). Notons que le pracessus de recombinaison absorbe 


non seulement un électron libre mais fail disparaître également une 
liaison incomplète entre deux atomes voisins. Le nombre d'élec- 
trons libres est Cgal à celui de liaisons incomplètes, denc non satu- 
rées. Dans la région entourant une liaison non saturée apparaîl 
une charge positive due à un défaut de compensation des charges 

venant du manque d'un électron. Cependant lorsque 1e volume 
du cristal est suffisamment grand, sa charge Lolale reste nulle, de 
sorte que l'apparition d'un nombre égal d'électrons libres et de 
jjaisons vacantes ne compromel pas léloctroneutralité du cristal. 

Sous l’action d'un champ électrique E appliqué au cristal les 
électrons libres fout en participant au mouvement thermique chao- 
tique se trouveront soumis à une force e, E et subiront un déplace- 
ment dans un sens opposé à celui du champ. En désignant par » la 
concentration d'électrons, par p, leur mobilité, la densité du cou- 
rant électronique sera : 


in = €nflalt E -- 0, E, 9.1) 


e, représentant! la charge de l'électron. 
La conductivité des semicanducteurs dépend bien des conditions 
ambiantes puisqu'en jouant sur l'intensilé de léclairement, de 
J'irradiation par particules ou la lempéralure, on arrive à faire 
varier dans de larges limites la concentration des porteurs de charge ; 
dans les métaux, par contre, le nombre d'électrons reste invariable 
ur toutes les variations de ces conditions. Cependant ce n’est pas 
jà l'unique différence entre les métaux et semiconducteurs. Dans 
les semiconducteurs il existe deux mécanismes de conduction. 
Une liaison incomplète où manque un électron peut en effet se 
déplacer d'un atome à l’autre grâce au va-et-vient des électrons, et 
effectuer un périple désordonné dans le cristal. Lorsqu'on applique 


."au cristal un champ électrique E, les électrons liés se trouvent 


sollicités par une force e,E et, se déplaçant dans un sens opposé à 
celui du champ, pourront occuper les liaisons vacantes qu'ils trou- 
veront sur leur chemin. Dans un cristal parfait où toutes les liaisons 
sont saturées, Île déplacement des électrons liés aurait été impossible 
en vertu du principe de Pauli. C'est la présence de liaisons vacantes 
i rend possible le déplacement des électrons de valence à l'encon- 
tre du champ appliqué. De ce fait l’ensemble des électrons de valence 
participe Jui aussi à Ja conduction des semiconducteurs. La mobilité 
des électrons liés doit dépendre du nombre de liaisons vacantes. En 
3° 
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désignant par Ÿ le nombre 
d'électrons liés el par ny 


D 
Ùù 
KZ 
TN 


, A 

NAN à NS ENT SAN leur mobilité, la densité de 

JK ÉK FKZ Na NZ ce courant sera : 

K SAN AN À VAN/AN jx =exhxVE (1.2) 

dd )4 / a RE donc ne exIS- 
GZ te dans les semiconducteurs 

LD SX J 
D A a ax C e) deux types de porteurs de 


C 
TN UN 7 AN DEAN charge: les électrons libres 
et les électrons liés et que 
la densité du courant sera 
par conséquent : 


j = ji + ju = (eunn + exu x) E. (9.3) 
Il est cependant beaucoup plus commode de considérer non pas 
le mouvement de l’ensemble des électrons de valence (liés), mais 
le déplacement des liaisons vacantes. Le déplacement d'un électron à 
l'encontre du champ s'accompagne d'un déplacement d'une liaison 
vacante dans le sens du champ (fig. S). Or le déplacement d'une liaison 
vacante dans le sens du champ équivaut au déplacement dans le 
même sens d’une charge positive e*. Il importe cependant de bien 
se rappeler que cette charge positive se déplace dans le sens du champ non 
sous l’action de la force e*E, mais du fait du déplacement d'électrons 
en sens inverse. Le déplacement réel d'une charge positive e* ne 
pourrait correspondre qu'à une migration d'un atome ionisé de 
silicium. Comme la mobilité des ions est très inférieure à celle des 
électrons, la composante ionique du courant ne se manifeste pra- 
tiquement pas dans le silicium. Donc le déplacement le long du 
champ des charges non compensées des noyaux ne peut être que Île 
résultat d'un déplacement des électrons de valence. En désignant 
par p le nombre de liaisons vacantes et par un, leur mobilité, Île 
courant dû à l’ensemble d'électrons liés sera: 


jy = ext VE = eRpE = j. (5.4) 


Fig. 8. Déplacement des électrons et 
des trous dans un champ électrique 


u> doit être indépendant de p, ainsi que nous le démontrerons dans 
ce qui suit par la méthode des zones de Brillouin. 

La liaison vacante est désignée sous le nom de trou, aussi le méca- 
nisme de conduction par électrons liés est-il désigné sous le nom di 
conduction par trous. La grandeur p est appelée concentration des 
trous, ,, mobilité des trous ct e, = e*, charge d'un trou. On consi- 
dère les trous comme des quasi-particules, dont le déplacement est adé 
quat à celui des électrons de valence. Afin d'éviter toute confusior 
lors de la description des phénomènes physiques où l’on utilise + 
notion de trou, il importe de définir correctement les propriete: 
du trou. Ce n'est qu'alurs que l'on:se trouve habilité à parler di 
leurs mouvements sans avoir à se référer au mouvement de l’ensem 
ble des électrons de valence. Nous traiterons de ce problème au $ 25 


- CONDUCTION INTRINSÈQUE ET CONDUCTION EXTRINSÈQUE 37 


LL ES 


ART © 66. Condurtion intrinsèque et conduction extrinsèque 


"he à 
:. Un semiconducteur pour lequel le nombre d'électrons est égal au 
membre de trous n = p est dit intrinsèque et la conduction du courant 


électrique se caractérise alors par: 
mt  jæ0E = (éxtar + eyntpp) E = (on + op) E (6.1) 


- 


<: En admettant que les mobilités des porteurs de charge soient 
des scalaires et en désignant par b le rapport des modules des mobili- 


tés: 


b — [bn | 9 
Re [up ? (6.2) 
h conductivité d’un semiconducteur intrinsèque peul s'écrire: 
en O = Cnllutt À eplpP = epPlp (1 :- b). (6.3) 


di, 
Cependant dans la plupart des cas les électrons et les trous sont 
en nombre inégal, ce qui détermine précisément le fonctionnement 
de la plupart des dispositifs à semiconducteurs. On réalise une dif- 
férence de concentrations d'électrons et de trous en dopant le maté- 
riau avec des impuretés convenablement choisies. La conduction 
méée par la présence d'impuretés s'appelle conduction extrinsèque. 
Pour préciser le mécanisme de la conduction extrinsèque examinons 
le comportement du silicium dopé d'une part avec une impurelé du V 
upe et d'autre part avec une impurelé du 111 groupe. 

Soit un cristal de silicium dont une quantilé infime d'atomes 
de silicium a étc remplacée par des atomes d'arsenic. La couche 
électronique externe de l'atome d'’arsenic contient cinq électrons 
de valence dont quatre seront ulilists pour établir des liaisons cova- 
lentes avec quatre atomes de silicium voisins. Le cinquième clec- 
tron n'y participe Pas puisque quatre électrons suffisent à salurer 
les liaisons. Ce cinquième électron se trouvera sollicité par les atomes 
de silicium de l'entourage, ce qui aura pour effet de réduire son 
“norgie de liaison avec l'atome d'arsenic dans un rapport de €? 
eaviron (e est la constante diélectrique relative; £ — 12 pour Île 
silicium). Autrement dit, le cinquième électron de valence de l'atome 
d'arsenic peut ètre libéré au prix d'une dépense d'énergie des dizai- 
nes de fois plus faible que celle requise pour libérer un électron d'un 
atome du réseau de silicium pur. L'alome d'impureté s'ionise donc 
facilement et le cristal dopé comportera un nombre d'électrons beau- 
coup plus grand qu'un cristal de silicium pur. Ceci montre que l'in- 
troduction d'atomes d'un élément du cinquième groupe dans un 
cristal de silicium s'accompagne de l'apparition d'un nombre d’élec- 
trons libres beaucoup plus important par comparaison avec un cris- 
tal exempt d'impuretés. Les atomes d'impuretés fournissant des 
électrons libres sont appelés atomes donneurs. Ces alomes, en cédant un 
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électron, se transforment donc en ions (As*). Les ions positifs d'im- 
puretés ne participent pas au transport du courant et ne jouent que 
le rôle de donneurs d'électrons libres. 

Parallèlement au processus d’ionisation des atomes d’impuretés, 
les atomes de silicium s’ionisent eux aussi, mais ne fournissent 
qu'un nombre d'électrons notablement plus petit que celui prove- 
nant de l'ionisation des atomes d’impuretés. Le nombre de trous 
qui apparaissent par ionisalion des atomes de silicium sera donc 
beaucoup plus faible que le nombre total d'électrons. Lors du passage 
d'un courant, le transport des charges électriques sera assuré principale- 
ment par les électrons, qui de ce fait sont appelés dans ce cas porteurs 
majoritaires, el les trous sont alors des porteurs minoritaires. Un tel 
semiconducteur est appelé semiconducteur électronique où de type n. 
La conductivité d'un semiconducteur de type x s’écrira: 

O = On + On © On = Elta, (5.4) 
puisque p nel 6, € 0,. 

Le type de conduction que l'on obtient par dopage peut ctre 
prévu dans nombre de cas par application d'une règle simple: si 
la valence de l'atome d'impureté est plus grande que celle des ato: 
mes du semiconducteur, cette impurelé se comportera comme ut 
donneur. C'est ainsi que les éléments du groupe V sont des donneur: 
pour le silicium et le gcrmanium. En général, les éléments du grou 
pe VI sont des donneurs pour Îles composés AUDV, Remarquon: 
que celle règle simple n'est pas toujours valable. 

Considérons maintenant le cas où le silicium est dopé avec une 
impureté du lrouisième groupe, lindium, par exemple. L'atomi 
d'indium ne possède que trois électrons de valence, de sorte qu: 
lorsqu'il se subslitue à un atome de silicium il lui manquera m 
électron pour salurer toutes les liaisons covalentes avec ses atome 
de silicium. Pour saturer cette liaison vacante le quatrième électro 
déficitaire sera emprunté à un atome de silicium. L'énergie qu'i 
faut dépenser pour faire passer un électron appartenant à un atom 
de silicium à un atome d’impureté, qui de ce fait se transforme e 
un ion négalif, est notablement plus petite que celle requise pot 
libérer un électron; pour cette raison les transferts d'électrons de 
atomes de silicium aux atomes d’impuretés seront beaucoup ph 
fréquents que les processus d’ionisation d'atomes de silicium fib: 
rant des électrons. La charge négative se localise sur l'atome d'in 
pureté el ne participera donc pas au transport du courant. La liaiso 
vacante qui se trouve maintenant entre deux atomes de silicin 
(trou) porte une charge posilive et son déplacement assure une coi 
duction par trous. 

Les atomes d'impuretés qui captent des électrons sont appelés acce, 
teurs. Dans le cas considéré le nombre de trous peut être beaucot 
plus grand que le nombre d'électrons et l1 conduction sera esse: 
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tiellement une conduction par traus: 
O =— ©, -;- On Z O TT EpllpD; (0) 


puisque n <p CL oO, & Os. 
Dans ce cas-ci les trous seront les porteurs majoritaires et les élec- 


trons Les porteurs minoritaires. Ün semiconducteur dopé arec un élément 
accepleur esl dit semiconducteur à trous où de type p. Bien souvent 
sont accepteurs les éléments dont Ta valence est inférieure à celle 
des atomes du semiconducteur: dans Je silicium et le germanium 
les éléments du groupe IE sont des accepleurs; dans les composés 
AUIBY sont accepteurs les atomes des éléments du groupe HE 

Nous voyons que la concentration des porteurs dans les semi- 
conducteurs dopés est plus grande que dans un semiconducteur 
pur (intrinsèque) ; il en résulte que Ja résistivité d'un semiconducteur 
dopé avec une impurcté d'un type donné sera inférieure à la résis- 
tivité du semiconducteur pur. Or, le dopage d'un semiconducteur 
s'accompagne d'une diminution de sa résistirilé. 

Dans le cas où un semiconducteui est dopé avec deux impuretés, 
l'une de type n et l’autre de Lype p, ces impuretés se compensent 
mutuellement. À égalilé de concentrations des atomes accepteurs 
et donneurs, le semiconducteur dopé apparaîtra semblable à celui 
pur, possédera une grande résislivilé ct sera dénommé compenxé. 

Les semiconducteurs dant le type de conduction dépend de l'es- 
pèce de l’impurelé sont dits amphotères. 

Résumé des $$ 4 à 6 


L 


1. Sont classés comme semiconducteurs les matériaux dont là 
conductivité électrique dépend fortement de la composilion et de 
la structure du cristal ainsi que des conditions ambiantes. En wéné- 


ral,-la conductivité des semiconducteurs augmente lorsqu'on leur 
communique de l'énergie par échauffement, éclairement, irradiation 
par particules élémentaires; elle varie lorsqu'on soumet le cristal 
a l’action d'une pression, de champs électriques el magnéliques. 
x: @.On. distingue dans les semiconductleurs deux mécanismes de 
conduction déterminés par l'existence de deux types de porteurs de 
M lectrons et les trous. La conduction par trous est en 
it -dussétédéplacement d'électrons liés à travers les liaisons. 
‘ ‘SSD SFuurs miconducteur exempt d'impurelés le nombre 
d'électrons st égal au nombre de trous; on dit alors que le semi- 
conducteur est intrinsèque. Une impurelé est du type donneur si 
ello fournit des électrons libres: une impureté du type accepteur 
fournit des trous libres. Les porteurs de charsze sont dits majorilai- 
res si leur concentration est supérieure à celle de l'autre Lvpe de 
porteurs qui sont dits minorilaires. 
Un matériau renfermant des donneurs et des accepleurs en quan- 
tités égales est dit semiconducteur compensé. 


CHAPITRE II 


FONDEMENTS DE .LA THÉORIE DES BANDES 
DES SEMICONDUCTEURS 


$ 7. L'équation de Schrôdinger d'un solide cristallin 


Tout corps cristallin peut être considéré comme un système 
unique composé de particules légères (électrons) et lourdes (noyaux). 


Désignons les coordonnées des électrons par r,, re, . .. et par R,, 
R:, .… celles des noyaux. L'état stalionnaire des particules est 
décrit par l'équation de Schrôüdinger : 

HVY—EY, (7.1) 


où H est l'hamillonien du cristal, Ÿ, sa fonction d'onde propre, 
f, l'énergie du cristal (sa valeur propre). La fonction d'onde du 
cristal dépend des coordonnées de toutes les particules qui le compo- 
sent 
f — ÿ (ri, Fos R;, Re , Ed .) . 4 (ri; R,), (7.2) 

r;, représentant Îles coordonnées généralisées des électrons et R,, 
les coordonnées des noyaux. 

L'opérateur hamiltonien comprend toutes les formes d'énergie, 
notamment : 

1) l'énergie cinétique des électrons T,. : 


Te VPN (a). (7.3) 
où m est la masse de l’électron: # -- . R étant la constante de 


Planck ; A; -= Vi est l'opérateur de Cublace pour le i-ième électron : 


A . 0” 1 o® ; o° . (7 4) 
= Vi Ur 74 IE Sa TE ’ ° 


2) l'énergie cinétique des noyaux T, : 


É - à! h° die 
Le à œ 
A, étant la masse du noyau el 
is : 5) | 7e . 
Ne (1.0) 


UX® ay AS 


L'ÉQUATION DE SCHRUDINGER D'UN SOLIDE CRISTALLIN At 


DER 

= 9) l'énergie d'interaction des électrons (deux par deux) U,.: 

nn É __ c° 2. Â au A”, : ss 
se U= = Aneolri-r;l EE 7 Lis; (1 4) 


5 


4) l'énergie d'interaction des noyaux (deux par deux) U.: 


+ D er D Ë 1.8 
279 À AñeolRa—R;l MT ‘af ( O} 
4 ab au:fi 


où Ze et Ze sont les charges des noyaux a et B; 
a 5) l'énergie d'interaction entre noyaux et électrons U,, : 


de SE (7.0) 
ne cou a Aneolri—Rol “4 er * 
s : i,n 1, 4 


: 6) l'énergie de toutes les particules dans un champ appliqué V: 
—. Vo Vars roses Ru Ras -..). (7.10) 


#* L'hamiltonien d'un cristal soumis à l’action d’un champ V pour- 
ra donc être présenté sous la forme: 


H=Te+T; + U. + UE Ue + Ÿ'; (.11} 
HY= EY. 


L'équation de Schrüdinger (7.11) contient 3 (Z + 1) N variables, 
:N'étant le nombre d'atomes du cristal. Puisqu'on trouve dans ! cm* 
‘d'un solide cristallin près de 5-10*% atomes, en posant Z 11, 
Je nombre de variables sera égal à 2.10% cm-*. Il est plus qu'évident 

e l'on ne saurait obtenir une solulion générale à cette équation. 
Cela tient non seulement à des difficultés de calcul d'ordre techni- 
“que, mais à une impossibilité de fait, car la mécanique quantique 
moderne ne dispose d'aucune méthode pour résoudre des problèmes 
goncernant un grand nombre de particules. Pour trouver une solu- 
tion de l'équation de Schrodinger d'un système de particules sc 
trouvant en interaction, il est indispensable de réduire ce système 
à nn système de particules indépendantes. Dans ce Cas l'équation 
ci-dessus peut être décomposée en un système d'équations, chaque 

ation ne décrivant que le mouvement d'une seule particule. 
En effet, si l'hamillonien d'un système de particules pouvait ètre 
transformé en une somme d'hamilloniens, telle que: 


ue L 
H= 1, (7.12) 

li 
où Éa n'est fonction que des coordonnées de la k-ième particule: 


r h° n ne 
Me Au Ua (tu) (4.1) 
Ni 
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ce qui correspond au comportement de particules libres de toute 
interaction, l'équation de Schrôdinger du système de particules 
peut être résolue de Fa façon suivante. La fonction d'onde du système 
se présente sous la forme du produit des fonctions d'onde de totrtes les 
particules, et l'énergie totale du système est égale à la sornme des énergies 
des particules : 


Ces Me 540) ed) ds M): 2: (7.14) 
et 
E NE. (7.1) 
l: 


Ex eU nr étant liés par une relation telle que 


H,Ÿu (re) = Er (rr). (:.16) 


Pour le démontrer il suffit de porter l'équation (7.14) dans l'équa- 
lion de Schrodinger d'un système de particules, et compte tenu de 
(7.16) on retrouve l'équation (7.19). 

On ne saurait passer de l'équation (7.11) concernant un système 
de par.icules en interaction à un système de particules indépendantes, 
sans procéder à des simplifications raisonnables: on devra alors 
se contenter d'une solution approchce. 

Dans tout ce qui suit nous admetllrons que notre système n'est 
soumis à l'action d'aucun champ appliqué : 


RE LP LL (1.17) 


Avant de procéder aux simplifications indispensables de léqua- 
lion de Schrôdinger, transcrivons l'expression déterminant léncrgie 
du cristal : 


E Fur#es ..siRe ..) Vs Ra ...)dT. (TS) 


l'intégralion élaut étendue aux coordonnées de Loutes les particu- 
les : 


dr - dr, dy, di... dX, dy dZ,... — dx, dx,. (7.19) 


Connaissant Ta fonction d'onde W (r,, ...; R,. ...) on pourrait 
déterminer le mouvement de chaque particule du cristal: cette 
même fonction permettrait, par analyse des états correspondant à 
l'énergie minimale, de calculer théoriquement la structure cristal- 
line du corps considéré, ainsi que loutes ses modificalions allotro- 
piques (ou polymorphiques). 


$ 8. L'approximation de Born-Oppenheimer 


L'approximation de Born-Oppenheimer appelée aussi approxima- 
lion adiabatique lient compte de ce que le caractère du mouvement 
Ales particules légcres (électrons) et lourdes (noyaux des atomes) 
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est fort différent. Pour des particules aussi rapides que le sont les 
électrons c'est la position instantanée des noyaux qui importe; 
quant aux noyaux, leurs mouvements ne pouvant être affectés 
par la position instantanée de chacun des électrons, ce n’est que 
la moyenne des mouvements de l’ensemble des électrons qui peut 
avoir de l’importance. La situation est en effet analogue à celle 
qui prévaut dans les atomes à un grand nombre d'électrons; du fait 
de son inertie le noyau ne peut évidemment pas réagir au mouvement 
de chacun des électrons et se meut dans le champ résultant produit 
par tous les électrons. Simultanément les mouvements relativement 
lents du noyau entraînent dans leur sillage l’ensemble de tous les 
électrons, ce qui assure l'unité de l'atome. Un comportement sem- 
blable des noyaux et des électrons doit se manifester dans un corps 
solide cristallin. 

L'hypothèse la plus grossière que l'on pourrait faire est celle qui 
poserait que les noyaux atomiques soient immobiles: KR, := R;. En 
adoptant cette hypothèse on simplifie notablement l'équation de 
Schrôdinger, puisque l'énergie cinétique des noyaux devient nulle, 
l'énergie d'interaction des noyaux devient constante, mais que l'on 
peut par un choix convenable de l’origine tout aussi bien rendre 


nulle. Compte tenu de ce que T, — 0 et Ü, — 0 nous pouvons dé/inir 
un nouvel hamiltonien, l'hamillonien des électrons H..: 


H:=T. 00. (8.1) 


Désignons par Ÿ, la fonction d'onde des électrons; cette fonction 
doit dépendre des coordonnées des électrons r; et de celles des noyaux 
immuables R?: la fonction Y,(r;; R?}) doit être normée de telle 
sorte qu'elle se réduise à l’unité pour toute valeur des coordonnées 
des noyaux lors d’une intégration étendue à toutes les coordonnées 
des électrons : 


| étre sus Rs ses RS -5 0) 0r: (8.2) 
L'équation de Schrôüdinger peut s’écrire : 


HW, —E,V, : (8.3) 


o 


h° { e” 1 Ze= j 
[2 (x 4) oies D Set D mem" Eve. 
] i£) i,@ 

Dans cette équation les coordonnées KR} figurent non plus comme 
une variable de l'équation différentielle, mais comme un paramètre 
dont la valeur exerce en fin de compte une influence sur la fonction 
«, °nde et l'énergie du cristal E, : 


E= | We V,dt.— E.(R°, R°, ..….), (8.4) 
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E , représentant l'énergie des électrons qui se meuvent dans le champ 
créé par des noyaux fixes. 

Poser que les noyaux sont parfaitement immobiles est cependant 
une approximation trop grossière. Il est préférable de tenir compte 
des mouvements des noyaux en faisant intervenir une nouvelle 
fonction d'onde concernant les noyaux ®, (R,, . ..). Nous procé- 


derons alors de la marière suivante. 2. par H, l'opérateur : 


He= D (—-— Aa) + Üe+É(..., Ra.) (8.5) 


que nous appellerons la partie nucléaire de l'hamiltonien du cristal. 
Nous pouvons maintenant représenter l'hamiltonien du cristal à 


l’aide de deux opérateurs H, et H.. Tenant compte des équations 
(7.11), (7.17), (8.1) et (8.5), nous écrirons: 


H — À, + H,—É.. (8.6) 
La fonction d'onde du cristal W peut se mettre sous forme d'un 
produit : 
LS RS 
Re PC OP PR à POS OO 


que nous pouvons reporter dans l’équation de Schrôdinger du cristal 
et en déduire ®, (R;, . ..); 


HY = (H. =} H,— Ë,) FO, 7. O,H.Y. + H,F.0; — 


—E,W,0, = EY,D.. (8.8) 
Tenant compte de (8.3) il vient: 
HY — H,Y,0, — EY,O, — EY. (8.9) 


Puisque ,. dépend des coordonnées des noyaux, l'opérateur H, 
doit agir sur Ÿ,; déterminons, par exemple, A, W,.®, : 


AaDy Te Va (PeVaDr-+ D Va Ve) = VeAaDz + DzAa Ve + 
4 2 (VaDz° Va.) . 
Utilisons ce dd pour récrire l'équation (8.9): 


HO, = D (—-— 2M a ) LFeA,D, + DAa et 
Le 2 


+ 2 (Va Te VaD2)] + U,V.OD, + E;Y,D, — EY,O0,. (8.10) 


Multiplions le premier membre de l'équation (8.10) par Y * 
intégrons par rapport aux coordonnées des électrons ; nous tiendrons 
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compte de ce que: 
| Wa dr, == 1, (8.11) 


et nous trouverons alors: 


D (—-37) [aDe+ 0 | Vracvear+ 


+2 (VaDz- | Va Vedte) | +UzDz+EDz=ED7. (812) 


Portons dans cette dernière expression la valeur de H, donnée par 


(8.5) : 
H,2; — EE, + > FT [Oz | ViAa We dte + 
œ 


+2(V02. | wivewar.)]. (8.13) 


Multiplions le premier membre de l’équa ion (8.13) par 2 et inté- 
grons par rapport aux coordonnées des noyaux; nous obtenons une 
équation définissant l'énergie du cristal : 


| DS ,0, dt, = E +6E. (8.14) 
La valeur de ÔE 


2 Le 2 


=D | V'AuVdr + 
[s 
+3 (2foivem ar. | wiv,Var) (815) 
œ 


ne peut être estimée qu’en précisant la relation fonctionnelle exis- 
tant entre W. et les coordonnées r; et R.. Si on néglige dans l’ex- 
pression H, le terme se rapportant aux interactions entre électrons, 
H, se réduit à l’hamiltonien d’un système de particules indépendan- 
tes dont la fonction d'onde peut être représentée alors comme une 
combinaison des fonctions d'onde atomiques dépendant de la diffé- 
rence | r; — R,]. On pourra écrire alors 


VE. — ( —1) viY,, (8.16) 
et récrire le premier terme de l'équation (8.15): 


UE h° 
TT | VidaVedte= » 5 | WA. dr. — 
i, @ 


2m 


œ 
k° 7 
= n |yr(— A) Fear = 2 7e To (8.17) 
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où (Ti) est la valeur moyenne de l'énergie cinétique d’un électron. 
Finalement le premier terme de l'équation (8.15) s'écrit : 
h° » r 
nn | VrAa Ve dte= AN (T)). (8.18) 
œ 


Ma 


Ce terme est petit vis-à-vis de £ et peut donc être omis; l'erreur que 
l'on commet alors est infime, de l'ordre du rapport de la masse de l’élec- 
tron à celle d'un noyau; dans le cas du germanium, par exemple, ce 
rapport est voisin de 10-#. 

Nous procéderons d'une façon analogue pour estimer la valeur 
du deuxième terme de l'équation (8.15) : 


h° x ” { 
Ve ( | DZVaPD} dr. | PEVaVe dr.) Fe ((Pa)-(pi)). (8.19) 


Dans les conditions d'un équilibre thermodynamique où la statisti- 
que classique est valable, nous pouvons écrire : 


p pé \ 
Cr) = 5) (8.20) 
el 
2 8 y,2 9 
(Pe)” Se Gn (Pe); (8.21) 
ce qui donne 
(Pe) & V” 7 (Pa). (8.22) 


Ceci montre que le deuxième terme de l'équation (8.15) a une valeur 
qui représente la V ième partie de l'énergie totale du cristal. 


En effectuant tous ces calculs nous nous sommes placés dans le 
cas le plus défavorable, celui où la fonction d'onde des électrons est 
donnée sous la forme d’une combinaison de fonctions d'onde atomi- 
ques (approximation dite des liaisons fortes). Au cas où la fonction 
d'onde des électrons serait indépendante des coordonnées des noyaux 
(approximation dite des électrons libres), les deux termes de correction 
{figurant dans (8.15) seraient nuls. 

Nous voyons donc qu’en négligeant ces termes de correction, 


L) e # e. e 2 . « . m 
l'erreur commise sur la valeur de l’énergie Æ est inférieure à — E 
m 


(pour le germanium ceci représente 0,3 % environ). Nous pouvons 


donc déterminer l'énergie d’un cristal avec une bonne approximation 
par solution de l'équation: 


H,0, DE E,O®, = E®,. (8.23) 


L'énergie totale d'un cristal se confond donc, à un haut degré de pré- 
cision, avec la valeur propre de la partie nucléaire de l'hamiltonien. 
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L'approximation de Borrt-Oppenheimer appliquée à un cristal 
décrit par l’hamiltonien (7.11) permet de déterminer l'énergie du 
cristal avec une précision suffisante en posant que sa fonction d'onde 
puisse être mise sous la forme: 


Pics Rss) = 0 (R;,:.) Vlr: 225 RS: (6:29) 
Wet ®, étant déterminés par les équations: 
HV, —E,Y., (8.25) 


H,0, — E,®, = EOD,. (8.26) 


L'arproximation de Born-Oppenheimer impuse que la fonction 
d'onde des élecirons soit déterminée par la position instantanée des 


noyaux (terme U,, dans l'expression de H,), tandis que la fonction 
d'onde des noyaux soit déterminée par le champ moyen des électrons 


(terme E, dans l'expression de H.). 


Résumé des 88 7 ct 8 


4. L'hamiltonien du cristal tient compte de toutes les formes 
de l'énergie des électrons et des noyaux : énergie cinétique des noyaux 
et des électrons, énergie d'interaction entre les particules, énergie 
de toutes les particules dans un champ appliqué. L'équation de 
Schrôdinger pour un cristal est donnée par (7.11); elle comporte 
3 (Z + 1) N variables et on ne peut donc trouver sa solui.sn géné- 
rale. 

2. L'approximation de Born-Oppenheimer permet de séparer 
les coordonnées des électrons et des noyaux et de simplifier ainsi 
l'équation (7.11). 

L'hamiltonien du cristal peut alors être scindé en une partie 
électronique H, (8.1) et une partie nucléaire H, (8.6), ce qui permet. 
de présenter Ja fonction d'onde du cristal Ÿ sous la forme d'un 
produit de la fonction d'onde des noyaux ®, et de celle des élect- 
rons Ÿ, : 


L'AEER (8.1r) 
avec : 
HV, = E Ve, (8.2r) 
H,0, — E®,. (8.3r) 
Les termes 
h s 
Dan [ | Var. + 
@œ 
+2([oivo.cr. | vive. cr) |] (8./r) 
peuvent être omis comme quantités négligeables. L'énergie peut 


m 


TÉ maïs l’étude 
4 


alors être calculée avec une précision de l’ordre de" 
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théorique ne tient plus compte alors de certains processus détermi- 
nés par les vibrations thermiques du réseau. 

La fonction d'onde des noyaux ®, est déterminée par la valeur 
moyenne des mouvements des électrons (terme £, dans l'expression 


de H,), tandis que Ÿ, dépend de la position instantanée des noyaux 


{terme U,, dans l'expression de H.). En négligeant le terme de cor- 
rection Ô£, on admet implicitement que l’action de A, sur Y se 
réduit à une action sur ®,, ce qui traduit le fait que les noyaux se 
meuvent lentement par rapport aux électrons. 


$ 9. L’approximation de Hartree-Fock 


Les simplifications résultant de l’approximation de Born-Op- 
penheimer montrent que la fonction d'onde des électrons doit satis- 
faire aux équations: 


H.Y.= E.Y. (9.1) 
ou encore 
[5-5 a)+5S Dit D Via] Ve Eee (9.2 
L if) i, & 


Cette dernière équation ne peut, elle non plus, être résolue, à moins 
de la réduire à l'équation concernant une seule particule. Si on sup- 
pose que les électrons n'in.eragissent pas entre eux (U:;; = 0), 
l'équation (9.2) se laisse décomposer en un système d'équations. 
Il faut donc trouver un moyen qui permettrait de tenir compte des 
interactions entre les électrons tout en substituant à un système 
d'électrons en interaction un système d'électrons indépendants. 
Ce résultat peut être atteint en faisant appel à la notion du champ 
self-consistent. Considérons un électron à quelconque. Cet électron 
se trouve soumis à l’action du champ de tous les noyaux et de tous 
les autres électrons. Supposons qu’à l'aide d’un champ appliqué 
nous réussissions à créer à tout instant à l'emplacement de l’électron 
i un champ identique à celui produit par tous les autres électrons. 
Désignons par Q; l'énergie potentielle de l’électron à dans ce champ. 
Il est évident que cette énergie ne dépend que des conrdonnées de 
l’électron à considéré: Q; — Q; (r;). 

En admettant que nous soyons en mesure de créer un champ pa- 
reil pour chacun des électrons, l'énergie d'interaction de toutes les 
paires d'électrons du cristal pourrait être mise sous la forme d'une 
somme des termes Q; (r;): 


1 e° 
2. à 4TE9 | Tir; | GA D ; (ri). (9.5) 
t#J L 


L'énergie potentielle Q; (r:) d'un électron i dépend non seule- 
ment du mouvement de tous les autres électrons, mais indirectement 
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de son propre mouvement, puisque celui-ci influe sur les mouvements 
des autres électrons. On peut en déduire que le champ Q@; (r;) non 
seulement détermine le mouvement de l’électron i, mais en est à 
son tour fonction, ce qui conduit à l’appeler champ self-consistent. 
En principe on peut trouver ce champ par approximations succes- 
sives. Avant d'exposer la méthode de calcul de ce champ, méthode 
qui fut développée initialement pour le calcul du champ régnant 
au sein de l'atome, nous devons tout d’abord considérer les avanta- 
ges que procure la mise en œuvre de la notion du champ self-consis- 
tent. Admettons que la valeur de ce champ soit déjà déterminée; 


nous pourrons alors mettre l’hamiltonien H, sous la forme 


BD (2 4) +7 3 Uut SU 

î i#J 1, @ 
D) (—a;)+ D Atr)+X (SUs)= D Hs (9.4) 
i { î (e À i 


où l’hamiltonien correspondant à l’électron i vaut: 


= —-A;+0Q, (r;)+ Ui (nr); (9.5) 


Q, (r;) représente l’énergie potentielle de l’électron i soumis à l’ac- 
tion du champ produit par tous les autres électrons, et U; (r;) son 
énergie potentielle dans le champ produit par tous les noyaux du 
cristal. Puisque l’hamiltonien ne renferme plus de termes représen- 
tant les énergies d’interaction des électrons, la fonction d’onde du 
système électronique a la forme d’un produit de fonctions d’onde 
de chacun des électrons, et l’énergie de ce système est, par consé- 
quent, égale à la somme des énergies de tous les électrons : 


Pers ra -..)= [lp (ra, (9.6) 
E=3E;, (9.7) 

avec , | 
Hip = Eivi. (9.8) 


Ceci montre que la mise en œuvre du champ self-consistent permet de 
réduire le problème pour les électrons multiples à celui pour l’électron 
unique. 

Pour trouver la forme sous laquelle se présente Q, (r;) écrivons 
l'équation de Schrôdinger de la partie électronique de l’hamilto- 
nien du cristal sous les deux formes équivalentes : 


BY.=| x — A) Pe++ D Uiy+ Fe+ 
L i4.j 
L: à» Ui (ri) | ET, (9.9) 


4 
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et 
H.Y.— [> ( . Ai) Pe+ 2 (2; (ri) Fe + 2 U; (ri) ÿ. | = EY. 


(9.10) 
Ces deux formes d’une seule et même équation déterminent l'opé- 
rateur @, (r,), qui n’est cependant pas égal à 


1 
(2; (r)=—- De Us, (9.11) 
J0Fi) 
puisque Q, (r;) ne doit être fonction que des coordonnées de l’élec- 
tron i, tandis que > U;; est fonction des coordonnées de l’en- 


1#J 
semble des électrons. Îl est donc évident que les équations (9.11) 
et (9.3) sont dénuées de sens, étant donné que ce sont les équations 
(9.9) et (9.10) qui doivent être égales et non seulement certains de 
leurs termes. 

Pour déterminer Q; (r;) multiplions les premiers membres des 
équations (9.9) et (9.10) par Ÿ* et intégrons par rapport aux coor- 
données de tous les électrons ; soustrayons ensuite l’équation (9.10) 
de l'équation (9.9). Le second membre sera nul. Les premiers et 
troisièmes termes s’annulent, de sorte que l’on aboutit à : 


+ D Utd [#5 Q(r)Yar=0, (9412) 
4, JÆi i 
d'où 
A Q,(r) Fedte= D ; | wi S'U;jY.dr. (913) 
JUFi) 
L’ nboduction de la quantité Q, (r;) réduit le problème concer- 
nañt les électrons à celui d’un système de particules indépendantes, 


ce qui nous permet de représenter Ÿ, sous la forme d’un produit 
des fonctions d'onde de toutes les particules prises séparément : 


L'AUTRE )= (ri). (9.14) 


Tenant compte de ce que dt. = dt, dt: ..., nous pouvons 
transcrire l'équation (9.13) de la manière suivante: 


D | di (rs) … Q; (r;) Pa (r2) . dt, dt = 
L 
à | PE (ri) Q (rs) Pi (rs) dt = 
=+— > À dt (nr) … Us(lr:—r;]) pri) Sc dti dt: = 


4, 241 


-2 | Ÿ [+ > | dr) Uus(lri— rl); (r) dry] pidt. (9.15) 


Fi 
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En égalant les deuxième et quatrième termes de cette série 

d'expressions nous trouvons: 
9 € 
Aer (Ib). (946) 

ji 
Le sens physique de cette dernière équation est le suivant : e| p;(r;) f° 
représente la densité de charge du nuage électronique de l’électron j 
situé en un point de coordonnée r;; le produit e|w; (r;) [ dt, est 
l'élément de la charge électrique qui détermine le potentiel au point 
r,. En intégrant par rapport à toutes les coordonnées de l’électron j, 
nous obtenons l'énergie d'interaction de l'électron à avec l’électron 
j «diffus dans l’espace». 

Si nous reportons l'expression de Q; (r;) donnée par (9.16) dans 
l'équation (9.8), l'équation définissant les fonctions Ÿ,; (r;) devient: 


je è e” d 
A+ D À DE] Gr) + 
+ Ui(rs Ri Re...) pi(ri)= Et (ri). (9.17) 


Pour pouvoir calculer Q; (r;) nous devons connaître les valeurs 
de tous les w,(r;), ce qui exige que l’on connaisse les valeurs de 
tous les Q; (r;). L'équation (9.17), dite équation de Hartree, est une 
équation intégro-différentielle dont la solution ne peut être trouvée 
que par approximations successives. En adoptant pour approxima- 
tion d'ordre zéro certaines fonctions #f° (r;), on les utilise pour cal- 
culer les (°° (r;). En reportant les valeurs de Q%°’ (r;) ainsi trouvées 
dans l'équation (9.17) on déterminera de nouvelles fonctions 
ti (r;) à l’aide desquelles on calculera les Q{! (r;) et ainsi de suite. 
Ce processus devra être poursuivi jusqu’à ce que la (n + 1)-ième appro- 
zimation ne se confonde avec la n-ième approximation avec un degré 
de précision fixé à l'avance. Le principal défaut de l'équation de 
Hartree est qu’elle ne tient pas compte du principe de Pauli. Si on 
fait intervenir le principe de Pauli, on aboutit à l'équation de 
Hartree-Fock. Selon le principe de Pauli la fonction d’onde des 
électrons doit être antisymétrique par rapport à toute permutation 
de deux électrons, compte tenu de leurs coordonnées et des projec- 


tions de leurs spins. Or le produit ILv: (r;) ne peut satisfaire à cette 


condition. Une combinaison convenable des fonctions d'onde d'’élec- 
trons. pris à part est décrite par le déterminant de Slater: 


Va (qi) Pi (q2) --. 
Ve(dis 2 --.) VAI Ve (q1) Yo (de) -..|; (9.18) 


où {V est le nombre d'électrons et q; représente une combinaison de 
quatre variables x;, y;, 2;, Sz° La fonction d'onde doit satisfaire 


4% 
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aux conditions: 
Poe... MmM..)—=—V,(..qm...d...), 
| ww das == 1. (9.19) 


Utilisant pour exprimer Y, le déterminant de Slater, nous trouvons 
l'expression définissant l'énergie E;: 


Ey= | W?(qs ...) D ai+ Dites Ro Re) | Vedqe+ 


e2 
+5 > [ras .) Eau ..)dm. (20) 
Ji 

dq. y représente un élément de volume dans l’espace de configura- 
tion du système d'électrons comprenant la variable spin électroni- 
que ; une intégration par rapport à dq. représente donc une intégra- 
tion par rapport aux coordonnées et une sommation par rapport 
aux spins variables de tous les électrons. 

Notons que la première intégrale de l’équation (9.20) est identi- 
que au terme correspondant de l'équation de Hartree, le deuxième 
terme contient des intégrales d'échange n’y apparaissant pas. Ceci 
provient de ce que lors d’une intégration par rapport à dq. nous 
devons maintenant retenir tous les termes comportant les coordon- 
nées des électrons à et j, qui peuvent se trouver dans un état quel- 
conque x, Wÿr et Ph, Vi: 

e? 
— > Y (Œ1: de .) 27 Y, Ce 26 .) dq. = 
Ji 

= pr D D (0 À Ga) vf (a x 

i ki 

e? 

re Va (as) Vi (qi) dar dqy. (9.21) 
Lorsque k — l, nous retrouvons l'énergie d'interaction électrostatique 
moyenne, donc la valeur usuelle de cette énergie, et lorsque k Æ I, 
nous obtenons l'énergie d'échange. On doit cependant remarquer que 
la méthode de Hartree-Fock ne permet pratiquement pas de résoudre 
l'équation de Schrôdinger pour un cristal. 


Résumé du $ 9 


1. Le mouvement d'un électron donné dépend des mouvements 
de tous les autres électrons, tout en influant à son tour sur leur 
mouwement, donc ces mouvements sont self-consistents. Dès lors on 
peut faire usage d'une grandeur Q; représentant l’énergie de l’élec- 
tron à dans le champ produit par tous les autres électrons, compte 
tenu de son influence sur le mouvement de ces électrons. Le champ 
Q; est appelé champ self-consistent. 


X 
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2. Grâce à la mise en œuvre de la notion du champ self-consis- 
tent l'équation décrivant le système d'électrons se réduit à un 
système d'équations se rapportant à un seul électron. La valeur du 
champ Q; peut en principe être calculée à partir du système d’équa- 
tions de Hartree (9.17) ou de celles de Hartree-Fock (9.20). 

3. La mise en œuvre du champ self-consistent permet de consi- 
dérer les électrons comme des particules indépendantes. La mécani- 
que quantique confirme ainsi l'hypothèse que le gaz électronique 
peut être considéré comme un gaz parfait. 


$ 10. Le champ périodique du réseau cristallin. 
L'opérateur translation 


Nous venons de voir que l’utilisation du champ self-consistent 
permet de réduire l’étude d’un système de particules en interaction 
à celle d’un électron indépendant. Si nous représentons l'énergie 
d'un électron quelconque à par le symbole U sans le munir de l’in- 
dice à, soit: 


U=U(n =Q(rn+Ut(r, R,,R,,...), (10.1) 
nous pourrons représenter l’hamiltonien d’un électron sous la forme : 
= k°? 


L'énergie Æ de l’électron et sa fonction d’onde sont déterminées 
par l’équation : 


[+ A+U «r) | v (r) = Ev (r). (10.3) 


Nous pouvons affirmer que l’énergie potentielle U (r) doit être une 
fonction périodique des coordonnées. Désignons par a,, a., et as 
trois vecteurs élémentaires arbitrairement orientés et par n le vec- 
teur : 

D — Aa, + Mode + Nsâs, (10.4) 


ru, 7% et r4 étant des nombres entiers ; le vecteur n est appelé vecteur 
translation. La condition de périodicité s'écrit : 
U(r+n) = U (r). (10.5) 


Définissons un opérateur translation T (n) qui déplace l’espace 
considéré d’un vecteur n, de telle sorte que les coordonnées initiales 


de tous les points M (r) varient de n; de ce fait l’opérateur T (n) 
sera défini par: 


T(n)f(r)}={f(r+n), (10.6) 
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f.(r) étant une fonction arbitraire des coordonnées. Développons 
f (r + n) en série _—— pour le point r: 


f(r+n) — 3 nn Le = (2 nv ) Fr) = 


_ ml dm 
= e0V)f(r) = "À (n) £ (r) (v=— _ )- (10.7) 
Il apparaît que l'opérateur translation est du type 
T (n)= en. (10.8) 


En introduisant cet opérateur dans une fonction périodique, on 
trouvera que : 


To)U(r)=U(r+n)=U (r. (10.9) 


Ceci montre que foule fonction périodique est la fonction propre de 
l'opérateur T (n), correspondant à une valeur propre unité. 


Faisons agir l’opérateur translation sur le produit de l'énergie 

potentielle (qui est un opérateur) par une fonction d’onde arbitraire: 
À (o) 0 r) Ÿ (r) = À Go) U (r) br) =U (r+n)v(r+n)= 

=U (r) p(r-tn) =Ü (r)T(n)v(r), (10.10) 

T (n Ü—ÜT(n)=—0. (10.11) 

En d’autres termes l'opérateur translation commute avec l'opérateur 


énergie potentielle Ü (r) = U (r) d’un électron du cristal. Il est tout 
aussi facile de montrer que l'opérateur énergie cinétique commute 
lui aussi avec l'opérateur traslation : 


PT) = — VE D 77 (nv) = 
nm V 2 
_s L_ (ntyt) (—+ V2) =T(n)T (10.12) 
= [1 2m — | ° 


I1 découle des équations (10.11) et (10.12) que pour un champ poten- 
tiel périodique l'opérateur translation commute avec l'hamiltonien : 


ÉT (n)—T (n) H =0 (10.13) 


et que par conséquent l'opérateur T (n) est une grandeur qui se con- 
serve dans le temps: 


dT (n) L 


(0) 1 (f(n)H—ËT (n)}=[, F(n)]=0 (10.14) 
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et que les opérateurs T (n) et FF ont un même système de fonctions pro- 
res. 

. Considérons maintenant un opérateur inverse de l'opérateur 
translation T (n) que nous désignerons par T1(n). Le produit de 
l'opérateur direct par l’opérateur inverse doit laisser l’espace in- 
changé, c'est-à-dire réaliser une transformation identique, définie 
par l'opérateur unité Î: 


T(n)Tt(n)= T1 (n)T(n) =i, (10.15) 
TH) =f(r). (10.16) 


De la définition de T (n) il s'ensuit que T-! (n) réalise la translation 
de l’espace d’un vecteur —n: 


T1 (0) = fetrV} 1 = et-0 = T (— n). (10.17) 

Le carré de l'opérateur translation T° (n) est un opérateur déplace- 
ment d’un vecteur 2n, et plus généralement : 

T'(n)=T (sn). (10.18) 


Soit p (r) la fonction propre de l’opérateur translation qui cor- 
respond à la valeur propre T (n): 


T()b()=T (n)Ÿ(r). (10.19) 


Les valeurs propres de T° (n) dépendent de T (n) en satisfaisant 
à la condition suivante: 


T2 (n) b(r)=T (n) T (n) p(r) = T2 (n) p(r). (40.20) 
Les équations (10.18) et (10.20) montrent que 
T'(n) =T (In), (10.21) 


ce qui est valable pour la fonction exponentielle. 
Mettons T (n) sous la forme: 


T (n) = ein), (10.22) 
Puisque toute translation d’un vecteur n est le résultat de trois 
translations indépendantes le long des axes de référence, on ne pour- 


ra satisfaire aux relations (10.21) et (10.22) qu’en exigeant que 
œ (n) soit une fonction scalaire linéaire : 


P (n) = (kn) = kinas + koloGo . kn3@3. (10.23) 


La condition de normalisation étant indépendante du choix de 
l'origine des coordonnées, on pourra écrire : 


= [Ib+n)Par=ettep | |p(rPdr= fete. (10.24) 
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Il en résulte que o (n) est une fonction réelle, et donc Le vecteur k 
doit lui aussi être un vecteur réel. La dimension du vecteur k étant 
l'inverse de la longueur, on le désigne sous le nom de vecteur d'onde. 
Nous montrerons ci-dessous que cette désignation est justifiée par 
d’autres considérations encore. 

Nous pouvons donc écrire: 


T(n)p(r)=p(r+n)=etnp(r)=T(n)p(r). (10.24) 


Or nous savons que les fonctions propres de T (n) et de H sont les 
mêmes et ceci nous permet de mettre les fonctions propres de l’ha- 
miltonien sous la forme: 


p(r— n) =eiümhp (r). (40.25) 


L'expression (10.25) caractérise les propriétés de translation de la 
fonction d'onde, ce qui signifie que lorsqu'un électron se déplace 
dans un champ périodique, les fonctions propres de l’hamiltonien 
satisfont aux conditions de translation (10.25). 

Le vecteur k caractérise toute fonction d'onde donnée et il doit 
donc figurer en indice auprès du symbole de cette fonction: 


d (r) = x (r). (10.26) 
Or puisque 
px (r) = Er (r), (40.27) 


nous pouvons affirmer que l'énergie E doit être fonction du vecteur 
d'onde E = E (k). L'établissement de cette relation fonctionnelle est 
un des problèmes cruciaux de la physique du solide. 

Nous voyons que la détermination des fonctions propres de 
l'opérateur translation est intimement liée à la résolution de l’équa- 
tion de Schrôüdinger et que par conséquent leur forme doit être condi- 
tionnée par la fonction décrivant l’énergie potentielle U (r). On peut 
cependant prédéterminer le caractère général de la fonction d'onde 
sans avoir à résoudre l'équation de Schrôdinger. Il suffit pour cela 
de se rappeler que la fonction propre de l’opérateur y est de la 
forme : 


Ÿ (r) = Aeïkr) (10.28) 
et doit satisfaire à la relation: 


vo (r) = ik (r). (10.29) 


Cette même fonction est la fonction propre de l'opérateur y! 
et donc de l'opérateur eŸ. Il est facile de vérifier par une substitu- 
tion directe que la fonction eïkr est la fonction propre de l'opérateur 
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translation : 
à co ; | 
Ÿ(n) ea > TN UV ) r) — 


m—=0 


= D + (n-ik)7 eikr) — eikn)eikr) — T (n)eïkr),. (10.30) 


On notera cependant que ce type de fonction propre de l’opéra- 
teur translation T (n) n’est pas le seul possible. En effet, si on mul- 
tiplie efkr) par une fonction périodique quelconque, telle que 
@ (r + n) = œ(r), ce produit sera également une fonction propre 
de T (n). La fonction œ (r) devra être telle que 4x soit simultanément 
solution de l'équation de Schrôdinger. 

Nous aboutissons ainsi à un résultat fort important, à savoir 
que la solution de l'équation de Schrôdinger relative à un électron se 
déplaçant dans un champ périodique U (r+ n) = U (r) doit être 
de la forme: 


px (r) = ekop (r) = ekOpy (r), (10.31) 


où px (r + n) — qx(r)est une fonction périodique de même période 
que le champ potentiel U (r); le terme eïkr représente une onde plane 
se propageant dans le sens du vecteur k. L'expression (10.31) définis- 
sant Yu (r) est appelée onde de Bloch. Cette dernière dénomination 
est due à ce qu’on peut représenter d’une façonillustrative la fonc- 
tion x (r) sous la forme d’une onde plane eïë' d'amplitude variable 
x (r) modulée par période du réseau cristallin. Nous avons affecté 
la fonction œ (r) de l'indice k, ce qui est nécessaire du fait qu’à 
différents k correspondent des fonctions q (r) différentes. 


Résumé du & 10 


1. L'opérateur translation T (n) déplace l’espace d’un vecteur n, 
ce qui fait que toute fonction des coordonnées des points de l’espace 
varie lorsqu'on la soumet à l’action de l'opérateur T (n) (équa- 
pi (10.6)). T (n) commute avec l'opérateur À d’un champ pério- 

ique. 
F2 Les valeurs propres de l’opérateur translation se présentent 
sous la forme: 


T (n) = exkn), (10.1r) 


où k est un vecteur réel, dit vecteur d'onde. 
3. La solution de l’équation de Schrôdinger relative à un élec- 
tron se déplaçant dans un champ périodique se présente sous la 
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forme d'une onde plane appelée onde de Bloch : 


Y (r) = er (r), (10.2r) 
avec 


x (r+n) = x (r). 
4. L'énergie de l’électron est fonction du vecteur d'onde 
E = E (k). (10.3r) 


$ 11. La notion de la quasi-impulsion 


Nombre de grandeurs physiques sont douées d’une propriété 
remarquable : elles se confondent aux lois de la conservation, selon 
lesquelles ces grandeurs peuvent rester invariables dans certaines 
conditions bien définies. C'est ainsi que l'impulsion p = mv se 
conserve lorsqu'une particule se déplace dans un espace d'énergie 
potentielle constante. Le moment cinétique (ou d’impulsion) M — 
— [rp] se conserve dans un champ à symétrie centrale U (r) = U (r). 
L'énergie d’un système isolé se conserve si la fonction de Hamilton 
H (p, r) ne dépend pas explicitement du temps. Ces mêmes grandeurs 
représentent les intégrales du mouvement en mécanique quantique 
sous forme d'opérateurs. Une grandeur qui n'est pas une fonction 
explicite du temps se conserve si l'opérateur correspondant L commute 
avec l'opérateur de Hamilton : 


Ce 


dd _ fs 1 FF à 
Le fondement physique des lois de la conservation doit être recherché 
dans certaines propriétés de symétrie de l'espace et du temps. 

En effet, la loi de la conservation de l’impulsion reflète l’homo- 
généité de l’espace; l'isotropie de l’espace entraîne la loi de la 
conservation du moment cinétique ; l’homogénéité du temps a pour 
conséquence la loi de la conservation de l'énergie; l’hélice droite 
étant indiscernable de l’hélice gauche, on voit apparaître la loi de la 
conservation de la parité. On peut donc dire que l'existence d'une 
certaine propriété de symétrie de l'espace et du temps donne lieu à la 
conservation d'une grandeur physique déterminée. Lorsqu'un certain 
facteur fait disparaître la symétrie, la grandeur correspondant à ce 
type de symétrie se modifie sous l'effet de ce même facteur. Trois 
lois de la conservation peuvent être établies aisément à l’aide des 
équations canoniques de Hamilton. 

Considérant le mouvement d’un électron dans le champ poten- 
tiel périodique d'un réseau cristallin, nous pouvons affirmer que 
la symétrie de translation du champ potentiel du réseau doit donner 
lieu à une grandeur physique qui se conserve lors du mouvement de la 
particule dans ce champ. Nous désignerons cette grandeur sous le nom 
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de quasi-impulsion. On trouvera une justification de ce terme en 
considérant sa dimension. Puisque la symétrie de translations reflète 
l'invariabilité des propriétés de l’espace lorsqu'on le déplace d’un 
nombre entier de périodes du réseau, la quasi-impulsion doit avoir 
la même dimension que l’impulsion qui traduit l’homogénéité 
et l'’invariabilité des propriétés de l’espace lors d’un déplacement 
arbitraire. Nous montrerons dans ce qui suit que les propriétés de la 
grandeur que nous appelons la quasi-impulsion sont à bien des 
points de vue semblables à celles de l'impulsion. A la quasi-impul- 


sion P doit correspondre un opérateur P, commutant avec l’hamil- 
tonien du réseau : 


PH — HP = 0. (11.2) 
Nous pouvons donc affirmer que lorsqu'un électron se déplace 


dans le champ d'un réseau cristallin, les opérateurs H et P doivent 
avoir les mêmes fonctions propres, et il doit exister une relation 
fonctionnelle entre leurs valeurs propres: 


E = E (P). (11.3) 


Autrement dit, l'énergie de l’électron doit être fonction de la quasi- 
impulsion. . h 
Il va de soi que la commutativité des opérateurs P et H entraine 
que l’opérateur quasi-impulsion ne peut être de la forme —iñV, 
c'est-à-dire de la forme usuelle de l’opérateur impulsion; l’opéra- 
teur quasi-impulsion ne pouvant alors commuter avec l’hamilto- 
nien, on retomberait dans les conditions de la non-conservation de 
l'impulsion usuelle d'une particule se propageant à travers un 
réseau cristallin : 
= © (PA — Hp) = —(VU)= Fi. (11.4) 
Il est cependant évident que les opérateurs p et P doivent être 
liés par une certaine relation. Posons en effet que l'énergie poten- 
tielle du champ cristallin tende vers une valeur constante de sorte 
que VU — 0. Dans ce cas limite, l'impulsion devrait être identique 
à la quasi-impulsion ; or cela exigerait en tout premier lieu que 
l'opérateur quasi-impulsion | devrait comporter un terme qui dépen- 
drait du type du champ potentiel U (r), et qui tendrait vers zéro 


lorsque VU —+ 0. On peut donc exprimer P par: 
P=—inv+ihy(r), (41.5) 


où y (r) — 0 lorsque VU —+ 0. La présence de Y (r) doit alors assurer 
que P et À commutent. 


Pour déterminer la forme de l'opérateur P, utilisons l’équation 
permettant de calculer les fonctions propres et les valeurs propres, 
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en tenant évidemment compte de ce que 1% est la fonction propre 
de l'opérateur quasi-impulsion : 
Du (r) = Phu (r). (11.6) 
Pour en déduire la forme de l'opérateur P, il est nécessaire d’ex- 
primer x sous la forme de l’onde de Bloch et P sous la forme 
—ihV + ihy. Nous obtiendrons alors une équation qui nous per- 
mettra de déterminer Ÿ 


Pr (r) = — ihikpy (r) + ein (— Vox (r)) + in Y x (r) = 
= filhi(r) +iñ(y—ViInq(r]tu(r)=Pyx(r). (41.7) 
Il ressort de cette équation que 
P=ñk (11.8) 
et 
ÿ=(VInm(r)). (11.9) 


Nous voyons donc que Ÿ est un opérateur multiplication, qui 
dépend de la forme du champ potentiel U (r) par l'intermédiaire 
d’une fonction périodique qx (r). Lorsque VU (r) tend vers zéro, 
qx (r) tend vers une constante et Y tend vers zéro ; dans ce cas limite, 
nous arrivons ainsi à l'identité de la quasi-impulsion et de l’impul- 
sion usuelle p. 

L'opérateur quasi-impulsion est donc de la forme: 


P(r)= —iñV+ih (VInq(r)). (11.10) 

Superposons maintenant au champ périodique U (r) un autre 
champ V (r) de périodicité différente. On écrira alors 

H—T+0+V—H,+\Ÿ. (11.11) 


Puisque P commute avec H,, l'hamiltonien du champ du réseau 
cristallin, et que (Y In x) commute avec V, du fait qu'ils sont 
tous les deux opérateurs multiplication, la dérivée de la quasi-im- 
pulsion par rapport au temps sera égale à la force extérieure : 


Fo= —(VY). (11.12) 
Nous pouvons en effet écrire: 
PL, PVR {(— AV) V —V (— in V)} = —(VV)= Fo. 
(11.13) 


La quasi-impulsion varie donc sous l'effet de la partie non périodique 
du champ potentiel —[VV (r)l. Cela signifie que toute perturbation 
du champ cristallin parfait entraîne une variation de la quasi-impulsion 
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P et que par conséquent tout défaut de structure du cristal doit donne, 
lieu à une dispersion des ondes électroniques. Les perturbations en 
question sont les vibrations thermiques du réseau ainsi que ses 
différentes imperfections. La dispersion due à ces défauts détermine 
la valeur finie de la résistance électrique. Lorsqu'on applique à un 
cristal parfait un champ de forces extérieur V (r), la quasi-impulsion 
ne varie que sous l’action de la force extérieure appliquée F,, tandis 
que l’impulsion usuelle varie sous l’action conjuguée des forces 
extérieures F, et intérieures F; — —VU (r): 


PH. (11.14) 


L'énergie de l’électron doit dépendre du vecteur d’onde k et de 
la quasi-impulsion P — fik. La forme de la fonction E (k) ou E (P) 
ne peut être rendue explicite que par la solution de l'équation de 
Schrôdinger : | 


Hyx (r) = E (k) Yu (x). (11.15) 


Trouvons l'équation à laquelle doit satisfaire la fonction œx. 
Nous tiendrons compte de ce que: 


Va (r) = ik (r) + ef [Vox (r)] ; (11.16) 
Ar (r) = ik Léki (7) +860 (Vox (r))] + ikeikn [Vo (r)] + 
+ ik) [Aq(r)]. (11.17) 
En reportant (11.17) dans l’équation (11.15) et en simplifiant 
par e“kr), nous obtenons l'équation pour calculer qx (r): 
— 1 —k2qu (6) + 2i (ke Von (0) + AG (r)] + U (r) Eu = 
= E (k) qu (r), (11.18) 
ou 
h° Rk°k° ih° = 
— 5 Ar) += (kV) +U (r)| Pi (r) = E (k) px (r). 
(11.19) 


L'équation (11.19) montre que œx (r) dépend effectivement de 
la valeur de k, et que de ce fait l’indice k auprès de œ est de rigueur. 
D'autre part, puisque l'énergie est une fonction toujours réelle: 


E* (k) = E (k), (11.20) 


l'équation de Schrôdinger pour la fonction d’onde complexe conju- 
guée x (r) peut être représentée par 


Hi (r) = E (k) fé (r). (11.21) 
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Compte tenu de ce que 


es k? 
H*= —-—A+U(r) (11.22) 
et de ce que 
pk (r) = enr (r), (11.23) 
nous obtenons finalement pour œ£ (r): 
Aoû (re TE U . 
Ar) ++ (KV) + (r) | gù (r) = 
= E (k) q£ (r). (11.24) 


Transcrivons maintenant l'équation (11.19) pour une fonction du 
vecteur (—k) : 


— Apu (e) + [+ (eV) + U (7) ] pu (0) = 


Dans le cas où qi (r) — œ-x (r), les équations (11.24) et (11.25) 
deviennent identiques, ce qui correspond à la condition 


E (k) = E (—k), (11.26) 


autrement dit, l'énergie est une fonction paire du vecteur d'onde. Dans 
le voisinage du point k = 0, l'énergie doit être tout au moins fonc- 
tion de k°. 

Considérant l’espace k,, k,, k., l'équation : 

E (k) = const (11.27) 
décrit une certaine surface qui est une surface d’égale énergie (isoéner- 
gétique). La forme de la surface isoénergétique détermine un grand 
nombre de propriétés des semiconducteurs. 

Résumé du $ 11 


4. La symétrie de translation du réseau cristallin doit faire 
apparaître une grandeur physique obéissant à la loi de la conserva- 
tion. Cette grandeur est appelée quasi-impulsion. 

2. L'opérateur quasi-impulsion commute avec l’hamiltonien 
du champ cristallin; ses fonctions propres sont les fonctions de 
Bloch 4%. (r) et les valeurs propres de P dépendent de la valeur de k: 


P=ñk, (11.1r) 
l'opérateur P est de la forme: 
P = inv + ii | V Inqx (r)l. (11.2r) 


3. L'énergie est fonction de la quasi-impulsion et du vecteur 


d'onde 
E =E(P); E = E (k), (11.3r) 
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l'équation 
E (P) = const ou E (k) = const (11.4r) 


détermine dans l’espace P ou dans l’espace k une surface, dite sur- 
face isoénergétique. 

4. Si on applique à un cristal un champ extérieur V (r) d’une 
période différente de celle du réseau, la quasi-impulsion varie selon 
l'équation 

dP 


= — VV (r) =#F,, (11.5r) 

tandis que l'impulsion p varie sous l’action conjuguée des forces 
extérieures F, et intérieures F;, = —VU (r): 

PF +F. (11.6r) 


$ 12. La masse effective de l’électron 


Soit k, (ou P,) un point d’extrémum : 
E (ko) = Eo = Eestr. (12.1) 


On doit en général trouver d’autres extrémums, tel celui cor- 
respondant au point symétrique —k,. Or, comme la parité de l’éner- 
gie doit concerner non seulement le vecteur k, mais également ses 
projections, 


E (sky, ka) = E(-ks hp k:) =... (12.2) 


on est en droit d'affirmer que le nombre de points d’extrémum doit 
être déterminé par des éléments de symétrie du réseau, donc par l'énergie 
potentielle. On peut le démontrer en appliquant la transformation 
de symétrie à l’hamiltonien. Le réseau cubique, comportant 24 élc- 
ments de symétrie, peut dans le cas général avoir 24 points d’extré- 
mum équivalents. 

Développons E (k) en série de Taylor par rapport à un des points 
extrémaux k,: 


at _ ki 


a dki i 11 
dE 
= E (ko) + El (k— ko) +. . (12.3) 
Une dérivation par rapport à l'argument vectoriel — = donnera 


un ensemble de trois grandeurs obtenues par suite de la dérivation 
respectivement par rapport à k., k,, k,; c'est pourquoi la dérivée 
figurant sous forme abrégée dans le produit représente en fait une 


expression de forme compliquée appelée tenseur de rang L (tenseur co- 
variant). 


64 FONDEMENTS DE LA THÉORIE DES BANDES [CH. IT 


Pour ! — 0, on obtient une grandeur scalaire, pour [ —1,un 
tenseur du Â-er rang, qui est un vecteur, pour L = 2, 3, des tenseurs 
de rangs 2, 3, et ainsi de suite. Prenons, par exemple, les dérivées 
correspondant à ! = 1 et à L = 2: 

dE 0E ÔE 0E 
(Se me a)? (EN) 
dE ( d O0E d 0E d 0E +) = 


dé \l'dk 64? dk 0k,? dk 0% 
@E , ®E , ®E 
0k3 * Okydkx * OK: dkx 
®E , dE .  ô°E 
GKx 0ky * “Ok * koh |’ (12.5) 
GE _, dE . dE 


Okx 0kz ” Oky Ok; * Ok? 


e e d'E Ld e 
Nous voyons ainsi que KE € décompose en une expression com- 
portant 9 dérivées partielles secondes de l'énergie par rapport au 


0°E 
vecteur d'onde. Les termes ——— DRTT sont dits composantes du ten- 


seur. La valeur d'une dérivée partielle mixte ne dépend pas de 
l’ordre de la dérivation: 

E OE 

0k; 0k; = dk; Ok; ? (12.6) 


O?E 
re 
sont appelés des tenseurs diagonaux. Une dérivée d'ordre L déter- 
mine un tenseur de rang !, comportant 3 composantes. 

Considérons maintenant un petit voisinage du point k,. On 
pourra se limiter alors aux premiers termes de la série. Comme le 
développement en série de Taylor a été effectué par rapport au point 


de tels tenseurs sont dits symétriques ; les termes de la forme —=- 


d’extrémum et, par conséquent — 0 (condition de l’extré- 


dE 
* dk 
mum), la série doit donc débuter par les termes quadratiques : 


POUR PE (k— ke +. = Est 
+ D rar Un) (y — os) + (12.7) 


t% 9 


Il apparaît ainsi que la surface isoénergétique à proximité du point 
k, sera représentée avec une précision suffisante par une surface du 
second ordre. La précision sera d'autant plus grande que la valeur 
considérée de l’énergie sera plus proche de sa valeur Æ, correspon- 
dant à l’extrémum. Ceci résulte de la petitesse des termes négligés 
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devant le premier terme, par <exemple 

14 diE 4 dE ,. : 

5 45 k—k) << (k—ko). (12.8) 
Un tenseur du deuxième rang peut être mis sous la forme diagonale 
par un choix convenable des axes de coordonnées du fait que toutes 
les composantes non diagonales le long de ces axes s’annulent. Si 
nous disposons d’un système de coordonnées tel que 

82E —_ 
ET TE TER (avec ii j), (12.9) 


dans ce système l'équation de la surface isoénergétique s'écrira : 


3 
E(k)=E(ko)++ D LE (k—ku)=const=E, (12.10) 
ii 


ou encore 
14 dE 4 dE 
E (k) — E, rx DRE (kx— kox) + F3 (4, — key)* + 
+ LE (ke — kos)2= const”. (12.11) 


Du fait que le développement s'effectue par rapport à un point 
d'extrémum, les trois dérivées seront de même signe, à savoir le 
signe plus au minimum et le signe moins au maximum ; il en découle 
que la surface isoénergétique est un ellipsoide. 

Voyons maintenant sous quelle forme se présente la surface iso- 
énergétique dans l’espace des quasi-impulsions. Puisque P, = ñk, 
est un point d’extrémum, il est évident que: 


1 d'E 


E(P)=E (Po) ++ pe EP — Po) + 
+ (PP +... (12.12) 


En limitant le champ de nos investigations au voisinage suffisam- 
ment petit du point P,, nous pouvons écrire: 


1 d'E 

E(P)=Eo+- pr "(Pl — Po) + 2 (12.13) 
Convenons de désigner la grandeur par un nouveau symbole : 

BE _ 
pp =" : (12.14) 

Les composantes du tenseur m*”! seront donc: 

#1 __  0°E = 
m;; Po; (12.15) 


5—0898 
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Or, comme la dimension de la quasi-impulsion est la même 
que celle de l'impulsion, la dimension des composantes du tenseur 
m*”! est l’inverse de la dimension de la masse et par conséquent 


: : : 1 | 
la dimension des composantes mi=[-) — [A1] soit la 
î 
dimension de la masse. 


dP° 
l'inverse de la masse effective. L'utilisation de ce tenseur permet de 
mettre l’énergie sous la forme : 


E(P)=Eo+-x (P— Po), (12.16) 


La grandeur m*”! — est désignée sous le nom de tenseur de 


Ld 


qui est analogue à l'expression de l'énergie cinétique d’une particule 
libre d'impulsion (p — po). 

I] importe de remarquer que la masse effective est positive au mini- 
mum d'énergie et négative au maximum de celle-ci. La forme générale 
du tenseur m*”! est: 


mi | mx My Mi | = 
M Miy Ma 
| 02E 02E Ca 
9P= 0Px0Py  0P30P; 
Ô*E dE 0*E 
6Py0Px OP: P,0P, | (12.17) 
Ô®E 0*E 0°E 


0P,0Px  OP:0Py OP: 


Si on réduit le tenseur à la forme diagonale, on trouve 


mx 0 O0 m;' O0 O0 
mio my; 0 [0 m;' 0 |, (1218) 
0 O0 mx 0 O0 m;° 
où 
Li dE 
MP pr = MR. (12.19) 


Introduisons maintenant un tenseur inverse du tenseur de l'inverse 
de la masse effective 
{m°-1}1= m*°. (12.20) 


En partant de sa dimension, nous pourrons l’appeler tenseur de la 
masse effective. Ses composantes m;; ne sont pas égales aux valeurs 
inverses des composantes du tenseur de l’inverse de la masse effec- 
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tive, soit L 
1 
Mj FE RE (12.21) 
0P; 0P; 
Elles se déduisent de la relation: 
m°m*-i=m°"im*—] (12.22) 


où I est un tenseur unité. Considérons le cas particulier où le tenseur 
m*-l est mis sous la forme diagonale 


{m*t};=m; Ôij. (12.23) 
Désignons par m;; les composantes du tenseur m*. Comme 
1 pour i=}j, 
L= 65 = Done (12.24) 


en faisant appel aux règles de multiplication des matrices, on tire 
de (12.22), en tenant compte de (12.24): 


2 mr {m1} = > mm j 0j = min; = Vi (12.25) 
? 
Nous voyons que 


ny ô5= mb. (12.26) 


Ceci montre que dans le cas où m*-! est un tenseur diagonal, le 
tenseur m est lui aussi diagonal et ses composantes diagonales sont 
égales aux inverses des composantes du tenseur m*”!. Transcrivons ce 
résultat plus en détail. Si nous posons que 


1 _ @E 


Mi; —= Pr = m;!, (12.27) 
les tenseurs m* et m*”! s’écriront : 
a | 
77 m, O0 O0 
m*i—| 0 1 0 |. m*—10 m, 0 12.28 
sn Mo , Ds 2 ( ° ) 
0 1 0 O0 mm; 
=. m3 


Dans ce qui suit nous appellerons les éléments m; composantes de la 
masse effective, et nous considérerons toute division par m* comme 
multiplication par m* -! (et inversement). 

La surface isoénergétique est décrite par l’équation 


— 2 — 2: ne 
E(P)=E,+LepPesk + CuPo + Ce-Pere const. (12.29) 


5% 
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En faisant appel aux demi-axes de l’ellipsoïde a, b et c, l'équation 
de l’ellipsoïde peut être mise sous sa forme canonique 


(Px Fu Eu) + Es Por) — À (12.30) 


(Py 
+ ae 
qui montre que les longueurs des demi-axes de l’ellipsoide sont pro- 
portionnelles aux racines carrées des composantes m; correspondantes: 


—2(E—E,;) Ma ; 2=2(E—E,;)ms ; c’=2(E—E,) Ma. (12.31) 


Considérons maintenant le cas particulier où les trois composan- 
tes du tenseur de 1a masse effective sont égales : m, = ma — Ms —= m*. 

Le tenseur de la masse effective se réduit alors à un scalaire (ten- 
seur de rang zéro) et les surfaces isoénergétiques se présentent sous forme 
de sphères: 


En E,+ CP 


— const. (12.32) 
Si deux composantes seulement du tenseur sont égales, m = m: 
ZÆ Mas, alors: 


E=E,+ (Px— Pox)° + (Py— Poy)* Fe (Pz— Poz)* _ 


=. = const (12.33) 


et les surfaces isoënergétiques représentent des ellipsoides de révolution 
autour de l'axe P,. Dans le cas où m, << m3, l’ellipsoïde sera allonge 
le long de l’axe de révolution, d’autant plus que le rapport des 


masses effectives Cr soit plus grand. Si m, > ms, l’ellipsoïide sera 


aplati le long de son axe de révolution. 

Dans le cas général où les masses effectives m, sont différentes, 
l’ellipsoide a les trois demi-axes inégaux. Il est à noter que plus la 
différence des masses effectives m,, m, et m, est importante, plus 
l'ellipsoide est allongé. 

À mesure que la différence d'énergie Æ (k) — E, croît on devra 
faire intervenir de nouveaux termes de la série de Taylor; la défor- 
mation des ellipsoides correspondants sera plus accentuée, et la forme 
des surfaces d’égale énergie deviendra plus compliquée. 


$& 13. Relation entre la vitesse et la quasi-impulsion 


L'opérateur vitesse v peut être déterminé au moyen des crochets 
quantiques de Poisson 


I 
Lun | 
Æ 
D 

I 
PT 
an 
É: 
=. 
= 


v (13.1) 
où r est l'opérateur de la coordonnée et H l’hamiltonien. Pour pou- 


voir calculer le commutateur de r et de H, il est commode de passer 
à la représentation E ou k, lors de laquelle tous les opérateurs sont 
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donnés sous la forme des opérations déterminées sur la variable k, 
dont dépendent des fonctions. Dans la représentation k ou E l'hamil- 
tonien est un opérateur multiplication ou tout simplement l'énergie 
E (k): 

H(k)=E (k). (13.2) 


Pour déterminer la forme de l'opérateur r (k), remarquons que 


ÿx (r) est intimement lié à la fonction propre de l’opérateur r (k), 
que nous désignons par Ÿ- (k) : 


r(k) ÿr(k)=rÿr (k), (13.3) 


où rest la valeur propre de l'opérateur de la coordonnée, et + (k) 
sa fonction propre fixée dans la représentation k. 

Selon la mécanique quantique, les fonctions propres de deux 
opérateurs données dans des représentations réciproques sont en 
relation simple entre elles: si dans la représentation M la fonction 


propre de L est Ÿz (M): 


L(M) pr (M)= Liz (M), (43.4) 
et la fonction propre de M dans la représentation L est Ÿar (L): 
M (L) bu (L) = Mu (L), (13.5) 
on doit avoir: 
Ÿz (M) = ÿu (L). (13.6) 


On peut donc écrire la fonction propre de l'opérateur r (k) dans la 
représentation k sous la forme: 


Ÿr (k)=s vi (r) = ein qE (r). (13.7) 


Il est alors facile de mettre en évidence la forme de l'opérateur r (k) 
en utilisant l'équation déterminant les fonctions propres et les 
valeurs propres: 


r (k) Pr (k) = r'hr (k), (13.8) 
r(k) Er) = rt (r). (13.9) 


Cette relation signifie que la forme de l'opérateur r (k) doit 
être telle qu'agissant sur la fonction Y* (r) il redonne la même fonc- 
tion multipliée par r. L'opérateur ne doit cependant concerner 
que la variable k. 


ou 


Voyons comment l'opérateur _ = Vr agit sur la fonction 
vi (r): 
Vitk (r)= Va Le qE (r)}= —érpé (7) + 07160 Vip (r) = 
= — ré (r) + (r) [Va In qr (r)] (13.10) 
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ou encore 


rfi (r) = (Vi (iVi ln qé) tt (r)=r(k)#i(r). (13.11) 
On voit que l'opérateur 


r (k) = iVi — i (Vx 1n qË) (13.12) 


se présente sous la forme d’une somme d'opérateurs dérivation par 
rapport au vecteur d'onde (ou par rapport à la quasi-impulsion) 
et d'opérateurs multiplication par une certaine fonction de k (et 
de r). On peut remplacer le terme —ài(Vx in gé) par un nouvel 


opérateur , en procédant à un développement de la fonction Viqx 
par les fonctions x. 


Lorsque U (r) = const, le second terme s’annule et r (k) prend 
la forme usuelle d'un opérateur de la coordonnée dans la représen- 
tation p, puisque dans ce cas la quasi-impulsion est identique à 
l'impulsion. Nous pouvons donner maintenant l'expression de 
l'opérateur vitesse dans la représentation k: 


V(k)={r(k)E(k)—E(k)r(k)})=+-É, (41343) 


qui a la forme du produit d’un opérateur multiplication par la dérivée 
de l'énergie par rapport à la quasi-impulsion : 


& 1 dE(k dE . 
Ÿ (k) = = SP) = v. (13.14) 


Cette dernière équation est semblable à la formule pour la vitesse 
de groupe du train d'ondes 
ver = €. 
dp 
La vitesse moyenne d'un électron se trouvant dans un état 
d'énergie E (k) (et d’une fonction d'onde x (r)et non pasw£ir)) pos- 
sède une valeur bien déterminée dépendant de cet état : 


__ 1 dE dE 
"h dk dP 
(on peut omettre le signe ( })). 

La vitesse de l'électron médiée par rapport à un état d'énergie donnée 
(ou plus exactement par rapport à un intervalle infiniment étroit 
d'énergies) se calcule donc comme la dérivée de l'énergie par rapport à 
la quasi-impulsion. Aux points d’extrémum la vitesse moyenne dans 
le sens de la notion quanto-mécanique d’une moyenne est égale à 
zéro (dans ce qui suit nous parlerons de vitesse moyenne sans préci- 
ser chaque fois qu'il s’agit d’une moyenne dans sa signification 
quanto-mécanique). 


(13.15) 


(13.16) 
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Lorsqu'on considère des états dans un petit voisinage des points 
d'extrémum où l'énergie est une fonction quadratique de la quasi- 
impulsion : 


(Pj— Poi) (Pj—Poj) 


ns | nn , (13.17) 
4, j—1 
on a 
__8E __Q Pi—Po 
== DL, (13.18) 
= 
ou sous forme vectorielle : 
ee. L .(P—P,). (13.19) 


Donc dans le cas général /a vitesse est égale au produit scalaire de la 
quasi-impulsion par le tenseur de l'inverse de la masse effective. Si le 
tenseur m*”!l est diagonal : 


{mt}; = m;'ô;, (13.20) 
l'équation (13.18) prend une forme encore plus simple: 
pile | (13.21) 
m; 


Dans l’espace de la quasi-impulsion la vitesse représente le 
gradient de l'énergie de la particule et est donc dirigée selon la 
normale aux surfaces isoénergétiques, tandis que (P — P,) est le 
rayon vecteur de ces surfaces. Pour des surfaces ellipsoïdales le 
rayon vecteur et la normale ne sont pas colinéaires, c’est pourquoi 
les directions de la vitesse et de la quasi-impulsion ne coïncident 
pas: ces grandeurs ne seront colinéaires que le long des axes des 
ellipsoïdes (voir fig. 9) et on aura alors: 


Pi — Poi = V 2m; (E— Es) , (13.22) 
et pour cette raison 
V 2(E —Eo) 
D = —-—— . 13.23 


Ainsi, à une même énergie, la vitesse de l’électron le long des axes 
de l’ellipsoide est inversement proportionnelle à la racine de la com- 
posante correspondante de la masse effective. Considérant les axes 
a; d’un ellipsoïde : 


a; = 2m;(E —Ë;), (13.24) 
on obtient: 
, — 4 _ V2(E—Eo) 
li mi Var , (13.25) 
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la vitesse est donc d'autant plus faible que l’ellipsoïde est plus 
allongé dans le sens du mouvement de la particule. Le résultat 
devient évident si on construit une famille de surfaces isoénergé- 
tiques (fig. 10). Plus la masse effective est faible le long d’une direc- 
tion donnée, plus les surfaces successives sont serrées et plus la 
vitesse est grande. 


Fig. 9. Orientation du rayon vecteur et de la normale aux surfaces d'égale 
énergie: 
a) surface ISOÉNORERIQUE sphérique, b) surface isoénergttique ellipsoïdale, b) surface 
isoénergétique sphérique dans le casoùm%<0 


Faisons une remarque importante concernant le signe de la 
masse effective. Posons pour simplifier que la masse effective est 
une grandeur scalaire. Dans ce cas les vecteurs v et (P — P,) sont 


Fig. 10. Relation entre la vitesse et la masse effective et la densité des surfaces 
énergétiques 


colinéaires, mais leurs sens dépendent du type d'extrémum consi- 
déré. Pour un minimum m* >> 0, alors la vitesse v et le vecteur 
(P — P,) ont le même sens. Pour un maximum m* < 0 et la 
vitesse a le sens contraire à (P — P,) (voir fig. 9, c). 


8 14] L'OPÊRATEUR ACCELÉRATION 73 


$ 14. L'opérateur accélération 


L'opérateur accélération a est défini comme la dérivée par rapport 
au temps de l'opérateur vitesse : 


Les 


An d = # Â = n CS 
a == {H, v)=-(vH— Hv). (14.1) 


On voit aisément que a — 0 Lors du mouvement d'un électron dans 
le champ périodique d'un réseau cristallin. En effet dans la représen- 
tation k on a 


- # dE (k 
f(k)=E(k) et v(k)= 0 
et par conséquent 
vH — Hv—0. (14.2) 


Or, puisque le commutateur de deux opérateurs quelconques ne 
dépend pas du mode de représentation, a = 0 et 


(a) = (a) =0, (14.3) 


ce qui signifie que dans un champ périodique l'électron se meut sans 
accélération. L'idée toute intuitive selon laquelle le mouvement 
de l’électron doit subir des accélérations et des ralentissements pé- 
riodiques est donc dénuée de tout fondement. La raison en est que 
l’électron, en plus des propriétés de corpuscule, possède aussi des 
propriétés d'onde ; sa vitesse moyenne est donc une intégrale du mouve- 
ment, et l’électron se comporte comme une particule libre dont la 
vitesse obéit à une loi de la conservation. 

Rappelons que l'énergie et la quasi-impulsion se conservent de 
même dans le temps. Quant à l'impulsion usuelle de la particule, 
elle varie périodiquement selon la loi: 


+= — VU (r)=F,, (14.4) 
puisque la force F; exercée par le réseau cristallin sur l’électron 
a la même période que celle du réseau: 


F:(r+n) = F; (n). (14.5) 


Supposons maintenant que le cristal soit soumis à un champ 
extérieur d'énergie potentielle V (r). 

D'après ce que nous savons déjà, si ce champ n'est pas périodique 
V(r + n) & V (r), la quasi-impulsion de la particule devient à son 
tour variable: 


— =}, = — VV (r). (14.6) 
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La quasi-impulsion varie sous l’action d’une force extérieure F, 
provoquée par toute perturbation de la périodicité du champ. Un 
point figuraiif dans l’espace des k (ou des P) qui représente l'état 
d’une particule commencera donc à se déplacer selon la loi: 


dP 
Fri F;: (14.7) 


Cette dernière équation permet d'écrire: 


Î 
P(t)=Po+ | Fa (E) dé. (14.8) 
0 


Si la force extérieure ne dépend pas du temps, on doit avoir 
P (4) = Po + Ft. (14.9) 


La trajectoire d’une particule dans l’espace des P sera alors une ligne 
droite définie par la direction de la force appliquée F,. Cependant 
lorsque la particule se meut dans l’espace de la quasi-impulsion, 
elle passe d’une surface isoénergétique à une autre. En d'autres 
termes, une force extérieure F, modifie non seulement la quasi-impul- 
sion de la particule, mais aussi son énergie. Cette variation d'énergie 
peut être étudiée à l’aide de l'équation de Schrôdinger, ce que nous 
ne manquerons pas de faire dans un paragraphe ultérieur. 

Revenons maintenant à l'opérateur accélération. Calculons 
le crochet de Poisson en tenant compte de ce que le cristal est soumis 
à l’action d’un champ potentiel extérieur V (r). Désignons par 
H, l’hamiltonien du champ du réseau cristallin : 


= h? 
H, = —-5— A+U (r). (14.10) 
L'hamiltonien total sera donc 


H= A+ U (r)+ V (r) = Hot V (nr). (14.11) 
Puisque l'opérateur vitesse v commute avec H,, l'opérateur accélé- 
ration sS ecrira: 

a RD += LGV VS). (1412) 
Il est aisé d'exprimer a dans l’espace des k. Vu que 


dE 


(14.13) 
nous trouvons: 

: d£ = 2 dE 

à (k)= 5 {SV (k)—Ÿ(k) SE}. (14.14) 


ih= 
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Pour pouvoir calculer a(k) à partir de (14.14) il est indispensable 
de donner l'énergie potentielle dans la représentation k. A cet effet 
dans l’expression de l’énergie potentielle donnée en fonction de la 
coordonnée —VŸ (r) il faut substituer la valeur de r dans l’espace 
des k, ce qui revient à remplacer r par l'opérateur : 

r(k)= iVi— i(Vx In qi). (14.15) 


Appliquons ce résultat au cas important d’un champ de forces uni- 
forme : 


V (r) = —(Fer. (14.16) 


Dans l’espace des k ce champ sera décrit par la somme de l’opé- 
rateur dérivation par rapport à k et de l'opérateur multiplication 


Vk)= — i(FoVx) + à (FeVx In qé). F 17) 


Le deuxième terme du deuxième membre commutant avec —— ,on a: 


FE 
ak) = — 57 SE (— Fo Va) —(— Fa Va) SE } = 


=— (FaVÈE) = À (14.18) 
La grandeur 
1 d'E 1 dE 


peut être considérée comme le tenseur généralisé de l'inverse de la masse 
effective qui, dans le cas d’une relation quadratique entre l'énergie 
et la quasi-impulsion, se confond avec le tenseur m*-! que nous 
avons défini au $ 12 


Compte tenu de (14.19) nous pouvons écrire : 
. ie 


Comme F, ne dépend pas de k, pour la masse effective indépendante 
de k, l’opérateur a aura la même forme dans toute représentation: 


ae; a", (14.21) 
ou bien 
m'a—F,;; m'a—F,. (14.22) 


La forme des équations (14.21) et (14.22) est semblable à celle de la loi 
de Newton, mais il faut noter quelques particularités de ces deux 
équations. 

Tout d’abord, dans le cas général m* est un tenseur du deuxième 
rang et de ce fait le vecteur accélération ne coïncide pas en direction 
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avec le vecteur force. Pour a. l'équation (14.21) s'écrira, par exemple: 


8 
__ 1 1 Fj 
Ar = Mixx Fat Fire Fee 2 nr: (14.23) 
Lorsque m*-} est diagonal, nous aurons: 
_ 14.24 
a} = TL (14.24) 


Il ressort de cette équation que l’accélération n’est colinéaire au 
vecteur force que dans le cas où celui-ci est dirigé le long de l’un des 
axes de l’ellipsoide des énergies. 

D'autre part, l'électron ne peut être accéléré que par une force 
extérieure F,,, les forces intérieures F, ne pouvant communiquer à l'élec- 
tron aucune accélération. 

Enfin, la caractéristique dynamique de l'électron, déterminant sa 
réaction à des forces appliquées extérieures, est sa masse effective m* 
et non pas la masse usuelle. Cela veut dire que bien que le champ du 
réseau cristallin n'accélère pas l'électron, ce champ fait varier le mouve- 
ment de l'électron sous l'action des champs extérieurs. En d'autres 
termes, en présence de forces extérieures l'existence du champ du réseau 
cristallin se manifeste par le fait que les propriétés dynamiques de 
l'électron sont déterminées par sa masse effective et non pas par sa 
masse réelle. 

Lorsque la masse effective est un scalaire, les vecteurs a et F, 
sont colinéaires. Or, un électron se propageant dans un réseau cris- 
tallin se distingue de celui se propageant dans le vide non seulement 
par la différence entre la masse effective et la masse d’une particule 
libre. Lorsqu'une particule se trouve au voisinage d'un maximum 
d'énergie, sa masse effective est négative et l'accélération a est dirigée 
à l'encontre de la force extérieure F, : 


nr TE (14.25) 


Prenons en qualité d'exemple la force due à l’application d’un 
champ électrique homogène : 


F, =2,E, (14.26) 


eh étant la charge de l’électron (e, < 0). L’accélération aura pour 
valeur : 
— An _ lent p_ Jenl = 
a= — EE ja) E (14.27) 
L'accélération communiquée à un électron par le champ électri- 
que est orientée dans le sens même du champ, donc comme si l'élec- 
tron portait une charge positive et possédait une masse effective positive. 
Un électron qui subit une accélération anomale de cette sorte est désigné 
sous le nom de trou quantique. 
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Lorsque l’électron se trouve dans le voisinage d’un minimum 
d'énergie, m* > 0 et l'accélération est orientée dans le même sens 
que la force appliquée, et donc à l’encontre du vecteur champ E, 
comme cela se produit avec les électrons usuels. 

L'expression (14.22) peut être obtenue à partir de (13.19). En 
effet, en dérivant (13.19) par rapport au temps, nous trouvons: 


dy __d P—Po 1 dd 1 RE ä 
D = LT ET Fa. (14.28) 


L'équation (14.28) tout ayant la même forme que (14.21) est d’une 
portée plus générale ; l’équation (14.21) présuppose que F, est indé- 
pendante des coordonnées, tandis que l'équation (14.28) admet que 
F, puisse être leur fonction. D'autre part, m*-! dans l'équation 
(14.21) est le tenseur généralisé de l'inverse de la masse effective, 
alors que dans (14.28) cette même grandeur est indépendante de k. 
En résumé cela revient à dire que les équations (13.19) et (14.28) 
sont valables tant que l’état (P — P,) correspond à une relation 
quadratique entre l'énergie et la quasi-impulsion; si l’état de la 
particule se modifie de telle sorte que la relation entre l'énergie 
et la quasi-impulsion devient plus compliquée, on devra introduire 
dans l'équation (14.28) la dérivée de m* -! par rapport au temps. 
Pour conclure écrivons l'expression déterminant la valeur moyen- 
ne de l'impulsion (dans le sens quantique du terme) d’une particule 
dans un état stationnaire décrite par la fonction de Bloch 4 (r): 


(D= À EG) pie (dr = m | qu dr = mt. (14.29) 
Or, en vertu de (13.16) et de (13.19) on doit avoir : 
P—P, 


(v)= v = ne (14.30) 
et donc 
m : __ m* , 9. 
(p= (PP); P—Po=—(p}, (14.31) 
soit enfin : 
Pi Pu == (Pi)- (14.32) 


Ainsi, en désignant par (p) l'impulsion « classique» d’un électron 
incorporé dans un réseau cristallin, on peut exprimer la quasi- 
impulsion correspondante à l’aide de l’impulsion « classique» et de 
la masse effective. 

Comparons l'énergie cinétique d’une particule libre d’impulsion 
(p) à l'énergie totale d’un électron du réseau, ayant la même impul- 
sion moyenne qu'un électron dans le vide: 


(14.33) 
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Pour la masse effective scalaire, m;, = m*, et on a: 
T= = [E (P) — E (P:)]. (14.34) 


Résumé des $$ 12 à 14 


1. La notion de la masse effective m* est essentielle pour caracté- 
riser le mouvement d'un électron au sein d’un solide cristallin. 
La masse effective est un tenseur inverse du tenseur de l'inverse 
de la masse effective m*-!. Ce dernier tenseur est défini comme la 
dérivée seconde de l’énergie par rapport à la quasi-impulsion : 


D (14.4r) 


d’où on tire: 


me). (14.2r) 


Lorsque m*-? est un tenseur diagonal: {m*-};; — m;'ô;;, le 
tenseur m* est également diagonal avec: 


Mij = Miô;,. (14.3r) 


Si la dérivée de l'énergie par rapport à P est calculée pour un point 
P arbitrairement choisi, on trouve m* — m* (P) et m* est appelé 
alors masse effective généralisée. 

2. Au voisinage d’un extrémum P,, l'énergie est fonction quadra- 
tique de P — P, (ou de k —k;), dans ces conditions m*”? est indépen- 
dant de P et devient égal à la valeur que la dérivée seconde prend 
au point d’extrémum, alors 

3 
—P.,)° P;—P,,)2 
E(P)=E(P)++ id -E,+ De. (14.4r) 


i= 1 


3. Au voisinage d’un minimum d'énergie les composantes m; > 0, 
et au voisinage d’un maximum d'énergie m; < 0. 

4. Au voisinage d’un extrémum d'énergie, les surfaces isoénergé- 
tiques sont des ellipsoïdes, dont les axes sont proportionnels aux 
composantes du tenseur de la masse effective élevées à la puissance 1/.. 
Si toutes les composantes sont égales, la masse effective est un sca- 
laire et les surfaces d'égale énergie, des sphères. Lorsque ce n’est 
que deux composantes du tenseur qui sont égales, par exemple, 
M = M: M, la surface isoénergétique prend la forme d'un ellip- 
soide de révolution autour d’un axe correspondant à m,, que l’on 
désigne, dans ce cas, sous le nom de masse effective longitudinale 
m,, tandis que la grandeur m, — m: est appelée masse effective 
transversale m.. 
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5. La vitesse moyenne de l'électron (moyenne dans le sens adopté 
en mécanique quantique) 


(N)=vV= = (14.5r) 


est liée à la valeur correspondante de la quasi-impulsion par la rela- 
tion : 
_ P—Po 
m* 


: (14.6r) 


6. La quasi-impulsion et l'impulsion moyenne (dans le sens 
quantique) sont liées entre elles par la relation: 


(= m(v)=—=(P —Po). (44.77) 


7. Un électron n'est accéléré que par une force extérieure F,, 
mais les forces intérieures F, dues au champ du réseau cristallin se 
manifestent par ce que l’accélération d’un électron est déterminée 
par sa masse effective m* : 


a — Je m°F;, Fo= m'a. (14.8r) 

8. Lorsque la masse effective est un scalaire, l’électron se déplace 
à l'encontre du champ électrique s’il se trouve dans le voisinage d’un 
minimum d'énergie. Lorsqu'il est près d'un maximum d'énergie, 
son accélération est dirigée dans le sens contraire à celui de la force 
appliquée. Il se meut alors dans le champ électrique à la manière 
d'une particule portant une charge positive et douée d’une masse 
effective également positive. 

9. Sous l’action d’une force extérieure F,, la quasi-impulsion 
de l’électron varie suivant: 


t 
= Fa: P(=P(0)+ | Fa (E) dE. (14.9r) 
0 


Dans le cas où la force F, est indépendante du temps, la trajectoire 
de l’électron dans l’espace des quasi-impulsions (ou des vecteurs 
d'onde) est une ligne droite dont la direction est déterminée par 
celle de F,. Le mouvement d’un électron dans l’espace des P signifie 
que son énergie varie et qu'il passe d’une surface isoénergétique à 
une autre, grâce au travail fourni par les forces extérieures. 

10. Les équations (14.6r) et (14.5r) permettent de calculer la 
masse effective de la vitesse ou de la quasi-impulsion, que l’on 
utilise fréquemment pour la description de processus physiques 
(pour P, = 0) 


me PR Ad FE Ge ES) 
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Lorsque la loi de dispersion n’a pas une forme quadratique, les mas- 
ses effectives déterminées par différentes équations sont des gran- 
deurs différentes. 


$ 15. Les zones de Brillouin 


À tout réseau cristallin on peut faire correspondre un « réseau 
réciproque» en procédant de la manière suivante. 
Définissons trois vecteurs b,, b, et b, par les équations: 


_, __lasss) _. jp, tlasail . Bal (154) 


Pi (a [aca3]) (ai [asas]) ” 57 (ai [asa3]) 


et utilisons ces vecteurs pour construire un réseau à trois dimen- 
sions. Les vecteurs b,, b, et b, déterminent la base de ce réseau, qui 
est réciproque du réseau initial dont la base est définie par a,, a: 
et a3. 

Le volume V, de la maille élémentaire du réseau réciproque se 
trouve en relation simple avec le volume V, correspondant du 
réseau du cristal : 


Va=(asfasa;]); Vr=(bfb.b;]); Vi . (15.2) 


Le vecteur: 
b = L,b, + Leb, + Ib, (15.3) 


détermine les nœuds du réseau réciproque, à condition que L,, be 
et /, soient des nombres entiers. 
De la définition de la base du réseau réciproque, il ressort que: 


(ab) = (au [asa,]) = Ô;j, (15.4) 


puisque pour i — j, s et { ne peuvent coïncider avec à, donc le pro- 
duit scalaire doit être égal à l'unité. Pour i  j, l’un des vecteurs 
a, où a, se confond avec a;, et le produit mixte devient nul, comme 
on pouvait le prévoir vu la définition même de la base d’un réseau 
réciproque. 

Considérons le produit scalaire d’un vecteur b et d’un vecteur 
quelconque n. Compte tenu de (15.4), on obtient: 


(nb) — Rails + Nalo + Nols — Q, (15.5) 


Q étant un nombre entier. 

Reprenons la condition qu’impose une translation à la fonction 
d'onde d’un électron se déplaçant dans le champ d’un réseau cris- 
tallin : 


x (r+n)= eikny (r). (15.6) 
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Si nous y remplaçons le vecteur k par le vecteur k” = k + 2xb, 

la condition ci-dessus reste toujours valable: 
ein) — cik+27b, n) — gikn)giZrinb) — eilkn), (15.7) 

puisque 

(nb)=Q, ciro—1. (15.8) 
Cela veut dire que Les états correspondant aux vecteurs k et k + 2xb 
(ou bien P et P + 2xhb) sont physiquement équivalents et que des électrons 
se trouvant dans ces deux états doivent avoir la même énergie. Autre- 


ment dit, l'énergie est une fonction périodique du vecteur d'onde (ou 
de la quasi-impulsion) : 


E (k + 2xb) = E (k) (15.9) 
E (P + 2nñb) = E (P). (15.10) 


Si dans l’espace des P on construit un réseau réciproque sur la 
base des vecteurs 2nñb,, 2xhb., 2xhb, (ou 2xb,, 2xb,, 2xb, dans 
l’espace des k), fout l'espace des P (ou des k) peut être subdivisé en 
régions dont l’ensemble de points représente des états physiquement 
équivalents. Ces régions sont appelées zones de Brillouin. La première 
zone de Brillouin est un polyèdre de volume minimal construit autour 
de l'origine de l’espace des P (ou des k) et renferment tous les états phy- 
siquement possibles. 

Supposons que nous avons réussi à trouver ce polyèdre. Si à tous 
les points P (ou k) de cette région on ajoute tous les vecteurs possibles 
2xhb (ou 2xb), on obtient tous les points de l’espace des P (ou des k). 
On peut donc faire passer tout point de l’espace des P (ou des k) dans 
la première zone de Brillouin en utilisant un vecteur du réseau récipro- 
que. Dans ce qui suit nous déduirons une équation qui permet de 
subdiviser aisément l’espace des k en zones de Brillouin. 

Notons quelques propriétés du réseau réciproque, que nous aurons 
à utiliser. Considérons un vecteur b, dont les composantes sont : 


b — (lb, 0, 0). (15.11) 


Ce vecteur est normal à un plan défini par les vecteurs a, et a:. 
Le module du vecteur b est 


jb|=2[b,| =, Hell (15.12) 
a 


ou 


Dans le cas d’une base orthogonale du réseau normal, on aura: 
l 


a, étant la distance séparant deux plans voisins de la famille de 
plans réticulaires déterminés par les vecteurs a, et as. 

Généralisons ce résultat : le vecteur b définit une famille de plans 
réticulaires du cristal qui lui sont orthogonaux, et dont l’espacement 


6—0898 
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d est lié au module du vecteur |b]| du réseau réciproque par la 


relation 
l 


l étant un nombre entier. 

Dans le cas d’un réseau cubique, le réseau réciproque est égale- 
ment cubique. Si le réseau cristallin se caractérise par une maille 
élémentaire primitive, on retrouve cette même maille dans le réseau 
réciproque. Pour un cristal à réseau cubique simple la zone de Bril- 


3 
louin établie dans l'espace desk a la forme d'un cube de volume . 


Pour démontrer ce résultat construisons dans l’espace des k 
un réseau sur la base des vecteurs 2xb,, 2xb:, 2rxb,. Un cube bâti 
sur ces vecteurs contient des points non équivalents, puisqu'on 
ne peut retrouver un des ces points à partir d’un autre à l’aide d’un 
vecteur b. Des points situés sur les faces de ce cube en font exception 
et peuvent être obtenus l’un de l’autre à l’aide des vecteurs 2xb; 
ou —2xb;. Tous les points situés en dehors du cube peuvent être 
retrouvés à partir de ceux placés au-dedans. On peut donc affirmer 
que le volume délimité renferme tous les états physiquement diffé- 
rents et représente une zone de Brillouin. La construction de la 
première zone de Brillouin consiste à appliquer à tous les points 
une translation d’un vecteur (—nb,, —nb., —xb.), ce qui placera 
le centre du cube à l'origine de l’espace où k — 

On peut donc indiquer l'intervalle de valeurs du vecteur k: 


che (15.15) 


Si un réseau cristallin n’est pas cubique, chaque composante 
k, sera comprise entre les limites ie à 


—— <k<— (15.16) 
ou, sous une forme plus générale, 
+ 2ab, ki <— + 2nlb;, (15.17) 


où /, est un nombre entier. 

Si la maille élémentaire d’un cristal est cubique centrée ou à 
faces centrées, la maille du réseau réciproque a respectivement la 
forme à faces centrées ou cubique centrée. 

Il importe de démontrer maintenant qu'à un réseau cubique centré 
(ou à faces centrées) correspond un réseau réciproque FuPique à 
faces centrées (ou cubique centré). 
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Un réseau cubique centré comporte 8 nœuds situés aux sommet: 
du cube et un nœud disposé en son centre. Chacun des nœuds occu- 
pant un sommet du cube fait partie des huit mailles contiguës, de 
sorte que la maille élémentaire de ce réseau ne comporte que deux 


nœuds : 8 + 1 — 2. Le volume de la maille élémentaire vaut 


3 
, « a 
a°, de sorte que chacun des nœuds a un volume égal à-- . Les coordon- 


nées des nœuds situés aux sommets du cube peuvent être notées 
de la manière suivante: a(0,0,0); a(1,0,0); a (0, 1, O0); 
a (0,0,1); a(1,1,1); a(0,1,1); a (1,0,1); a (1,1, 0); le nœud 

1 


, 1 . 
au centre a pour coordonnée: a (+ os 5) . Prenons trois vecteurs 


tels que: 


a+ (—it+ ik), (15.17) 


c'est-à-dire trois vecteurs issus de l’origine des coordonnées et poin- 
tant vers les centres de trois mailles élémentaires attenantes; les 
directions des axes sont déterminées par trois vecteurs unités i, j 
et k, parallèles aux arêtes de la maille élémentaire. Il est évident 
que le vecteur translation n — n,a, + n.a, + na, permet de défi- 
nir la position de n'importe quel nœud du réseau. Après de simples 


transformations on obtient le volume du parallélépipède de base 
3 
Ld *« a »« e « #9 
égal à V,-=—,c'est-à-dire le volume revenant à un nœud du réseau. 
Dans un réseau à faces centrées de période a on trouve huit 
nœuds aux sommets du cube et 6 nœuds situés aux centres des faces ; 


la maille élémentaire comporte en tout: 8 + Ge — 4 nœuds, 


a3 | 
occupant chacun un volume 7 - En tant que vecteurs de base on 


peut prendre trois vecteurs issus du nœud initial vers les nœuds 
situés aux centres de trois faces du cube, par exemple: 


a= + (i+ j), 
a = + (j+k), (15.18) 
a3= + (k+i) 

Le volume du parallélépipède de base est Ve = (a; [asasl) = +. 


6e 
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Construisons maintenant la base du réseau réciproque. Pour un 


réseau à faces centrées nous trouvons conformément aux relations 
(15.1) et (15.18): 


bp laal= (ik, k + i] = 
= Gi—k+ÿ = (i+ ik); 
b, =? (j+k—i) ; 
b; = (k+i—j). 
En posant que la période du réseau réciproque est b — _ , On voit 


que le réseau réciproque sera du type cubique centré. Le volume de 
la maille élémentaire du réseau réciproque sera égal à 8/a5. 


(15.19) 


Fig. 11. Mouvement d'un électron à l'intérieur de la première zone de Brillouin 


Pour un réseau cubique centré, on trouvera en appliquant les 
relations (15.1) et (15.17’ 91 


1 D 
br [acasl = l— —i+j+k, —i-j+k)= 
Le 
nt Es à k) = -- 5]  (i+k) ; 
= (—i+)i) 
b . 2 
=+(—j+k); bei. 
Nous voyons ainsi qu’un réseau à faces centrées est réciproque d’un 


réseau cubique centré et vice versa; les périodes de deux réseaux 
sont liées par la relation a-b = 2 avec V,-V, = 1. 


(15.20) 
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Pour un réseau hexagonal' avec c/a >> 1, le réseau réciproque 
représentera un réseau hexagonal aplati le long de l’axe hexagonal. 

Nous pouvons donc constater que les réseaux direct et réciproque 
ont le même type de symétrie ; on peut donc s'attendre à ce que Ia 
symétrie de Æ (k) soit entièrement déterminée par celle du champ 
potentiel du réseau U (r). 

L'équivalence des points appartenant aux différentes zones de 
Brillouin permet d'affirmer que considérant le mouvement d'une 
particule dans l’espace des k (ou des P) on ne peut étudier sa trajectoire 
que dans les limites de la première zone de Brillouin. Pour ce faire, 
il est indispensable de faire correspondre à un point figuratif situé 
sur une des frontières de la zone de Brillouin et caractérisant cer- 
tains états de la particule, un autre point figuratif situé sur la fron- 
tière opposée de la zone (voir fig. 11). 


$ 16. Normalisation dans un volume limité 
et caractère discret de la quasi-impulsion 


Chaque fois que l’on procède en mécanique quantique à des cal- 
culs on présuppose que la fonction d'onde a été normée. 

Le type de normalisation des fonctions propres des opérateurs 
dépend du caractère du spectre de ses valeurs propres. Pour un spectre 
discret, les fonctions d’onde sont normées à l’unité 


| -  — À avec 7 — m, 
Ÿn (r) Ym (r) dt = mn = | 0 avec nm, 


où Y, (r), db (r) sont les fonctions propres (dans l’espace des r) 
d'un certain opérateur M auxquelles correspondent les valeurs pro- 
pres M, et M,: 
My, (r)= Mata(r): Mn (r)= Mmm (r). (16.2) 
Dans le cas où les valeurs propres de l'opérateur M constituent 
un spectre continu: 


Mu (r)= Mar); M (r) = M'hm(r), (16.3) 


les fonctions propres sont généralement normées à la fonction 6 de 
Dirac : 


(16.1) 


| be (bn (r)dt=8(M—M"), (16.4) 
où la fonction 6 de Dirac doit satisfaire aux conditions aux limites: 
0 avec za, 
Ô (z — a) = ù ca 
O0 avec T— a, 


1 avec aC[b, c], 


(16.5) 
O avec a€[b, c]. 


6(z—) dr = | 
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» 


Lors d’une normalisation, l'intégration est étendue à tout le 
volume renfermant la particule. 

Dans les conditions réelles les particules se meuvent dans des 
régions limitées de l’espace, par exemple, au sein d’un corps cris- 
tallin de dimensions finies. Dans ce dernier cas on doit résoudre 
l'équation de Schrôdinger appliquée à un cristal de dimensions 
finies, et fixer des conditions aux limites, c'est-à-dire fixer les va- 
leurs de la fonction d'onde et de ses premières dérivées par rapport 
aux coordonnées sur les surfaces délimitant le cristal. Ceci fait 
apparaître de nouvelles difficultés : perturbation de la symétrie de 
translation du champ du réseau cristallin nécessite de nouvelles 
conditions aux limites, qu'il est fort difficile de définir étant donné 
que les processus se déroulant sur la surface sont encore plus com- 
pliqués que ceux qui se produisent à l’intérieur du corps solide. 
Il est cependant évident que si les dimensions du cristal étudié 
sont suffisamment grandes, les phénomènes superficiels ne sauront 
exercer une influence décisive sur les processus se déroulant au 
sein du solide cristallin. Cette remarque permet de faire appel aux 
conditions aux limites dites cycliques. Considérons un cristal en forme 
de parallélépipède d’arêtes L,, L,, L, et de volume G = L,L,L:. 

Posons que tout l’espace soit rempli de cristaux de cette forme; 
dans ce cas le champ cristallin conserve ses propriétés liées à la 
symétrie de translation. Comme tous les points dont les coordonnées 
diffèrent d’un nombre entier L,, L:., L; sont équivalents, les condi- 
tions aux limites dans le sens usuel du terme se trouvent remplacées 
par la condition de l’équivalence des propriétés physiques du cris- 
tal aux points x et x + L, et autres points homologues; dans ce 
cas, les conditions aux limites usuelles peuvent être remplacées 
par des conditions aux limites cycliques données sous la forme: 

V(z,y,2) = pr + Li, y,z) = vw(z, y + Li, 2) — 

in Ÿ (x, y, Z + La). (16.6) 
Il suffit alors de considérer le mouvement d'un électron dans le 
volume G et l’on peut donc faire la normalisation dans ce même 
volume G: 


À Ar Ge) are (r) dr = 1. (16.7) 
G 


Cette normalisation dans un volume entraîne une certaine-alté- 
ration du spectre des valeurs de Af, dont un exemple est donné 
ci-dessous pour les valeurs propres de la quasi-impulsion. Nous 
avons déjà fait remarquer ci-dessus que la quasi-impulsion doit 
être une grandeur toujours réelle; comme elle peut en outre être 
continue, ses fonctions propres, donc les fonctions de Bloch, doivent 
être normées à la fonction Ô: 


À ue (r) VE (r) dr = 5 (k—K'). (16.8) 
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l'intégration étant étendue à tout l’espace. Procédant à une norma- 
lisation avec des conditions aux limites cycliques, nous obtenons: 


: - 1 avec k—k”, 
Ÿ (9) dan) = due = | Ronan 


Ce faisant, nous notons les conditions de normalisation de la 
fonction d’un opérateur à spectre discret. Cependant le caractère 
discret du spectre des valeurs résulte directement des conditions 


aux limites cycliques: 
Ÿr (x + Li, y z) _ either +Li+h,ut+h,s] K 
X Qu (r+ Li, y,2)= es tteinqu (x + Li, y, 2) enr (r). (16.10) 


La condition œx (z + L;, y, z) — qx (x, y, z) est toujours assurée 
puisque ZL,, L:, L4 renferment un nombre entier de périodes du 
réseau et m (r) est une fonction périodique dont la période est égale 
à celle du réseau cristallin. Cette dernière égalité nous permet d'écrire: 


etzli= 1. (16.11) 


Or, cette dernière équation ne saurait être satisfaite qu'à la 
condition que la puissance de la fonction exponentielle imaginaire 
soit un nombre entier multiplié par 2x, c'est-à-dire : 


k.L, = 2nn, (16.12) 


n, étant un nombre entier arbitrairement choisi. De là découle le 
caractère discret du vecteur d'onde: 


kx = 


(16.5) 


Ru: HO Et; 225: (16.15) 
Tenant compte de la périodicité le long des axes y et z, on trouve: 


ken: n=0; +1; +2;.. 
2 (16.14) 


L na, N=0; Hi; +2... 


k:= 

Adoptons comme mesure de L; le nombre WV, de nœuds du réseau 
disposés sur une arête du cristal 

L,; = Na; (i —= 1, 2, 3). (16.15) 


En reportant cette expression de L; dans l'équation 16.14, nous 
obtenons: 


… 27 LI ME ni 


En tenant compte de ce que les états correspondant à k et k” — 
— k + 2xb sont équivalents, nous pouvons fixer une limite supé- 
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rieure à la valeur de 7; par: 
ki = 2xb,; n; = N;, (16.17) 
la valeur inférieure étant n; = (. 
On peut tout aussi bien imposer que 7 = + _ , Ce qui donne un 
ensemble de valeurs symétrique par rapport à k = 0: 


IST = (16.18) 
ou encore 
ñl T.., _N. | | Ni—1., N 
er TT n; =0; Æ 1; H2;:...; + 5 ’ _—- 
(16.19) 


Nous voyons donc que pour un cristal de dimensions finies le 
vecteur d'onde ne peut avoir que des valeurs discrètes. Cependant pour 
un cristal suffisamment grand, ce caractère discret du vecteur d’onde 
peut être négligé, ce qui nous autorise à considérer k; comme une 
grandeur quasi continue; mais nous ferons intervenir le caractère 
discret de k, dans des cas particuliers. Puisque la quasi-impulsion 
a des valeurs discrètes, l'énergie elle aussi doit prendre des valeurs 
discrètes: Æ (k;). Cependant comme l'intervalle entre les niveaux 
d'énergie successifs est beaucoup plus petit que ÆT, nous pourrons 
négliger le caractère discret de l'énergie. 

Revenons maintenant aux conditions de normalisation dans 
un volume de la fonction d'onde. En reportant dans (16.9) la fonc- 
tion de Bloch: 


| e-imn)pé, (r) el&nqu (r) dt = vue, (16.20) 
nous trouvons pour # = k’: 


| qh(r) Qu(r) dt = 1, (16.21) 


ce qui signifie que l'intégrale de ]|œx (r) |? étendue au volume G 
doit être égale à l’unité. C'est cette condition qui détermine le 
choix e la constante multiplicative apparaissant dans l'expression 
de œx (r). 

Puisque la fonction qx (r) est une fonction périodique, il suffit 
d'étendre l'intégration de {|qx (r)l? au volume VA — (a, [a.a.)l) 
d’une maille élémentaire. Si le nombre total de mailles élémentaires 
contenues dans notre cristal est égal à V, on aura: 


| [x (r) Fdr= N | [Pi (r) Fdr=1. (16.22) 
G Va 
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De ce fait la condition de normalisation de qx (r) peut être repré- 
sentée de la manière suivante: 


| Qu (r) (dr = N“1. (16.23) 
Va 


Il est cependant d’usage courant de normer qx (r) dans un volume 
V, à l’unité: 


Î Lqu(r) Pdr=1. (16.24) 
Va 


La fonction d'onde normée à l’unité se présente alors sous la forme : 
Ÿx (r) = eq (r). (16.25) 


Résumé des $$ 15 et 16 


1. À chaque réseau de base a,, a, a, correspond un réseau ré- 
ciproque de base b,, b,, b, (15.1). 

2. Comme les étals correspondant à k et k” = k +2nb sont 
physiquement équivalents, l’énergie est une fonction périodique 
du vecteur d'onde (et de la quasi-impulsion): 


E (k + 2xb) = E (k). (46.1r) 


L'espace des k (ou des P) se subdivise en un certain nombre de régions 
équivalentes, renfermant tous les états physiquement possibles. 
Ces régions sont désignées sous le nom de zones de Brillouin. La 
zone qui est symétrique par rapport à l’origine des coordonnées 
est dite la première zone de Brillouin et détermine l’ensemble de 
différentes valeurs possibles du vecteur d'onde 


— + <h< (16.2r) 


3. Pour exclure les conditions aux limites de l'équation de 
Schrôdinger appliquée à l'étude d’un cristal de dimensions finies 
et conserver simultanément la symétrie de translation, on admet 
que tout l’espace est occupé par des cristaux en forme de parallé- 
lépipède d'’arêtes L,, L., L.. Les états correspondant à des points 
figuratifs’ espacés par des distances multiples de L; le long de chacun 
des axes, sont considérés comme des états équivalents; on peut 
alors normer la fonction d’onde dans le volume G = Z,L,L, à l'unité. 

4. I] découle des conditions aux limites cycliques que le vecteur 
d'onde ne peut prendre que des valeurs discrètes (il en est de même 
pour la quasi-impulsion). La différence entre deux valeurs conti- 
quËës Àk; = ki,n+t1 — ki,n Vaut: 


A=+ Te. (16.3r) 
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5. Le caractère discret du vecteur d'onde a pour conséquence le 
caractère discret des surfaces énergétiques de la zone de Brillouin. 
Ces surfaces forment une multitude de niveaux d'énergie. Cependant 
puisque Ak; est petit (k; est une grandeur quasi continue), E (k) 
est également une grandeur quasi continue. 


$ 17. Théorie de l’électron quasi libre 


L'étude du mouvement de l'électron dans un champ périodique 
nous a permis de déduire les intégrales du mouvement, d'introduire 
la notion de la masse effective et d'établir une relation entre la 
vitesse moyenne, la quasi-impulsion, l'accélération et la force exté- 
tieure. Toutes ces grandeurs sont en rapport direct ou indirect avec 
la relation entre l'énergie et la quasi-impulsion E (P) (ou E (k)). 
Nous avons déjà noté que la recherche d’une solution générale de 
la fonction E (k) est un des problèmes majeurs de la physique du 
solide, qui reste à ce jour irrésolu. On peut cependant accéder à une 
interprétation suffisante des nombreux phénomènes se déroulant 
dans les corps solides, notamment dans les semiconducteurs, en ne 
disposant que de méthodes approchées d'étude de la relation E (k) 
et en usant des valeurs expérimentales des grandeurs dont la con- 
naissance est requise pour l'application pratique de la théorie. 

Pour trouver la forme générale de la relation E (k), faisons usage 
de la méthode développée dans la théorie des perturbations. Pour 
résoudre le problème du mouvement de l’électron dans un champ 
périodique, on peut faire appel à deux approrimations se distinguant 
par le choix de l'approximation d'ordre zéro. Si on adopte en tant que 
telle un électron libre et que l’on considère le champ périodique comme 
une perturbation, on a affaire à la théorie dite de l'électron quasi libre. 
Dans l’autre cas, prenant pour l'approzimation d'ordre zéro le compor- 
tement de l'électron dans des atomes isolés, qui constituent le réseau 
cristallin, ou aboutit à la théorie de l’électron quasi lié (ou théorie 
des liaisons fortes). Examinons la première de ces théories. 

Mettons l’hamiltonien du champ périodique 


A—T+Ù(r) (17.1) 
sous la forme de l’hamiltonien d'un système «non perturbé» H, =T 
et d'une « perturbation» W (r) = U (r): 

É—,+W(r)=T+Û(r); Ü(r)=U (r). (17.2) 


La théorie des perturbations se fixe pour but de déterminer des 
corrections à apporter à l'énergie E° et à la fonction d'onde 1° d'un 
système non perturbé lorsqu'on lui impose une perturbation. Dé- 


terminons le spectre d'énergie et les fonctions d'onde d’une particule 
libre. 
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L'équation de Schrôdinger d'une particule libre, donc d’une 
particule pour laquelle H, = T, s'écrit: 


— + AU (r) = Ep (x) (17.3) 
et admet une solution sous la forme des ondes planes de de Broglie 
Yi (r) = 4e (17.4) 
possédant un spectre d'énergie continu 
h°k? ® = 
E(k)= = +. (17.5) 


On voit donc qu'en approximation d'ordre zéro l'énergie d'un 
électron d'un solide cristallin est continue et proportionnelle au 
carré du vecteur d'onde ou de la quasi-impulsion, cette dernière 
étant identique à l'impulsion usuelle ; la masse effective de l’élec- 
tron est un scalaire (tenseur de rang zéro), identique à la masse de 
l'électron libre : 

mi LE mt; m'=m (17.6) 
OR dk É —_..” | 

L'amplitude À de l'onde + (r) au: étant normée à 

une fonction Ô lors d'une intégration étendue à tout l’espace et VG 


si elle est normée à l'unité lors d’une intégration étendue au volume G, 
de sorte que la fonction propre normée est : 


pR=—t eu; Àyit(r qi dr=6(k—k); (17.7) 
(22) ? > 
HE (= ein; À (r) HE (rm) dt bu. (17.8) 
G2 G 


En première approximation on détermine l'énergie et les fonc- 
tions propres conformément à la théorie des perturbations, en 
faisant appel aux éléments matriciels de la perturbation : 


Wei | ve? (r) U (x) 4 (r) dr. (17.9) 


Il est aisé de démontrer que les éléments matriciels ne sont dif- 
férents de zéro que pour certaines valeurs particulières de k” et de k. 
En fait, étant une fonction périodique de périodes a,, a, a3, U (r) 
peut être développée en une triple série de Fourier : 

o ion (+ 2) | 
U (r) = N Chutets © ay a as) — Sc ei2rr), (17.10) 


JT 
ser —— 


lilolg— - oo 
b = Lib, + Lbe + Lib. (17.11) 
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Portant (17.10) dans l'équation (17.9), il vient: 


G b 


G 
— _ S © | elk+2nb-k", 1 gr = S chôk, k+21d — 
b G b 
0, k'æk-+2xb 
E Cb» k’ —= k + 2xb. 


Nous voyons alors que les éléments matriciels Ur sont soit nuls, soit 
égaux aux coefficients de la série de Fourier pour U (r). 

En première approximation, le terme de correction E” (k) à l’éner- 
gie EN (k) est égal à l'élément matriciel diagonal de l'opérateur pertur- 
bation : 


(17.12) 


E' (k) = Ur = + | U (r) dx ={U), (17.13) 
G 


autrement dit, £” (k) est égal à la moyenne dans la région G de l’éner- 
gie potentielle U ; ce terme de correction est indépendant de k. 

Ceci montre qu'en première approximation de la théorie des 
perturbations, lors de l’application d'un champ périodique, le spectre 
d'énergie ne subit pas d'autre altération qu’un décalage de tous les 
niveaux énergétiques E° (k) d’une valeur (U ): 


EU (k) = E°(k) + E" (k)= À + (0). (17.44) 


La grandeur (U) exprime ]la ne du puits de potentiel 
que l’on utilise dans la théorie des métaux de Sommerfeld pour 
modeler un corps cristallin réel. (U ) est le travail de sortie réel 
des électrons d'un solide. On a représenté fig. 12 les spectres des 
électrons correspondant à l'approximation d'ordre zéro et à la pre- 
mière approximation qui montre que la seule différence entre les 
spectres est un décalage de l’origine des énergies. Décalons l’origine 
de manière que (U) = 0 

Considérons la correction de l'énergie en deuxième approxima- 
tion. Dans ce cas l'énergie de l’électron s’écrira: 


E® (k) = E9 (k) + E"(k) + E"(k) = E° (k) + (0) + 


LATE | ex ° 
F2 RER E9 (k)— E0 (k”) “FRITES E9(k)—E0(k<+2xb) (17.15) 


Le terme correctif qu'introduit la deuxième approximation de la 
théorie des perturbations est proportionnel à | cr |*; de ce fait, lorsque 


E° (k) > E° (k + 2xb) (17.16) 
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cette correction est négligeable et la fonction E (k) n'est donc pas modi- 
fiee. 
La fonction d'onde est alors 


pe (r) = (r)+ À SE TESTS Pik+2mw(r), (17.17) 
b 


ce qui nous permet d'affirmer que la perturbation n'affecte que 
fort peu la fonction d’onde d’un électron en mouvement libre. 


En £ 
k k 
(U> 
a) b) 


Fig. 12. Spectres énergétiques d’un électron quasi libre dans l'approximation 
d'ordre zéro (a) et dans la première RPRIPALMAUNE (b) de la théorie des pertur- 
ations 


Il faut cependant considérer les états correspondants au cas où 
la différence d'énergie E9(k) — E°(k + 2xb) est comparable à 
| cb |. La fonction d'onde et le mouvement de l’électron subissent 
alors une forte perturbation qui est maximale lorsque le dénomina- 
teur du second terme de l’équation (17.17) devient nul. Posons qu'un 
des termes de la somme, pour b = g, par exemple, voit son dénomi- 
nateur tendre vers zéro, ou devenir nul. Les équations (17.15) et 
(17.17) sont alors dénuées de sens, puisque les conditions dans 
lesquelles la théorie des perturbations est applicable deviennent 
caduques. Lorsque E9 (k) + E° (k + 2ng), le coefficient de la gran- 
deur VK+27e (r) tend vers l'infini; cela signifie que la contribution 
de Ph+2ne (r) à l'état x (r) est comparable à celle de we (r). Lorsque 
les énergies sont strictement égales E(k) — ET (k + 2ng), l'état 
E" (k) est dégénéré, puisqu’à une seule valeur de l'énergie il corres- 
pond deux fonctions différentes 4% (r) et i+2rg (r)}. On peut en 
conclure que déjà en approximation d'ordre zéro de la fonction 
d'onde 1° (r) on doit tenir compte de l'existence de ces deux fonc- 
tions, autrement dit, on doit prendre en considération la dégénéres- 
cence. Conformément à la théorie des perturbations des états dégé- 
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nérés, la fonction d'onde en approximation d'ordre zéro doit se 
présenter sous la forme: 


4 (r)= œuf (r) + Biberons (r), (17.18) 


æ et B étant deux coefficients indéterminés. Pour des états non 
dégénérés B << « et pour des états dégénérés « et B sont des quantités 
du même ordre de grandeur. Ceci restera valable non seulement 
lorsque les énergies sont égales, mais également tant que 


| E0 (k)— E0 (k + 2ng)|<|cg[°. (17.19) 


Donc, si on adopte en tant qu'approximation d'ordre zéro la fonc- 
tion (17.18) et qu'on la porte dans l'équation 


(Ho + Ü) p(r) = Ey (r), (17.20) 


on obtiendra, tenant compte de ce que 4x (r) et VL+2ng (r) sont les 
fonctions propres de H°: 


QE (k) Y£ (r) + BE (k + 2ng) disone (r) + U (r) ÿ° (r) = Ep? (r). 


(17.21) 
Posons pour simplifier l'écriture : 
dr) = 4%; Yireng(r)= Ve; Æ(k)—E,; 
E(k+2ng) =E, (17.22) 


et récrivons (17.21) 
QE + BE ape + U (os + fire) — E (os + Bpe). (17.23) 
Multipliant les termes du premier membre par #i et #2 où il 
convient et intégrant par rapport à r, il vient: 
QE,+aU, +BU: = Ea, 
Es + QU + BUos = EP, (17.24) 
soit 
(E; + Us — E) a + U,,B = 0, (17.25) 
Una + (Es + Us —E) BP —=0. 
Les équations (17.25) renferment trois grandeurs inconnues E, 
a, BP. Pour que les équations soient non triviales, il faut que le 


déterminant du système soit nul, ceci fournit la troisième équation, 
qui nous permettra de calculer l'énergie Æ: 


(E;+ Ui; — E) Use u 
Us: (Es:+Uss—E)| 


Remarquons que U,, = U:, — (U) = 0 et résolvons l'équation: 


E= tes V EE LU Un. (17.27) 


0. (17.26) 


D 


S17] THÉORIE DE L'ÊLECTRON QUASI LIBRE 95 


Reprenant les notions initiales, cette équation s'écrit : 
E90 (k)+E0(k+2 E9 (k)— E9(k-+-2ng)}° : 
E!(k)= (k) + _ + 2718) + [E9 (k) 7 - 21g)] + Us 2, 


(17.28) 


Cette dernière équation montre que sous l’action d'une perturba- 
tion W (r) — U (r), l'énergie E° (k) se trouve discontinue pour E° (k) — 
— E9(k + 2rg); aux points de discontinuité E (k) = E° (k) + |U,1|. 
La discontinuité vaut 2| Ug|. 

Analysons les états où l'énergie subit une discontinuité. La 
condition de discontinuité peut être écrite d’une autre façon: 

k° 


E (k) — E (k+ 21g) = [k? — (k + 2rg)*] — 


= [42 + 4n (kg)] = 0. (17.29) 
ou plus simplement : 
(k + 1g, g) = 0. (17.30) 


Cette dernière expression a un sens géométrique et physique 
bien apparent. Il s’agit en somme de trouver toutes les valeurs de k 
satisfaisant à l'équation (17.30). Celle-ci indique que les vecteurs 
get k + rg sont orthogonaux. Construisons le vecteur 21g et pla- 
cons à son extrémité l’origine du vecteur d'onde k. Faisons passer 
par le milieu du vecteur 21g un plan BB” qui lui soit perpendiculaire 
(fig. 13). Tout vecteur situé dans ce plan sera perpendiculaire au 
vecteur 21g ou g. Or, un vecteur situé dans le plan BB” peut s'obte- 
nir en faisant la somme des vecteurs rg ct k, à condition que l’ex- 
trémité du vecteur k se trouve sur le plan BB”; donc tous les vecteurs 
k dont les extrémités sont sur le plan BB” satisfont à l'équation 
(17.30), qui est l’équation d’un plan perpendiculaire au vecteur g. 
Afin de trouver toutes les valeurs de k, satisfaisant à l'équation 
(17.19), il faut fixer les valeurs de g. On y arrive aisément en cons- 
truisant dans l’espace des k le réseau réciproque sur la base des 
vecteurs 2xb,, 2rb., 2xb, et en reliant tous les nœuds de ce réseau 
à l’origine k — 0 par les vecteurs 21g. L'ensemble des plans pas- 
sant par le milieu des vecteurs 2xg et qui leur sont perpendiculai- 
res détermine tous les vecteurs k satisfaisant aux conditions: 


E9 (k + 21g) = E° (k), ou (k + 1g, g) = 0. (17.31) 


L'équation (17.30) permet donc de construire les zones de Brillouin 
de tout solide cristallin en partant de son réseau réciproque. On a repré- 
senté fig. 14 la disposition des plans dont les points satisfont à 
l'équation 17.30 pour différents vecteurs g. Les différentes zones de 
Brillouin sont hachurées différemment. La construction des zones 
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de Brillouin à l’aide de l'équation (17.30) est le procédé le plus 
simple. 

Pour délimiter la première zone, on doit déterminer le polyèdre 
de volume minimal contenant le point k — 0. Ayant déterminé le 
polvèdre suivant, de plus grand volume, on en déduit la première 
zone et on trouve la seconde, et ainsi de suite. 

Le réseau réciproque d’un réseau cubique simple est également 
cubique et simple. Si l’origine des coordonnées k = 0 est placée 
à l'un des nœuds du réseau, 
on trouvera que le nombre des 
nœuds les plus proches du point 
k — 0 est égal à six. On peut 
donc dresser six plans mutuel- 
lement orthogonaux, qui dé- 
limitent dans l’espace des 


5 Me 


KA+XD 4 
0 
i 
n 2% 
Fig. 13. Construction du plan Fig. 14. Zones de Brillouin d'un 
dans lequel l'énergie subit une réseau carré plan 
discontinuité 


" 27 87 
k un cube d'arête —-et de volume ——. Remarquons encore une 


fois que l’origine k — 0 se confond avec un nœud du réseau et que 
le réseau réciproque est construit sur les vecteurs 2xb,, 2xb., 2rb.. 

Considérons maintenant un réseau cubique à faces centrées; 
son réseau réciproque est cubique centré. Si on place l'origine des 
coordonnées k — O0 dans un des sommets du cube, on trouvera sur 


27 s 
une longueur de —- le long des axes six nœuds occupant les sommets 


des mailles élémentaires. Six vecteurs issus de ces sommets déter- 
minent la position de six plans mutuellement orthogonaux, qui 
délimitent un cube. Les sommets de ce cube se situent à l’emplace- 
ment de nœuds du réseau de coordonnées (xb, xb, xb), (—1b, —xb, 
—xb), etc. 

Traçons huit vecteurs reliant les sommets du cube à l'origine 
des coordonnées ; ils déterminent huit plans perpendiculaires aux 
diagonales du cube délimitant les régions adjacentes aux sommets. 
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Ces plans passent par les points situés sur les diagonales du cube de 
d , T PL A TI rL 4 14 I P 
coordonnees 53% 2) '\— 5%  % 2%) etc. Frenant en 
considération ces plans, nous délimitons la zone de Brillouin représen- 
tée fig. 15 ; c'est un polyèdre à quatorze faces, dont six sont de forme 


carrée et huit de forme hexagonale. En procédant de manière ana- 
logue, on arrive à construire les zones de Brillouin de tous les autres 


Fig. 45. Les zones de Brillouin d'un réseau cubique à faces centrées. Les coor- 
données des points sont indiquées en ra 


réseaux cristallins. La zone de Brillouin des solides à réseau du type 
diamant est identique à celle représentée fig. 15. Pour les réseaux 
cubiques centrés, la première zone de Brillouin se présente sous la 
forme d'un dodécaëdre. 


Analysons maintenant le sens physique de l'équation (17.30). 
Puisque | k] — Æ, où À est la longueur d'onde de de Broglie, 


| b] = =, l étant un nombre entier et d la distance interréticulaire 


d’une famille de plans réticulaires du réseau cristallin considere, 
correspondant au vecteur b. En désignant par 0 l’angle formé par 
le vecteur k et la normale au plan considéré (angle d'incidence), 
la condition de la dégénérescence (17.30) s'écrit : 


(kb) + xb° = 0, (17.32) 
ou encore 
9 [2 
— TL cos0+ x 0. (17.33) 


Simplifiant par /, det x, il vient: 
24 -cos 0 = LÀ. (17.34) 
7—0898 
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La formyle obtenue n’est autre que la relation de Bragg-Wulf établie 
pour interpréter la diffraction des rayons X ; 0 étant ici l’angle 
d'incidence. 

La dégénérescence ne sera donc observée que pour les états correspon- 
dants aux frontières des zones de Brillouin, et c’est précisément les 
états auxquels s'observe la réflexion de Bragg. 

A deux valeurs distinctes de l'énergie doivent correspondre deux 


combinaisons différentes des fonctions d'onde x (r) et VL+2n (r), 
soit leur somme, soit leur différence. 

La somme de deux ondes est une nouvelle onde se propageant 
dans la direction du vecteur ñg + r, c'est-à-dire le long de la fron- 
tière d’une zone de Brillouin qui est parallèle aux plans réticulaires 
correspondants du cristal considéré. Nous aboutissons ainsi à une 
interprétation simple et évidente de la cause de la discontinuité 
de l'énergie. Du fait de la réflexion de Bragg, l'onde incidente et 
l'onde réfléchie interfèrent; dans les directions perpendiculaires aux 
plans réticulaires on voit apparaître des ondes stationnaires; les ondes 
courantes ne peuvent se propager que le long des plans réticulaires. 
Puisqu'’il existe des états interdits, il doit y avoir des valeurs inter- 
dites de l’énergie. Les discontinuités d'énergie apparaissent à toutes 
les frontières des zones de Brillouin. 

L'effet de perturbation se fait également sentir sur les états 
situés à proximité des frontières des zones de Brillouin. Voyons 
quelle est la relation entre l’énergie et la quasi-impulsion au voisi- 
nage des points de discontinuité, où l'énergie peut être mise sous 


la forme : : 
0 LF 
E (k) = E9 (k) Ê (k+ 27g) 


À — E0(k—L2rg) 1- : 
[HO ECS HUE , (17.35) 


= en 


+} 
ou bien :: : 
ER)= + (8, k+ 18) + 


+ (A) @ +8 +106 P (47.36) 


Désignons par k, le vecteur d’onde correspondant aux points 
situés sur une frontière d’une zone de Brillouin. Puisque (g, k,+1g)=— 
— 0, on doit avoir: 


2j : 
E (ko)= 5 + |Ue|. (17.37) 


On peut écrire alors pour un état k arbitrairement choisi : 


2k2 2k2 A2 
E(k)—E (ko) = + PE (g, k+ 18) + 


LV (Ye k+nge+ IUT [Uxl=1(). (17.38) 
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Es 
Développons cette expression en série de Taylor p Sft aux 


points k,. Il est évident que jf (k,) — Le La vitesse des électrons est: 
E (k ah 
y = 0% _ ) == FL A <E + 
VE Ÿ @, k+rg)" +0, PF 


Dans le cas d’un mouvement Hi ho de l’électron éloigné d’une 
frontière) la vitesse est : 
V= Le (17.40) 


mt 


tandis qu'au voisinage d'une frontière la direction de la vitesse 


est différente de celle de la quasi-impulsion. Sur la frontière même 
k = k, et donc 


vo QUE tp). (17.44) 


Or, le vecteur k, + 1g se place tout entier dans le plan d'une fron- 
tière de la zone de Brillouin. Aux points de discontinuité d'énergie, 
la vitesse est dirigée le long de.la frontière ; il en sera de même pour 
les états situés dans le voisinage immédiat de la frontière de la 


zone de Brillouin. Comme _. " est tout entière dans le plan de 


la frontière, les surfaces d'égale énergie doivent être orthogonales aux 
frontières des zones de Brillouin .où elles subissent une rupture de conti- 
nuilé. Pour les états tels que k, = —ng, la vitesse devient nulle, 
ce qui correspond à l'impossibilité du mouvement dans une direc- 
Lion perpendiculaire aux plans réticulaires. Comme en ces points 


TL ' — 0, on doit y trouver un extrémum d'énergie. Prenons la 
dérivée seconde : 


d'E(k) _ 1 a°h° g°[U, [° 47.4 
PA (17.42) 


ah? 


{( =) (g, k+ng) +|U Æ}° 


Pour des points situés sur les frontières des zones de Brillouin : 


dE (k) ss n°h°g? = 
h? dk? = (1+ CITPTE 6) 
Si le point k, est extrémal, on isa avoir : 
@E 1 n°h2g® : 
REdkE|,, me AE AI 1): Fe) 
d'où 
+ —— — 
mIU, | 


7* 
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2 
Le signe plus correspond à l'énergie ue +] Url, qui est 


? . e e e. e » 4 e h°k2 
l'énergie minimale, et le signe moins à l'énergie _— —| U,|, 


qui est l'énergie maximale. 
Cherchons l’ordre de grandeur de m*; posons À & 107*’ erg:s, 
ang —= 105 cm'!, m = 10-* g; il vient: 


te = 107! erg = 6 eV. (17.46) 


En admettant que | U;] vaut un électron-volt, on trouve m* = 
=; donc m*<_O au minimum d'énergie, et m* > 0 au 
maximum d'énergie; | m*]|<< m: la masse effective est plus faible 
que la masse d'un électron libre. 

Exprimons l'énergie correspondant à un point k, de la frontière 
d’une zone de Brillouin sous la forme de Îa série de Taylor: 


E(k)=E (ko) + 4e (ko +18, k—ko) + 


2 2n292 L 
Ho (12 pue) GK +. (17.47) 


h2L2 
E(k) = + |Uel. 


Le développement débute par un terme linéaire. Si le vecteur 
k — k, est dirigé perpendiculairement à la frontière d’une zone, 
l'énergie sera une fonction quadratique de (k — k,). 

Passons maintenant à l'étude du fond du problème, à savoir 
l'apparition des zones de Brillouin. Nous devons remarquer que 
pour tous les points figuratifs situés à proximite des frontières des 
zones, nous avons obtenu deux branches d'énergie: 


Et (k)= PS +Uel+ EE (ko+ng, k—ko) + 
A Le 

E- (= | Ug| + (ko+ 18, k— ko) + 
+2 (1 — AT) (k—k,)’. (17.48) 


Chacune des expressions déterminant E* et E” est continue sur la 
frontière des zones de Brillouin. La fig. 16 donne les graphiques 
représentant E* et E- en fonction de (k — k,) le long de la normale 
à la frontière d'une zone. Afin que l'énergie devienne discontinue 
à la frontière, nous devons admettre que chacune des expressions 
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pour £* ou Æ” ne soit valable qu’en deçà ou par-delà de la frontière. 
Etant donné que l’énergie est continue à l’intérieur d’une zone et 


E* et E” prennent la forme E° (k) — = loin de la frontière, nous 


assignerons E” au côté intérieur de la frontière, et E* à son côté exté- 
rieur (le côté intérieur étant celui où se trouve l’origine des coordon- 
nées k—0). Fig. 16 représente ces grandeurs 
en traits pleins. 

L'existence d’une discontinuité d'énergie 
aux points k, n’impose pas une rupture 
dans le spectre d'énergie E (k). En effet, 
si nous choisissons deux points k, et k. 
très voisins de la frontière et situés de part 
et d'autre de celle-ci, on aura avec|k, | > 
>Ik,| 


k?k? 
2m 


h2k3 
—|Url> +] Uel, (17.49) 


ce qui montre que les bandes d'énergie E” 
et ET se recouvrent et que le spectre Ke 48 Doux bronches 
d'énergie est donc continu. d'énoieie Etet E- à pro- 

Pour qu'apparaisse un intervalle de  ximité d’une frontière de 
valeurs interdites dans le spectre d'énergie la zone de Brillouin 
il faut que le recouvrement des bandes ne 
puisse avoir lieu. Cette condition devient évidente si l’on tient 
compte de l’existence d’autres surfaces limites. 

Voyons tout qualitativement quelques particularités marquant 
le spectre d'énergie dans le voisinage de l’un des sommets d’une 
zone de Brillouin. Posons que les limites de cette zone soient défi- 
nies par trois équations: 

(gi koi + 7g1) = 0, 
(ge, kos + 182) = 0, (17.50) 


(Sa kos + 183) = 0, 
dans lesquelles g,, g., g4 sont trois vecteurs du réseau réciproque et 
ko1s ko, Kko3 des rayons vecteurs courants des plans limites correspon- 
dants. 

Comme les vitesses des états correspondant aux plans limites 
sont disposées dans les plans mêmes pour des états définis par la 
ligne d’intersection de deux plans, la vitesse ne peut être dirigée 
que le long de cette ligne. Quant à l’état correspondant au point k, 
de l'intersection de trois plans, la vitesse n’y peut être que nulle, 
c'est-à-dire dans un sommet d’une zone de Brillouin on a un extre- 
mum d'énergie, car 


dE > 
r au (17.51) 
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On en conclut que le développement en série de Taylor pour les 
extréma situés aux sommets des zones ne comporte pas de termes 
linéaires. Considérant que les vecteurs g,, g., g4 sont mutuellement 
orthogonaux, nous pouvons trouver une expression approchée de 
l'énergie au voisinage du point k. Il est nécessaire que les trois 
équations suivantes soient valables 


E+ (k) = Et (k) + 
LÉ (1same) k°)2 (i=4,2,3). (47.52) 


Pour qu’elles le soient simultanément, il faut que chacune 
d'elles soit juste pour les projections de (k — Ki) sur les vecteurs 
g: correspondants, de ne que 


E (k)= E* (k°) + DE 7 (1 + LP gp) Gi #3) = 
= Es (K?) + S ges Gi). (17.53) 


i=1 

Les signes plus et moins s'appliquent respectivement aux états 
extérieurs et intérieurs pour chaque surface. L'importance de la 
discontinuité sera variée pour différentes directions. La largeur de 
la bande interdite dite thermique correspond à la plus petite des 
trois valeurs (2| Ug,l) puisqu'elle est déterminée par la largeur 


minimale de la bande interdite pouvant intervenir dans les proces- 
sus de la conduction électrique. Dans les processus pour lesquels 
la conservation de la quasi-impulsion est primordiale, la largeur de 
la bande interdite sera différente, de sorte qué la largeur de la bande 
interdite dite optique peut varier depuis une valeur minimale jus- 
qu’à une valeur maximale de (2| Ug, |). 


L'existence d’une discontinuité dans le spectre d'énergie ressort 
de l'équation même de l'énergie. En s’éloignant du point kK l'énergie 
croît par rapport à E* (k°) ou bien diminue par rapport à E” (ki); 
E (k°) ne peut varier dans ce cas, tandis que l’existence d’une discon- 
tinuité des valeurs d'énergie correspondant aux points du plan fron- 
tière entre zones entraîne une variation d'énergie due à la variation 
de E (k,) et du terme linéaire figurant dans l'équation. 

Afin de préciser l'expression pour l'énergie au voisinage des 
sommets de la zone de Brillouin, on doit tenir compte de sa quadruple 
dégénérescence et mettre la fonction d'onde lors de l’approximation 
d'ordre zéro sous la forme: 


& 
w (r) =2 ave, (r), (17.54) 
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Fig. 18. Relation entre l'énergie et le vecteur d'onde le long d'une direction 
donnée 
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où 


Yi (r) = 7 


eitkr) : CFE (j—4,92,3). (47.55) 


Ÿk, (r) = — TE 


Pour déterminer EÆ (k), on obtient une équation du quatrième 
ordre. 

Voyons maintenant quelle sera la forme des surfaces d'’égale 
energie dans les différentes zones de Brillouin et comment varie 
l'énergie en fonction de | k | le long de cer- 
taines directions. 

Dans le voisinage du centre de la pre- 
mière zone de Brillouin où k = 0 les sur- 
faces d’égales énergies sont des sphères (sur 
la fig. 17 sont représentées les lignes d’égale 
énergie d'un réseau bidimensionnel). À me- 
sure que l’on s'éloigne du centre, les sphères 
se déforment de plus en plus. On pourra se 
faire une idée du caractère de cette défor- 
mation en examinant les surfaces d’égale 
énergie dans les régions voisines des som- 
mets: là ces surfaces doivent être de forme 
ellipsoiïdale. 

Fixons-nous maintenant une certaine 
direction et voyons comment varie l'énergie 
en fonction de |k]. Comme les surfaces 
d'égale énergie sont déformées, les courbes 
représentant l'énergie en fonction de |k| 
suivant de différentes directions seront né- 
cessairement différentes. Sur la fig. 18 on 
trouve le graphique de E (k) le long d’un 
axe perpendiculaire aux frontières des zones 
de Brillouin. La courbe en pointillé corres- 
pond à la fonction Æ° (k) d'un électron 
Fig. ve ee énergéti- libre. La distance du centre à la frontière 
que dans la première z0- étant différente pour différentes directions, 

ne de Brillouin ge . à jt : : 
la position du point où l'énergie subit une 
discontinuité dépend de la direction et 
l'ampleur de la discontinuité est différente suivant la direction 
considérée. La variation de l'énergie en fonction de |k| peut être 
étudiée au-delà des limites d’une zone donnée (en trait pointillé 
sur la fig. 18) et on constate alors que l'énergie est bien une 
fonction périodique de k: 


E (k + 2nb) = E (k). (17.56) 


On peut utiliser un autre mode de représentation de cette rela- 
tion. Du fait du caractère périodique de la fonction E (k) on peut 
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déplacer dans la première zone de Brillouin les segments de courbes 
tracés en traits pleins sur la fig. 18. Dans ce cas l'énergie est une 
fonction multivoque du vecteur d'onde, mais reste univoque dans 
les limites de chaque zone, ou bande, d'énergie. Remarquons que 
dans les solides réels l'énergie peut être une fonction multivoque 
du vecteur d'onde même dans les limites d’une bande. Pour rendre 
plus commode l'utilisation de ces graphiques, on les dispose de 
façon que les extréma de deux zones contiguës se trouvent au centre 
de la première zone de Brillouin (fig. 19). Nous verrons cependant 
dans ce qui suit que les extréma d'énergie des cristaux réels, appar- 
tenant aux différentes bandes, peuvent se trouver en des points 
distincts de la zone de Brillouin. 


Résumé du $ 17 


1. La solution de l'équation de Schrôdinger pour un électron 
est adoptée dans la théorie de l’électron quasi libre en tant qu’appro- 
ximation d'ordre zéro pour un électron se trouvant dans un champ 
périodique : 


HT a; p(k=-E; (17.1r) 
ve (r) = 7 either), (47.2r) 


2. L'énergie potentielle du champ d’un réseau cristallin est. 
considérée comme une perturbation 


W (r)= U (r). (17.3r) 


Si k’ + k + 2xb, les éléments matriciels de l'opérateur W, cal- 
culés à l’aide des fonctions d'onde £ (r) sont différents de zéro; 
ils sont alors égaux aux coefficients du développement de la fonc- 
tion U (r) en série de Fourier: 


’ k’ 
/ LA — —— = = mm 
Wik=Ur=c; D 57 


(17.4r) 


Us doit être plus grande pour les petites valeurs de | b] que pour 
les grandes, puisque les grandes valeurs de | b| correspondent à des 
« harmoniques» du champ U (r) d’un ordre plus élevé. 

3. En première approximation de la théorie des perturbations 
le spectre d'énergie se trouve décalé vers le bas de (U). En deuxième 
approximation, le terme correctif à l'énergie est pratiquement nul 
pour la majorité des états de l’électron. On trouve cependant des 
états pour lesquels les termes correctifs à l'énergie ou à la fonction 
d'onde deviennent infinis. Le sens physique de cette particularité 
est que les états correspondants sont dégénérés. 

4. Les états dégénérés de k sont situés sur des plans satisfaisant 
à l'équation 


(b, k + xb) = 0 (17.0r) 
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qui n'est autre que l’équation de Bragg. Il est commode de prendre 
ces plans pour frontières des zones de Brillouin. La solution que 
fournit la théorie des perturbations au problème des états dégénérés 
montre que l'énergie devient discontinue, avec un intervalle de 
rupture égal à 2| UL,|, aux points de dégénérescence, c'est-à-dire 
aux frontières des zones de Brillouin. 

5. Les discontinuités de l'énergie font apparaître des disconti- 
nuités dans le spectre énergétique, qui représentent les valeurs inter- 
dites de l'énergie appelées bandes interdites. 

La largeur d’une bande interdite est égale à 2 | U, | et doit donc 
croître avec le champ potentiel. À mesure que l'énergie croît, la 
largeur des bandes interdites diminue et la largeur des bandes per- 
mises augmente (fig. 19). 

6. Physiquement, l'apparition de bandes dans le spectre éner- 
gétique de l’électron est le résultat de l’interférence des ondes élec- 
troaiques consécutive à une réflexion de Bragg. 

7. La masse effective de l’électron change de signe lorsque l’on 
passe d’un maximum à un minimum d'énergie. Si on néglige l'unité 
devant les autres termes dans le dénominateur de l'équation (17.45), 
on trouve: 

m* 


m LE FE 


[Us |. (17.6r) 


Cette dernière équation montre que: a) | m* | est proportionnelle à la 
largeur de la bande interdite; b) | m*| décroît lorsque l'énergie 
augmente, et que par conséquent dans les bandes d'énergie supé- 
rieure | nm* | est plus petite que dans les bandes d'énergie inférieure. 

8. Au voisinage d’un extrémum l'énergie est une fonction qua- 
dratique du vecteur d'onde. Les surfaces d’égale énergie sont ortho- 
gonales aux frontières des zones de Brillouin. 


$ 18. Théorie de l’électron quasi lié 


Dans cette approche théorique, pour trouver une solution à l’équa- 
tion de Schrüdinger d’un électron soumis à l’action d'un champ pério- 
dique 


Hy (r) = Ey (r), | — 


H — —  A+U(): U(r)=U(r+n), 


on adopte en qualité d'approximation d'ordre zéro l'état d'un électron 
dans un atome isolé. En désignant par H, l’hamiltonien d’un atome 
isolé 


H, — —A+V (r) (18.2) 
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l'équation de Schrôdinger correspondante sera : 


Hoa (r) = Eu (r), (18.3) 


V, (r) étant l'énergie potentielle de l’électron dans un atome isolé, 
E,, l'énergie d’un certain niveau énergétique et w, (r), la fonction 
d'onde de l’électron correspondant à ce niveau. La fig. 20 représente 
un schéma des niveaux énergétiques d’un atome isolé. La fonction 


Fig. 20. Energie potentielle ct niveaux énergétiques d'un atome isolé 


d'onde atomique se caractérise par le fait que sa valeur dépend forte- 
ment de la distance ; à partir d’une certaine valeur de r, cette fonc- 
tion decroît suivant une loi exponentielle. On admet que la solu- 
tion de l’équation relative à l’atome soit bien connue. Pour deter- 
miner en première approximation l'énergie d’un électron apparte- 
nant à un assemblage cristallin d’'atomes on doit choisir une fonc- 
tion d'onde en approximation d'ordre zéro. Supposons tout d’abord 
que les atomes constituant le cristal soient indépendants (aucune 
interaction). Plaçons l'origine des coordonnées à un noyau quel- 
conque; nous pouvons alors décrire les coordonnées de tous les 
autres noyaux par le vecteur translation: 


N = ja, + Noos + Nos. 

En désignant par r un rayon vecteur courant, la distance entre 
un point donné ret le noyau n est égale à | r —n|,et la fonction 
d'onde d’un électron faisant partie du n-ième atome est vw, (r — n). 

La fonction d'onde d’un électron du cristal Ÿ° (r) doit être formée 
à partir des fonctions d'onde atomiques w, (r —n): 

y? (r)= Ÿ co (r— m). (18.4) 
nn 

Les coefficients cn sont choisis de manière que 1° (r) satisfasse à 
la condition de translation : 


0 (r+-n) = eitkn)ÿo (r), (18.5) 
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n étant le vecteur translation et k le vecteur d'onde. L'équation (18.5) 
pourrait être satisfaite si c\ était de la forme: 


Cm = eikm), (18.6) 
ce qui donne 
ÿ (r)= D et&m)y, (r— m). (18.7) 


Vérifions si la fonction (18.7) satisfait à la condition (18.5): 
p(r+n)= 2 ef&mpe (r—m+n)= 
= ein) ©! ei, mn), [r—(m—n)]—eitm) À 'eitklp,(r—1). (18.8) 
m 1 


11 est évident que le vecteur 1 — m — n assume les mêmes valeurs 
que m, mais dans un ordre différent ; aussi peut-on écrire : 


2 ep, (r—1) = y (r), (18.9) 


ce qui démontre que la condition (18.5) est remplie. 

Les fonctions w, (r — 1) étant normées à l'unité, la fonction 
Ÿ° (r) n’est donc pas normée et il nous reste à trouver le facteur de 
normalisation : 


À po (r) 9 (r) dr = 
= [ [Seins (r—m) ][ 5 ete (r—n) ]ar = 


= ÿ > eik.n-m) | va (r—m)a(r—n) dr. (18.10) 


La somme double se laisse facilement réduire à une somme simple. 
Posons en effet : 


r—m—=r:r—r +m;: dt = dx. (18.11) 
On aura alors 
[ui—m)patr—mar= | yé(r)petr—(n—m)lar. (18.12) 


L'intégrale du produit des fonctions d'onde £f (r') et 
Ÿ, [r’ — (n — m)] dépend non pas de la position des noyaux n et 
m, mais seulement de la distance qui les sépare t — n — m. 
Convenons de désigner 


| té (r') Va (r’—t) dr = 8. (18.13) 


Lorsque t — 0, $, — 1. Si la distance entre deux noyaux est grande, 
les fonctions d'onde correspondantes ne se recouvrent pas et les 
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$+ seront pratiquement nuls. Ils ne seront différents de zéro que 
pour les petites valeurs de t. Puisque pour un m fixé les grandeurs 
(n — m) et t passent par les mêmes valeurs, la sommation par rap- 
port à n sera équivalente à la sommation par rapport à t: 


S'eitk. n-m) | #i(r—m)ÿa(r—n)dr= S'eikoS,. (18.14) 
n t 


Dans le deuxième membre de cette égalité nous trouvons N termes 
identiques de la forme [S'eït)S,], N étant le nombre d'atomes 
t 


constituant le cristal. On peut donc écrire: 


| Y(r)W(r)drt=N ÿ» eitktS,. (18.15) 
t 


Déterminons maintenant la forme de l'opérateur perturbation. 
Supposons que notre cristal soit à tel point « distendu » que l'on 
puisse négliger les interactions des atomes. Dans ce cas le champ 


u(r) 


0 


Fig. 21. Le champ du réseau d'un cristal « distendu » 


potentiel périodique du cristal se présente comme une répétition pério- 
dique du champ potentiel d'un atome isolé (fig. 21); on peut donc 
écrire : 
U(r>=Ù V;(r—n). (48.16) 
n 


La caractéristique dominante de cette somme est qu'en tout 
point r la fonction U (r) ne dépend que de la courbe de potentiel de 
l’atome le plus proche de ce point. Lorsqu'on rapproche les atomes 
du cristal, on trouvera qu'en tout point r la somme de toutes les 
courbes de potentiel dues aux atomes isolés redonne l'énergie poten- 
tielle de l’électron soumis à l’action du champ de force de tous les 
atomes (fig. 22), mais sans tenir compte des interactions des atomes 
eux-mêmes; la somme n'est donc pas self-consistent. Posons que 
le caractère self-consistent de l'énergie potentielle du champ du 
réseau cristallin puisse être obtenu par la superposition d’une énergie 
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W (r), telle que l’on ait: 

U(r)=2> Ve(r—n)+W (r). (18.17) 
La fonction W (r) est une fonction périodique puisque U (r) et 
SD V,(r—n) sont périodiques; W (r) ne possède aucun point 


n 
singulier ; les points singuliers de la fonction U (r) sont représentés 
sur les courbes de potentiel atomiques V, (r —n), de sorte que 


Fig. 22. Le champ du réseau d'un cristal compte non tenu des interactions des 
couches électroniques 


W (n) est voisine de zéro et W (r) est toujours limitée. Il est facile 
de déterminer la forme analytique de la fonction W (r) dès que l'on 
connaît celles de U (r) et de V, (r — n): 


W (r)}=U(r)— ÈS V,(r—n). (18.18) 


La valeur de W (r) est négative tant qu'il y a attraction mutuel- 
le des atomes et deviendra positive quand se manifestera la répul- 
sion des atomes due à une compression puissante du cristal. 

Déterminons maintenant l’énergie. On sait que partant de l’ap- 
proximation d'ordre zéro de la fonction d'onde w° on arrive à la 
valeur de l'énergie en première approximation E‘ : 


— AT D Va(r—n) + W (r) ] 4° (r)= Et (r). (18.19) 


2m 


Multipliant (18.19) par Ÿ°* (r) et étendant l'intégration au volume 
du cristal, il vient: 


for -a+ D vee-n+w(]wmér 


EU) — (18.20) 


PACE 
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Le dénominateur de (18.20) a déjà été calculé (voir équation 
(18.15)). Trouvons le numérateur que nous désignerons par I: 


= (pe A+ SD Ve(r—n)+W (r |] (ndr= 


= {pesage -n][ 5 4+5 7 a-n+Ww(t]x 
1 n 
x [3 ep (rt) |} dre {5 et À 48 (r 1) x 
t 1,4 " 


x[— a+ 5 Ve(r—n)+W(r]te(r—t} dr. (18.21) 


Posons : 
It=p;r=r" +l;r—]1l=7#r; dr = dr; (18.22) 
n’'=n—]l;: Wir) =W (r). 


L'intégrale I peut alors être représentée sous la forme de sommes 
simples, par un procédé analogue à celui que nous avons utilisé 
pour le calcul du facteur de normalisation de W° (r): 


I= NÉ Den [use HAE D Ver —n)+ 
P n° 
+W (r°) [abs (r—p) ar’ } . (48.23) 
Si nous tenons compte de ce que: 
TH artvet—p)+{ D Va'—n)+W(r)} ]ve(r—p)= 
n’#£p 


=Ecta(r—p}+{ 3 Vat—n)+W(r)}val—p} (18.24) 


n°#p 


nous trouvons : 
IN Sein | pit) [E+{ 5 Vet-n)+W(—p)}]x 
P n°#P 
XVa(r—phdv=NE, Sets, +N 5 eitr) | pe (r') x 
P P 


x { D Var —n')+ W()} pa(r—phdv. (18.25) 


n°#p 
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Considérons le terme du deuxième membre pour lequel p = 0 et 
désignons-le par C: 


c=| gr(r) { S Ve (r—n')+ W (r)} ba(r')dr’. (18.26) 


n°70 


La grandeur C représente la valeur moyenne de l'énergie potentielle 
de l’électron d'un certain atome, soumis à l'influence de tous Les autres 
atomes dans les conditions d'un champ self-consistent. Nous pouvons 
maintenant mettre I sous la forme: 


I=NE, D ets, + NC4N 3 eiu” | 42 (r') x 
P 


P 


X[ D Vatr—n)+Ww a)]tat—p}ar. (18.27) 


n°#p 


Désignons par À (p) l'intégrale figurant dans (18.27) 
fa D va -n)+W(r)]vt-—pér =A(p). (18.28) 


n°£p 

La grandeur A (p) représente l'énergie d'échange qui apparait 
du fait que tout électron peut être trouvé auprès de n'importe quel noyau 
avec une certaine probabilité. Cette particularité tient à ce qu'à la 
formation de À (p) participent les fonctions d'onde de deux atomes 
distants de | p|. Autrement dit, deux noyaux espacés de |p| peu- 
vent échanger d'électrons. L’échange se fait par l'intermédiaire du 
champ de tous les noyaux à l'exclusion des deux noyaux considérés 
et par l’intermédiaire de la composante périodique self-consistent 
du champ du réseau W (r). Il est évident que À (p) ne peut être 
substantielle que pour de petites distances |p|, car À (p) = 0 
lorsque p est grande, étant donnée la forme exponentielle des fonc- 
tions d'onde. Au point de vue physique cela signifie que l'échange 
ne se produit qu'entre atomes qui sont voisins immédiats. Deux atomes 
quelconques du réseau échangent de leurs électrons par une série d'échan- 
ges se propageant de proche en proche d'un atome intermédiaire au 
suivant. En d'autres termes, les électrons ne sont pas localisés auprès 
de noyaux déterminés, mais au contraire se déplacent pour ainsi dire 
« librement» à travers le réseau cristallin en passant d'un atome à 
l'autre par un processus d'échange. I] est à noter d'autre part que 
l'apparition de la grandeur À (p) est essentiellement due au champ 
périodique W (r) dont l'amplitude atteint une intensité notable 
dans le voisinage immédiat des noyaux, tandis que la valeur de 
V,(r — n°) avec n° Æ0etn’  p est petite au voisinage des 
novaux échangeant leurs électrons. 
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En utilisant la valeur trouvée pour I, l'expression déterminant 
E® s'écrit: 
N [£a N ep, LC +N ei(kp) 4 (p)] 
LE D 
NN ets, ne 
D 


= E+C[ Y ets, |" + (18.29) 
P a— 


| eitkprs, 
p 

Nous voyons qu'en approzimalion d'ordre zéro l'énergie des élec- 
trons appartenant à un système d'atomes est égale à celle d'un électron 
de l'atome isolé E,. Lorsqu'on rapproche les atomes (donc lorsqu'on 
commence à tenir compte des interactions des électrons avec les 
noyaux et avec les électrons d’autres atomes) Les niveaux énergétiques 
baissent d'une valeur C el se scindent en une bande d’une certaine lar- 
geur. En remarquant que S, Æ 0 lorsque p 0, nous écrivons: 


EU =E, + C+ Y eikp)A (p). (18.30) 
P 


Pour illustrer ces considérations prenons en qualité de premier 
exemple un réseau cubique simple. Tout atome de ce réseau possède 
six atomes Ics plus-proches , dont les coordonnées sont : 


(4, O, 0); (—1, 0, 0) 
= a # (0, 1, 0); (0, —1, O0)“. (18.31) 
(0, 0, 1): (0, U, —1) 


En posant que l'énergie d'échange est isotrope: À (p) = 
= A(]|p}) = À et en négligeant l'échange d'électrons entre atomes 
plus éloignés, nous obtenons: 


EMULE, + C+724A (cos k,a +- cos k,a + cos k.a) =E (k). (18.32) 
L'énergie est une fonction quasi continue du vecteur d'onde k 
et varie dans un intervalle compris entre Ein €t Ermax : 


Ein = Ea+C—61|A Ë 
Evnax = Es+C+614]. (18.33) 


Ainsi, l'interaction des atomes a pour résultat que le niveau éner- 
gélique E, d'un atome isolé baisse d'une valeur C et donne naissance 
à une bande de largeur égale à 12 | À | (cas d'un réseau cubique simple). 
Les bandes d'énergie sont séparées par des bandes interdites. La largeur 
d'une bande d'énergie dépend de la valeur de l'énergie d'échange À. 
Or, cette derniere est fonction de l'étendue de la région où les fonc- 
tions d'onde se recouvrent: l’énergie d'échange étant d'autant 


S—USYS 
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plus grande que le recouvrement des fonctions d'onde atomiques est 
plus important. Il s'ensuit que les niveaux d'énergie correspondant 
aux couches électroniques internes se dédoublent en bandes plus étroites 
que ne le font les niveaux correspondant aux électrons périphériques 
et ceci justement pour la raison que les électrons des couches inter- 
nes sont localisés dans des régions spatiales moins étendues. La 
fig. 23 donne le schéma de la formation de bandes à partir des niveaux 
d'énergie des atomes. 

Le schéma de la fig. 23 met bien en évidence qu'à mesure que 
l'énergie croit, la largeur des bandes permises augmente, tandis que 
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Fig. 23. Formation de bandes d'énergie Fig. 24. Formation de bandes d'éner- 
à partir des niveaux énergétiques des  gie lors du rapprochement des ato- 
atomes Jors du rapprochement de mes 

ceux-ci 


la largeur des bandes interdites diminue. Autrement dit, un niveau 
d'énergie baisse et s'élargit d'autant plus qu'il est plus haut placé. 

La fig. 24 donne un schéma de la formation de bandes d'énergie 
à partir de niveaux d’atomes isolés lorsqu'on rapproche ces derniers 
les uns des autres, donc lorsqu'on fait varier le pas d’un réseau, a, 
désigne le pas d’un réseau cristallin réel. 

Dans le cas des systèmes quadratique ou rhombique, les distances 
interatomiques étant variables suivant les directions, l'intégrale 
d'échange peut dépendre de la direction considérée. Représentons 
les coordonnées des atomes voisins p sous la forme : 


(a, 0, 0); (—ay 0, 0) 
p=— 4(0, a, 0); (0, — as, 0) | (18.34) 


(0, 0, az); (, 0, —a3) 
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en désignant les énergies d'échange correspondant à ces différentes 
directions par À;, 4: et As, nous pouvons écrire : 


E(kH)=E, +C +24, cos ka, + 24, cos kyae + 
+ 24, cos k,as. (18.35) 


dE (k) _ 

n —=0. 

Il apparaît aussitôt que les extréma de l'énergie se situent aux points 

ko = 0 et ko = + — , donc au centre et aux sommets de la zone de 
(4 


Brillouin. 
En développant E (k) en série de Taylor par rapport aux points 
k, nous trouvons: 


Déterminons les points d’extrémum en posant que 


1 d'E E 
E(k)=Eeurt 5e" (k—ko) +... (18.36) 
ou encore: 
3 3 
E(k)=E,+C+2Y A+—i rs k? (ka—=0) (18.37) 
= 1 i-! 
et 
° 1 h° 2 
E(k)=E+C—25 A+ + CE —) (ko = + =). 
i=1 i= 1 
(18.38) 
La masse effective m* est définie par l'expression : 
24°a 
TE 0 (ÿ 
m° = + 0 A O , (18.39) 
0 2434; 


le signe moins correspondant au point k, — 0 et le signe plus aux 

: T "' TT 
points (+: Le, ++) = Han (b,, be, b:). 

Le signe de la masse effective se trouve déterminé par celui de 
l'énergie d'échange. Lorsque À; > 0, on trouve au centre de la 
zone de Brillouin un maximum d'énergie, les minimums se trouvant 
aux sommets de la zone. Lorsque À; < 0, les maximums d'énergie 
se situent aux sommets de la zone, et le minimum en son centre. 

L'énergie est bien une fonction quadratique de (k — k,) et 


périodique de période 2xb, ainsi qu'il ressort directement de la forme 
analytique de la fonction E (k). 


Se 
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Les composantes du tenseur masse effective aux points corres- 
pondant aux maximums et aux minimums ont le même module, 
mais sont de signes contraires. Cela revient à dire que dans les limites 
d’une seule et même zone de Brillouin, la forme des surfaces d'égale 
énergie est la même près d’un maximum et d’un minimum. Les 
composantes du tenseur mas.e effective sont inversement proportionnel- 
les à l'énergie d'échange : 


Or, comme l'énergie d'échange détermine la largeur de la bande 
d'énergie correspondante, on peut dire que la masse effective est 
inversement proportionnelle à la largeur de la bande d'énergies permi- 
ses. Il en résulte directement que la masse effective des porteurs de 
charge est d'autant plus faible que la bande d'énergie considérée est 
située plus haut dans l'échelle des énergies. 

Au voisinage des extréma, les surfaces d’'égale énergie se pré- 
sentent sous la forme d'ellipsoides; pour A4; < 0 (k, — 0) l’équa- 
tion d'une telle surface est par exemple : 


hè k? k? k° 
E (k) = Ein + (+ + À) - (18.41) 


Il y a dans ce cas huit maximums correspondant aux huit sommets 
d’un cube. Or, puisque toute surface d'égale énergie, centrée sur un 
des sommets du cube n'appartient à la première zone de Brillouin 
que pour 1/8, la première zone ne comportera donc qu'un seul ellip- 
soide d'énergie. Ce résultat est à retenir car il sera utilisé chaque 
fois que l’on voudra calculer la densité d'états dans une bande du 
réseau. 

Dans le cas d’un réseau cubique simple l'énergie d'échange est 
isotrope : À (p) — À (Ip }), et la masse effective est donc un scalaire: 


Fe DELLE (18.42) 


Va A 


Au voisinage d’un extrémum les surfaces d’égale énergie sont 
des sphères. La manière dont l'énergie dépend du vecteur d'onde 
ressort de la fig. 25; les surfaces isoénergétiques correspondantes 
sont de la forme représentée fig. 17. 

Voyons maintenant quelle est la largeur de la bande interdite. 
Nous définissons la largeur AE, d’une bande interdite située entre 
la n-ième et la (n + 1)-ième bandes d'énergie comme la différence 
d'énergie minimale entre ces bandes: 


AE = E(n+1)min — n max: (18.43) 
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En portant dans cette équation les équations (18.37) et (18.38) pour 
les extréma d'énergie dans ces deux bandes, il vient : 
3 


AE, = lEan+n + Curn—2 Ÿ | Aimen 
3 
dE [Ecn +Ca + 2 > | Ain I] — 


3 
— (Ea(n+ 1) SE E,] + [Cn+ 1) — Ch] on 2È (| Ai(n+1) | + | Ain |). (18.44) 


Cette équation est d’une interprétation facile. Posons pour simpli- 
fier que C,+1 & Can. La largeur de la bande interdite est alors plus 
petite que l'intervalle entre les niveaux 
E intn — Eans la différence étant égale à Ff 
la demi-somme des largeurs des bandes per- 
mises avoisinantes. Or, comme la distance 
séparant deux niveaux diminue à mesure 
que l'énergie croît, et que la largeur des 
bandes permises croît en même temps, la 
largeur des bandes interdites doit diminuer. 
Cette conclusion permet d'expliquer la 
variation de la largeur de la bande inter- 
dite en fonction du numéro atomique des 
éléments appartenant à un même groupe. 
La largeur de la bande interdite séparant 5 k 
la bande de valence et la bande vide la — 7 
; on x à a a 

plus proche doit diminuer à mesure que croit 
le numéro atomique dans l’ordre diamant, Fig. 25. Relation entre 
silicium, germanium, étain gris, ce qui est l'énergie et le vecteur 
conforme aux résultats expérimentaux. d'onde pour 4 0 et 

Le signe que prend À; dans deux bandes A<9 
d'énergie voisines est d’une grande impor- 
tance pour interpréter correctement nombre de phénomènes. Lors- 
que A;n+n et Ain Sont de même signe, le maximum et le minimum 
d'énergie de ces bandes se trouvent dans différents points de la zone 
de Brillouin (au centre et aux sommets de la zone). Dans le cas con- 
traire, le minimum et le maximum se situent respectivement dans 
les mêmes points de la zone de Brillouin (fig. 25). A chaque 
bande d'énergie correspond sa propre zone de Brillouin, et on 
considère que celles-ci sont pour ainsi dire superposées. 

L'expression en cosinus que nous avons trouvée pour E (k) d’un 
réseau cubique simple a été obtenue en ne tenant compte que de 
l'énergie d'échange À (1, 0, 0) des atomes les plus proches. Si on 
prend en considération des atomes plus distants, l’équation pour 
E (k) devient plus compliquée, mais les conclusions que l'on pour- 
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rait en tirer restent les mêmes. Introduisons, par exemple, l'énergie 
d'échange À (1, 1, 0) avec les atomes de coordonnées a (1, 1, O): 
(1, 0, 1), etc. .. Alors, l'énergie sera donnée par l'expression: 
E (k) = £E, + C + 24 (1, 0, 0) (cos k,a + cos k,a + cos k,a) + 
+ 2A (1, 1, 0) [cos (k, + k,) a + cos (k, — k,) a + 
+ cos (k. + k.,) a + cos (k, — k,) a + 
+ cos (k, + k.) a + cos (k, — k,) al]. (18.45) 


Dans le cas où | 4 (110) | <]A (100) |, la forme des surfaces 
d'égale énergie n'en sera que faiblement affectée; si cependant 
| À (100) ] — | 4 (110) |, la position des points extrémaux et la 
forme des surfaces d'égale énergie seront notablement modifiées. 

Voyons comment l'énergie dépend de la quasi-impulsion dans 
le cas d’un réseau cubique centré lorsqu'on ne tient compte que des 
interactions entre les plus proches atomes voisins. En faisant coïn- 
cider l'origine des coordonnées avec l'atome se trouvant au centre 
du cube et en désignant par a l’arête du cube, les coordonnées des 
atomes occupant ses sommets sont : 


(1, 4. 1); (—1, —1, —1) 
a (— 1, L: 1) ; (1. — 1, — 1) 
PT À (1. —1. 14): (—4, 1, —1) 
(1. 1. — 1); (— 1, — 1; 1) 
En portant (18.46) dans (18.30) il vient : 


E(k)=E5+C+2A [cos (kx+k,+k:)#++ cos (—k.+ ky+ ke) + 


(18.46) 


+ cos (kx— ky+k:) + cos (kx + ky— K:) 5] _ 


= E, + C+8A cos ée - COS ue. cos CE, (18.47) 


LU) 2 

Il ressort de cette dernière équation que les extréma de l'énergie 
s'obtiennent lorsque les cosinus sont égaux en module à 1: 

Emin= Ea+C—8|A|, ; 
ve (18.48) 

Emax = a+C-+8|ÀA|. 
La largeur de la bande d'énergie vaut donc 16 | À |. 

Si on construit dans l'espace des k un cube d'arête Æ ,ce 


cube comportera 27 points extrémaux: un extrémum au centre 
du cube, six aux centres des faces, huit aux sommets du cube et 
douze aux milieux des arêtes. On note cependant que le volume 
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de ce cube est plus grand que celui de la première zone de Brillouin, 
en forme de dodécaëdre. 

Considérons maintenant un réseau cubique à faces centrées et 
en calculons l'énergie en fonction du vecteur d'onde. Superposant 
l'origine des coordonnées à un atome occupant un des sommets du 
cube, d'arête a, les coordonnées des 12 atomes voisins les plus 
proches sont définies par: 


M. 4.0): (1,0 1); (0, 1, 1) 
a O—4, 1,0): (1,0, —14); (0. —1, 1) 
P2 (M, —1. 0): (—1,0, 1); (6, 1, —1) (° 
ben 0e 01) (06 1 
(18.49) 


En admettant que l'énergie d'échange est isotrope, nous trouvons: 


E(k)= E:+C+24A [ cos (kx+h,) + + cos (4; — À) 5 + 


+ cos (He + k) + cos (ke —k) + + cos (ln + ke) + 


+ cos (ky— kr) 5 |=Ec+C+44 [ cos 5 + COS —— + 
ak, ak; aky ak; 
+ COS — - COS + + CUS —— + COS — | (18.50) 


Posons que À >> 0. Dans ce cas un maximum d'énergie se trouve 
au centre de la zone de Brillouin, sa valeur est égale à : 


Emax = Eo + C+124. (18.51) 


Le minimum d'énergie ne peut être égal à Æ, + C — 124, puisque 
cela exigerait que les produits des cosinus pris deux à deux devraient 
être égaux à —1, ce qui est impossible. Appliquant à (18.51) les 
conditions correspondant aux extréma, on trouve: 


Erin = En C—44. (18.52) 


d'où on tire que la largeur de la bande d'énergie vaut 16] À | et 
non pas 24 | À |. 

Pour conclure ce paragraphe, faisons quelques remarques au 
sujet de la dégénérescence des niveaux atomiques. Le niveau s d'un 
atome est un niveau simple, tandis que tous les autres niveaux sont 
dégénérés ; le facteur de dégénérescence (sans tenir compte du spin) 
vaut g — (21 + 1), où L est le nombre quantique orbital: les ni- 
veaux p seront donc trois fois dégénérés, les niveaux d le seront 
cinq fois, etc. Grâce à l'interaction des moments magnétiques 
orbital et de spin de l’électron, les niveaux d'énergie se caractéri- 
sent par une structure dite fine. 
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Or, si les niveaux d'énergie atomiques sont dégénérés, la fonc- 
tion d’onde de l’électron d’un réseau cristallin doit nécessairement 
en tenir compte, ce qui nous conduit à écrire: 


dt (r) — 2. eikme Fac (r—n), (18.53) 


où c, est un coefficient inconnu et a peut assumer g valeurs diffé- 
rentes. En rapportant (18.53) dans (18.19), on peut évaluer l’éner- 
gie £. Ce nouveau résultat se distingue de celui étudié ci-dessus en 
ce que les intégrales calculées en utilisant des fonctions d'onde ato- 
miques différentes sont elles aussi différentes. Il en résulte que la 
dégénérescence peut être complètement ou partiellement levée et 
on peut obtenir pour la bande p trois branches distinctes E (k) de 
l'énergie. 
Resumé du $ 18 

1. Dans la théorie de l’électron quasi lié à l’atome d’un réseau 
cristallin, on utilise en qualité d’approximation d'ordre zéro de 
l'hamiltonien du champ du réseau, l’hamiltonien d'un électron 
lié à un atome isolé. L'opérateur perturbation représente alors l’éner- 
gie d'interaction des atomes ainsi que l'énergie de l’électron soumis 
à l’action du champ de tous les autres noyaux atomiques. La fonc- 
tion d'onde de l’électron d’un cristal se présente sous forme d’une 
combinaison linéaire de fonctions d'onde atomiques, satisfaisant 
à la condition de translation. 

2. Sous l'action d’une perturbation représentant l'interaction 
d’un électron d’un atome donné avec tous les autres noyaux et 
leurs couches électroniques, les niveaux d’énergie E, d’un électron 
lié à un atome se trouvent notablement modifiés: ils se placent 
plus bas dans l’échelle des énergies et s’élargissent en outre en ban- 
des d'énergie. 

3. Un niveau d'énergie ÆE, baisse d'autant plus qu'il est plus 
haut placé dans l’échelle des énergies correspondant à l'atome isolé ; 
ceci tient à ce que la dimension du nuage électronique augmente à 
mesure que l'énergie croît. 

4. Si on rapproche les atomes aussi près que possible, on cons- 
tate qu'à partir d'une certaine distance commence à se manifester 
une force de répulsion entre les couches électroniques des atomes; 
l'énergie potentielle W (r) devient alors une fonction positive, rapi- 
dement croissante, ce qui relève le niveau d'énergie £, (C > 0). 

5. La largeur d’une bande permise est proportionnelle à l'inté- 
grale d'échange, qui croît avec £,; donc la bande permise est 
d'autant plus large qu’elle correspond à une énergie plus grande 
(fig. 23). 

6. La largeur d’une bande interdite est d'autant moindre que 
les bandes permises sont disposées plus haut. La diminution de la 
largeur des bandes interdites, que l’on observe lorsque l'énergie 
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croit, est due d’une part à la diminution de l'intervalle entre les 
niveaux d'énergie et d'autre part à l'élargissement des bandes per- 
mises. Pour de grandes valeurs de l'énergie, on peut observer un 
recouvrement des bandes avoisinantes (fig. 23). 

7. La masse effective d’un électron est inversement proportion- 
nelle à l'intégrale d'échange et donc à la largeur de la bande permise 
correspondante. Comme toute augmentation de la largeur de la 
bande permise entraîne une diminution de la bande interdite, on 
doit s'attendre à ce que la masse effective de l’électron soit plus 
faible pour des substances caractérisées par une plus petite largeur 
de la bande interdite. 

8.. Toute action capable de modifier les distances interatomiques 
dans un corps solide (élévation de température, traction, compres- 
sion) entraîne une variation de l'étendue du recouvrement des fonc- 
tions d'onde, donc une variation de l'intégrale d'échange; de ce 
fait la largeur des bandes permises, la masse effective et la largeur 
des bandes interdites se trouvent également modifiées. Il en résulte 
la variation des propriétés physiques des semiconducteurs dépen- 
dant de la largeur de la bande interdite ou de la valeur de la masse 
effective. 

9. La structure de bandes du spectre énergétique d'un corps 
solide apparaît aussi bien dans la théorie de l’électron quasi libre 
que dans celle de l’électron quasi lié. La première théorie fournit 
des résultats plus précis lorsque les énergies en cause sont grandes 
et la seconde s'applique surtout dans le cas des énergies faibles. 


$ 19. Le procédé de la masse effective. 
Modification du spectre énergétique d’un cristal sollicité 
par des champs extérieurs 


Considérons un semiconducteur soumis à l’action d'un champ 
extérieur V (r) et cherchons les solutions de l'équation de Schrô- 
dinger correspondante : 


0 
[ Ed 


Hp=|[— — A+ U (r)+V (r) tr) = Et (n). (19.1) 


Pour pouvoir résoudre cette équation, il est indispensable de con- 
naître le champ U (r), inconnu dans le cas général. Il existe cepen- 
dant un procédé de résolution de l'équation (19.1), désigné sous le 
nom de procédé de la masse effective, qui tout en étant simple est 
suffisamment précis. Pour en faire apparaître l'idée générale, repre- 
nons la solution de l'équation de Schrôdinger d’un cristal parfait. 
Nous avons vu que dans ce cas la fonction d'onde de l’électron est 
une fonction de Bloch x (r) et que son énergie au voisinage de 
l’extrémum k, est une fonction quadratique de la quasi-impulsion 


422 FONDEMENTS DE LA THÉORIE DES BANDES [CH. I 


ou du vecteur d'onde: 


Bot (r)=[ 2 AU (+) ] vu (r) = E (k) vu (r): 


E(k)=E (ko) +7 (k—ko)®. (19.2 
Considérons l'hamiltonien H, 
= —-— A, (19.3) 


qui est l’hamiltonien d’une particule libre de masse égale à la masse 
effective de l'électron. Trouvons la solution de l'équation de Schrô- 
dinger : 


Ho = EŸo. (19.4) 


En y substituant la valeur de H, donnée par (19.3) on arrive à l’ex- 
pression : 


3 
1 ee = = 
à ge Vo h° Vo= 0. (19.5) 


Par substitution directe il est facile de vérifier que les équations (19.4) 
et (19.5) admettent pour solution 


Yo = À eitax+By+v:) (19.6) 

et que 
= hi? a° 2 v° = 
= (++). Ce 


Comparant (19.7) à (19.2) on constate que l'équation (19.4) 
a le même spectre d'énergie que l'équation (19.2) si on pose : 


a = kx— kçx ; B = ky — koy : V = 2 — os, (19.8) 
et si l'origine des énergies est confondue avec un point d’extrémum, 
ce qui revient à poser E (k,) — 0. Dans le cas général l'hamiltonien 


À= —-} A+ E (ko) (19.9) 


2m 


se caractérise par le même spectre d'énergie que l’hamiltonien du 
champ du réseau cristallin au voisinage d’un extrémum; ses fonc- 
tions d'onde propres sont de la forme: 


dr 1 LL 
0 (r) = —— eik- kon), 19.10 
Yo ( ) VG ( ) 
Nous voyons ainsi que le mouvement d'une particule au sein du cristal 
est semblable au mouvement d’une particule libre dans le vide. Une 
particule appartenant à un cristal se distingue d'une particule réel- 
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lement libre par la nature de sa masse. Au lieu de la masse réelle d’une 
particule libre il faut utiliser la masse effective m*. 

Lorsqu'on applique un champ extérieur V (r)}, l'équation de 
Schrôdinger (19.1) ee 


EE es D+V «r) | Ÿ (r) = EY (r). (19.11) 


La solution de cette équation nous fournit la fonction d'onde f (r) 
et la valeur de l'énergie £ d’un électron du cristal soumis à l’action 
d'un champ extérieur. Le procédé de la résolution des problèmes se 
basant sur l'équation (19.11) est désigné sous le nom de procédé de la 
masse effective. La mise en œuvre de l'équation (19.11) plutôt que de 
l'équation (19.1) présente l'avantage de substituer au champ inconnu 
du réseau U (r) la masse effective m* de la particule déterminée expéri- 
mentalement. L'inconvénient majeur de ce procédé est qu'il ne four- 
nit que des valeurs approchées, puisque l'équation (19.11) n'est 
valable que pour des états voisins des extréma. 

On peut, utilisant les fonctions de Wannier, démontrer d'une 
façon plus rigoureuse que le spectre d'énergie correspondant à l’équa- 
tion (19.1) n’est pas notablement affecté par des champs appliqués 
lentement variables et que la fonction d'onde est effectivement de 
la forme (19.10). 

Afin de déterminer les altérations que subit le spectre énergé- 
tique d'un cristal parfait sollicité par un champ extérieur, nous 
ferons appel cette fois non pas à la théorie des perturbations, mais 
à l'équation quantique du mouvement. Reprenons l’hamiltonien 
d'un cristal soumis à l'action d'un champ extérieur (19.1). Pour 
une grandeur physique quelconque, qui n'est pas une fonction explicite 
du temps, l'équation quantique du mouvement s'écrit, en utilisant 
l'opérateur L : 

À, = (LA — L) (49.12) 
dt ? ihi | dé 


Appliquons cette équation à l'hamiltonien d'un cristal parfait : 


‘us = (À, it ñ,] = [Ÿ, T] = 


= (—; 2) (AV — VA} = (AV) + 2 (VV. V)}. (19.13) 


Considérons champs qui ne varient que faiblement en fonc- 
tion des coordonnées ; la grandeur AV sera alors négligeable devant 
le second terme. Compte tenu de ce que (7 V) — —F, et que 

ile p nn dr 


— —— = — — À 


m m dt 


(19.14) 
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nous écrivons : 


dis (À, us . (19.15) 


Prenons la valeur moyenne de cette expression pour les états ini- 
tiaux de fonction d'onde Yx (r). En admettant que F, est indépen- 
dant de la coordonnée, on peut le mettre en facteur devant l’inté- 
grale : 


DT À Gr) Fou (r) dr = 00 
— À ui (9) (F6) du (9) dr = (Far ()). (19.16) 


L'équation (19.16) est une équation de la physique classique qui 
montre que l'énergie totale E, (k) varie en fonction du temps sous 
l'action de la force extérieure F,. On peut la déduire en partant de 
l'équation du mouvement : 


dP 


= F,= —Vy. (19.17) 
Multipliant par la vitesse v — __ , il vient: 
dP\_{P—Po dP\_ d (P—Po* 
LS El er mt Pur Dos ner 5 |.'l 
dV dr dV 


ce que l’on peut écrire également : 
Es, (P)+ Vi(r) = H, (P,r) = const. (19.19) 


H, (P, r) représente ici la fonction de Hamilton d’un électron du 
cristal sollicité par un champ potentiel extérieur; cette fonction 
se conserve dans le temps. L'’équation (19.11) correspond bien à 
l'équation (19.19) et ceci fournit une preuve rigoureuse de la validité 
du procédé de la masse effective du point de vue de la mécanique 
quantique. 

I] importe de remarquer que lorsqu'une particule du cristal 
se met en mouvement sous l’action d’un champ extérieur, son éner- 
gie totale À, se conserve, tandis que E, (P) et V (r) varient en sens 
inverse. V (r) peut prendre n'importe quelle valeur alors que £, (P) 
ne peut varier qu ‘entre les limites de la bande permise: de A 
à Emax. Or, ceci impose pour V (r) le même intervalle de variation. 
Pour le démontrer il suffit de prendre les différentielles des deux 
membres de l'équation (19.19): 


dE,+dV = 0 ou ôE, + ôV = 0. (19.20) 
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Posant ÔE, — Einas _— Pins ‘l vient 
OV = — 5Ey = Erin — Emax. (19.21) 


Cette dernière équation permet d'affirmer que, soumis à l'action 
d'un champ électrique homogène, l'électron doit effectuer un moure- 
ment oscillatoire périodique le long de la direction du champ sur une 
longueur Ôr: 


ÔV = —(ôr- F4) = —(Emax — Ein); (19.22) 
d'où l’on tire 
_ Emax — Emin _ E max — Emin Q 9 
Ôr — Top = « (19.23) 


Revenons maintenant à l'équation (19.19). Fixons la valeur de 
P = P’, et étudions les valeurs que peut assumer la fonction de 


E(X) 


V(Z) x 
0 G 

d) 
Ep) 

4) 


Fig. 26. Variation de l'énergie poten- Fig. 27. Incurvation des bandes 
ticlle et de la fonction d'Hamilton en  d énergiedue à l'application de champs 
fonction des coordonnées exterieurs 


Hamilton /7, pour différentes valeurs des covrdonnées. Puisque 
E, (P) est indépendante de la coordonnée, la variation de /7, en 
fonction de r est due au champ extérieur V (r) (fig. 26). La fig. 26, b 
peut être considérée comme le graphique du niveau d'énergie E, (P') 
en fonction de la coordonnée. 

En donnant à l'énergie £, (P’) toutes les valeurs possibles, on 
arrive à une représentation graphique de la disposition des bandes 
permises en fonction de la coordonnée (fig. 27). 

La représentation graphique de H, (r) peut donc s'interpréter comme 
une deformation des bandes d'énergie sous l’action d’un champ exté- 
rieur. Cette interprétation est fort commode puisqu'elle permet de 
traiter aussi bien le mouvement « libre» d'un électron qu'un mou- 
vement avec diffusion. 

Le mouvement «libre» est décrit par l'équation (19.19). Lors- 
qu'un électron se déplace sous l’action d'un champ extérieur V (r) 
l'énergie totale de l’électron se conserve: /7, -- const. Sur la fig. 27 
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ce cas est représenté par une droite parallèle à l'axe des abscisses. 
L'électron passe d’un niveau d’une bande au suivant en effectuant 
un mouvement périodique au sein du solide. Un électron doué d’une 
energie totale 4, — const peut osciller sur des tronçons de trajectoire 
compris entre les points À et B, C et D, Get K, situés dans deux 
bandes différentes. Conformément à l’équation (19.23) les dimen- 
sions de la région Ôr seront d'autant plus petites que la pente de la 
bande sera plus grande (comparer les tronçons CD et AB) et que la 
bande permise sera plus étroite (comparer les tronçons AB et GK). 
Cependant l'’électron peut passer d’un point du tronçon GX en un 
point d’un tronçon AB et peut donc passer de la deuxième bande 
dans la troisième, donc dans une bande de plus grandes énergies. 
Ce passage est possible grâce à l'effet tunnel, puisque pour passer 
du point À au point À l’électron doit franchir une barrière de poten- 
tiel représentée par le triangle A LA. On sait de la mécanique quanti- 
que que la probabilité de l'effet tunnel est liée à la longueur et à 
la hauteur de la barrière de potentiel par la loi exponentielle. La 
hauteur AL de la barrière de potentiel est dans le cas présent égale à 
la largeur de la bande interdite A£,. La largeur ÆXA de la barrière 
dépend à son tour de la hauteur XL et de la pente des bandes qui, 
elle, est fonction de la force F, donc de l'intensité du champ E: 


AL = C s 
RA= = TE . (19.24) 
Or, comme la hauteur de la barrière élevée à la puissance !/, figure 
dans l’exposant de l’exponentielle, on voit que la transparence de la 
barrière de potentiel triangulaire LKA est proportionnelle à 
E°/2 
exp {re} ce qui signifie que la probabilité d'une transition d'une 
bande à l’autre par effet tunnel croit selon la loi exponentielle à mesure 
qu'augmente l'intensité du champ électrique extérieur, responsable de 
l'inclinaison des bandes. La probabilité d'une transition de À à 4 
étant égale à celle d’une transition inverse de À à X, les électrons 
guitteront de préférence la bande qui en contient plus. Sous l’action 
d'un champ électrique appliqué, les électrons passent de la bande 
inférieure entièrement remplie dans la bande supérieure initialement 
vide. L'augmentation brusque du nombre d'électrons dans la bande 
supérieure initialement vide au dépens de la bande inférieure remplie 
constitue l'effet Lener. 

L'effet tunnel se manifeste également sur le tronçon BC. Dans 
le cas où le mouvement de l’électron n'est pas « libre», l'énergie 
qu'il acquiert au dépens d’un champ extérieur V (r) est transférée 
au réseau cristallin. L'électron se maintient sur un même niveau 
d'énergie et peut se déplacer à toute distance lelong du réseau cris- 
tallin, 


=! 
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Résumé du $ 19 
1. Pour décrire le mouvement d'un électron dans un cristal 


soumis à l’action d’un champ potentiel V (r) extérieur, on utilise 
l'équation : 


ES CIICENTC A1) 


Cette équation s'obtient en ren plAgAnE, Le l'équation (19.1) l'opé- 


rateur du champ périodique . = —-— A+ Ur) par l'opérateur 


_. 
d'une particule libre H, — 2 -—% À dont la masse est égale à la 


masse effective d’un électron du cristal considéré. Ce procédé de 
résolution de l'équation de Schrôdinger est appelé procédé de la 
masse effective. 

2. Le procédé de la masse effective ne s'applique qu'aux états 
non perturbés, caractérisés par des valeurs de l'énergie proches 
des extréma, lorsque le cristal est soumis à l’action d’un champ 
extérieur lentement variable. La mise en œuvre de ce procédé permet 
d'éliminer entre l'équation (19.1) la grandeur inconnue U (r) en y 
faisant apparaître la valeur expérimentale de la masse effective m*. 

3. Des champs extérieurs provoquent une déformation des bandes 
d'énergie permises d'un cristal parfait. Dans les parties du cristal 
où V (r) > 0, les niveaux d'énergie montent et dans les parties où 
V (r) < 0 ils baissent. Le déplacement des bandes est uniforme et 
égal en tout point à la valeur de V (r) en ce même point. 

4. L'inclinaison des bandes permises qui apparaît sous l'action 
d'un champ électrique intense fait passer par effet tunnel les eélec- 
trons d’une bande « inférieure » à une bande « supérieure». Ce 
processus correspond à l'effet Zener. 


$ 20. Les états localisés 


Considérons le cas où on applique au champ du réseau cristallin 
une perturbation assez forte W localisée dans une petite région du 
réseau dont le centre a pour coordonnée KR. Désignons cette perturba- 
tion localisée par “i (r — R). L'équation de Schrôüdinger s'écrira : 


[A+ 0 (+ W (x) | += Et (). (20.1) 


ou encore 
+ W] p(r) = Ev(r). (20.2) 


En développant la solution cherchée 1 (r) en fonction de Bloch 


ÿx (r): 


(r)= 2 CkŸu (r) (20.3) 
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et en portant (20.3) dans l’équation (20.2), il vient: 
> ex [Eo (k) + W] fx (r) = EX CxVu (r). (20.4) 


Multiplions par 4£- (r) et étendons l'intégration à tout le cristal; 
simplifions l'écriture du résultat obtenu en le mettant sous forme 
d'une matrice usuelle: 


Ck'Eo (k°) + 2 Wirkcx = Ecrr, (20.5) 


que l’on peut écrire encore: 
LE —E, (k’)] ce Y Wincr = 0. (20.6) 
LÉ 


Pour éviter l’utilisation de l'équation séculaire, qui fournit la 
valeur probable de l'énergie Æ, portons dans l'équation (20.6) la 
condition imposée à W (r — R): la perturbation est faible ou nulle 
partout, à l'exclusion d’une petite région VA centrée sur le point KR. 
Dans ce cas, pour calculer l'élément matriciel : 


Win À vi (r) M'(r—R) dr (n) dr, (20.7) 
CV 7e) 
il suffit d'étendre l'intégration au petit volume centré sur le point KR. 
Faisant usage du théorème de Ja moyenne, nous pouvons tirer de 
sous le signe somme les fonctions d'onde prises en un point KR’ 
du volume V2: 
Wen Ve (R°) du (Re Ÿ W°(r—R) dr = fé. (R°) Vu (R') WoVr, (20.8) 


« 


où 
Ms | W (r—R)dr (20.9) 
(VR) 
est la valeur moyenne de l'énergie de perturbation dans le volume V2. 
En portant l'expression (20.8) dans l’équation (20.6), il vient: 
[LE — Eo(k°)} cu — fée (R7) WoVr - Cxÿk(R')=0. (20.10) 


Or, comme 
S cute (R')= 4 (R') (20.11) 


est une grandeur indépendante de k et de k”, nous pouvons tirer de 
(20.10) et (20.11) une expression donnant x: 


Ver (R)Wol y (R7) 


em, » 9 
Ck E—Eo (k') e (20.12) 
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En portant maintenant les valeurs trouvées de & et cx’ dans l’équa- 
tion (20.10), éliminant 4%, w (R’) et W,VR, cette équation peut 
se mettre sous la forme : 


DE (R°) Pr (R°) WoVr 
ou encore 
£ (R') by (R') 1 
à E—Eotk)  WoVr' EN 


Ces équations laissent apparaître que la relation entre les valeurs 
propres de l’énergie d’un système perturbé et la valeur de la pertur- 
bation est déterminée par le produit W,VR et que la condition de la 
localisation de la perturbation est déterminée par la valeur de la 
fonction d'onde au point R’. Examinons cette équation de plus près. 
C'est une équation algébrique de degré N par rapport à Æ qui peut 
donc avoir V racines. Posons que W,Vr — 0, le deuxième membre 
doit tendre alors vers l'infini. Or puisque |‘#xK (R’}) | est une gran- 
deur constante indépendante de W,VRr, l'équation (20.14) ne peut 
être satisfaite qu'à la condition que l’un des termes de la somme 
tende à l'infini ou que son dénominateur tende vers zéro. Si par exem- 
ple pour k — k’” on a: 


E—E,(k)—+0, (20.15) 


k’” peut assumer une des V valeurs possibles de k, et Æ£ peut alors 
prendre une des valeurs permises de l’énergie £, (k’”) d’un système 
non perturbé. Autrement dit, lorsque la perturbation W tend vers 
zéro, la solution correspondant au système perturbé se réduit à la 
solution convenant au système non perturbé. 

Considérons un autre cas limite: W,VR—>—+oo. Le second 
membre de (20.14) tend alors vers zéro. Pour rendre plus facile 
l'étude de ce cas, adoptons les notations suivantes: 


k=—k,; k; ...; kv; E(k,)=a, ; E=7xz; 
1 


L'un RP = A5 77 2 (20.16) 
et étudions la fonction de deux variables zx et B: 
N N 
Ah : 
f(x, B) =| >< —'B |: IL &— 0). (20.17) 
n=1 EE | 


Les valeurs possibles de l'énergie E s’obtiennent lorsque f (x, B) — 
— 0; cela impose que: 


N N 
[ Z En —B]=0; J[(7-a)=0. (20.18) 
n=1 


{=1 


9—0898 
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*« 


En satisfaisant à la première condition on obtient les racines de 


l'équation du système perturbé, et en satisfaisant à la seconde, 
celles de l’équation du système non perturbé; comme ce deuxième 
N 


cas ne nous intéresse pas, on posera dans ce qui suit que [[ (71 —a,) 
1=1 
Æ 0. Mettons f (x, B) sous une autre forme: 


f(z, B)= —B5 IL(s—u0+ À [Leo An = 


n Oifn 


8 + [5 Ant BG an]ev-t+...+ 


#2 . LLa+e Ha]s(-w"* (20.19) 
1=1 


n 


La fonction f (x, B) est linéaire en B, et un polynôme de degré 
en x; donc pour toute valeur de B differente de zéro, cette fonction 
doit avoir Ÿ racines. 

Lorsque x — , la valeur de la fonction est déterminée essen- 
tiellement par le terme du degré le plus élevé; donc par —Bz\. 
Pour que f (x, B) ait une valeur finie, il faut que B —+ 0. On peut 
donc en déduire que si B—0, zB —+ œ proportionnellement à 
B”1, à peu de chose près. Ainsi, lorsque W,Vr —> + oo, E —+ +oo. 
I] nous reste à voir si toutes les racines de l'équation (20.19) tendent 
vers l'infini, ou s’il en est qui restent finies. 

Posons B = 0; on a alors: 


N N 
fc, 0)=( D A4)aN-t+... + I] D fn, (20.20) 
n—1 EE | 


n 


ce qui montre que pour B = 0, f (x, 0) est un polynôme de degré 
(N — 1) en x et possède donc (V — 1) racines identiques aux racines 
de l'équation du système non perturbé. 

Nous arrivons ainsi au résultat suivant: lorsqu'on applique à 
un cristal une perturbation locale suffisamment importante, un des 
sous-niveaux du système non perturbé se scinde de l’ensemble des niveaux 
d'une bande permise et se déplace vers le haut ou vers le bas. Les (N — 1) 
niveaux restants, eux, gardent pratiquement leur position. Lorsque 
W,Vr >.0, c'est le niveau de la plus grande énergie qui monte 
dans l'échelle des énergies, et lorsque W,Vr < 0, C "est le niveau 
le plus bas qui s’abaisse encore (fig. 28). C'est ainsi qu’un état d'éner- 
gie permise apparait dans la bande interdite. 

Considérons la fonction d'onde de l'état situé dans la bande 
interdite; posons que l’énergie de cet état Er > E (k). La fonction 
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d'onde x (r) peut être mise sous la forme : 
L VE (R”) WoV RL (R°) : 
ŸL (r) = 2 CkPk(r) = 2 RE = 


LL | 
= DL (R) War D br). (20.21) 
k 


La fonction vx (r) est formée par toutes les fonctions Wx’(r) de poids 


Fig. 28. Scission d’un niveau d'énergie appartenant à une bande lorsqu'on 
applique au cristal une perturbation locale 


Ÿ£ (R') | 
ART TIR Voyons ce que devient la fonction x (r) lorsque 
W,VRr — co. Dans ce cas 


E 
FVx m1, EL ÿE,(k) (20.22) 


et 
1 (r) & ÿL (R’) 2 pE (R°) Pr (r) = pL (R’) D e-iMR)pE (R°) ÿx (r). 
(20.23) 


Nous pouvons évaluer la somme (20.23) en remplaçant ft (R'} 
par une valeur maximale * (R’) indépendante de k: 


PL (7) VL (R°) p* (R°) 2 er (r). (20.24) 
Adoptons la notation: 
De-tar pr m)=VNO(r—R'). (20.25) 


La fonction ® (r — R’) est une fonction de Wannier, qui n'est: 
différente de zéro que dans une petite région voisine du point R’. 


9 
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On peut en effet mettre D (r — KR’) sous la forme: 


D'(r—R') = D ei r-RIqu (e) À D ei, RQ (FR) 
k k 


Vr VX 
1 


VAN 


Or, on sait que la somme d'un grand nombre de fonctions périodiques 
(ondes planes) est voisine de zéro partout sauf au point r —0et 
son voisinage immédiat. C’est pourquoi la fonction de Wannier est 
différente de zéro dans le petit voisinage du point KR’. 

On voit ainsi que la fonction d'onde Y (r), proportionnelle à Îa 
fonction de Wannier D (r — KR'}, est différente de zéro dans une 
petite région voisine du point À’. En fait, le train d'ondes Y», (r) 
s'étend sur une région plus large que la fonction de Wannier, puisque 
pi (R’) est fonction de k; cependant la fonction d'onde conserve sa 
forme générale. Ce résultat est d’une grande importance puisqu'il 
montre qu’un électron d'énergie EL se trouvant dans la bande 
interdite est localisé dans un volume de même ordre de grandeur que 
Van, c'est-à-dire qu'il est localisé dans la région perturbée. 

Dans le cas où la valeur de W,VR est finie, le volume de la région 
où se trouve localisé l’électron s’élargit, autrement dit, plus l'énergie 
de perturbation est faible, plus l'étendue de la région de localisation 
de l'électron est grande. Ce résultat ressort de l'expression même de 
L (r): plus EL est voisine de E, (k) plus les fonctions d'onde de 
l'état localisé 4x (r) prennent de l’importance. Lorsque W,VR —+ 0, 
L (r) se réduit à l’une des fonctions x (r) caractérisant un état 
entièrement délocalisé de l’électron. 

Ces résultats jouent un rôle des plus importants dans tous les 
problèmes de la physique des semiconducteurs. 


Résumé du $ 20 


1. Les imperfections locales du champ cristallin telles les atomes 
d'impureté, les lacunes, les défauts ponctuels et les dislocations 
déterminent l’apparition dans la bande interdite des états permis liés 
à la région d’une perturbation. 

2. La fonction d'onde de l’électron est différente de zéro dans 
la région du cristal qui comporte une perturbation, ce qui revient 
à dire que l'électron est localisé dans la région perturbée du réseau 
cristallin. 

*:: 8. Le niveau d'énergie correspondant à un état localisé de l’élec- 
tron se forme du fait que le niveau extrême d’une bande permise 
s’en détache et s'établit dans la bande interdite. Lorsque la perturba- 
tion est du signe moins, le niveau local se forme à partir du niveau 
le plus bas de la bande permise adjacente. Lorsque la perturbation 
est positive, c’est le niveau de plus grande énergie d'une bande qui 


— 
ms 


> em eq (r')= D 721 > kr). (20.26) 
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s’en détache et se fixe dans la bande interdite. Plus la perturbation 
est forte, plus le niveau local se trouve éloigné du bord de la bande 
permise. En qualité d'exemple d'une perturbation positive, on 
peut citer celle qui apparaît dans la région entourant une lacune 
(fig. 28). 

4. Si la concentration VL des perturbations locales croît, la 
distance moyenne séparant les uns des autres les centres de perturba- 


tion diminue, comme elle est égale à W un 3, À mesure que W. croît, 
les fonctions d’onde des états localisés arrivent à se recouvrir mutuel- 
lement, ce qui entraîne l'interaction d'échange entre ces états, et 
le niveau discret initial s’élargit en une bande d'énergie. 

Si les perturbations locales sont dues à des atomes d'impuretés 
les niveaux et les bandes correspondants sont dits d'impuretés. 
Pour qu'un niveau d’impureté s’élargisse en une bande, la concen- 
tration en atomes d’impureté doit être suffisamment grande. 


$ 21. Théorie élémentaire des états dus aux impuretés 


Ce sont les états localisés apparaissant lorsqu'on dope un semi- 
conducteur avec un élément d’alliage qui présentent le plus d'’inté- 
rêt. Cherchons à évaluer la position d’un niveau d'impureté dans 
la bande interdite. Le passage d’un électron d’un niveau local dans 
une bande permise équivaut à l’ionisation d’un atome d'impureté ; 
il est donc commode de choisir comme origine de décompte de l’éner- 
gie le minimum de la bande permise. La distance séparant ce mini- 
mum du niveau d’impureté doit alors être égale à l'énergie d’ionisa- 
tion d'un atome d’impureté. L'énergie d'ionisation des atomes libres 
vaut 4-5 eV dans le cas de métaux alcalins et 24 eV pour les atomes 
d'hélium ; on peut en général la prendre égale à une dizaine d'élec- 
trons-volts. Lorsqu'on introduit un atome d’impureté dans le réseau 
cristallin d’un semiconducteur, il entre en interaction avec les atomes 
du semiconducteur et de ce fait l’énergie de liaison des électrons 
avec le noyau de l'atome d’impureté se trouve réduite par rapport 
à celle qui existe dans un atome isolé. Prenons en guise d'exemple 
un atome d’un élément du groupe V, l’arsenic, introduit dans le 
réseau du germanium. Ainsi que nous l’avons déjà indiqué, quatre 
électrons de valence de l’atome d'’arsenic seront utilisés pour l'éta- 
blissement de liaisons covalentes avec les atomes de germanium les 
plus proches. Le cinquième électron, n’y participant pas, entrera 
en interaction faible avec un grand nombre d’atomes de germanium. 
Sa liaison avec l’atome d’arsenic devenant alors plus faible, il se 
déplacera autour de son noyau sur une plus grande orbite (dans le 
cadre des conceptions qualitatives de la théorie de Bohr) dont le 
rayon représente des dizaines ou des centaines de distances interato- 
miques du germanium. On peut donc, tout formellement, caracté- 
riser l'interaction de l'électron excédentaire avec les atomes de 
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germanium à l’aide de la constante diélectrique & du semiconducteur, 
en posant que l'énergie potentielle de l’électron d’un atome d’'impu- 
reté peut être mise sous la forme : 


V (r) — = (en unités du système de Gauss), (21.1) 


ce qui, en toute rigueur, n’est valable que pour des charges ponctuel- 
les macroscopiques. Supposons que la charge de l'ion soit +Ze et 
celle de l’électron (—e). L'énergie totale de l’électron est : 


La solution dans le cadre de la mécanique quantique du problème 
du mouvement d’un électron dans le champ coulombien d’une charge 
ponctuelle fournit la même valeur de l'énergie que celle obtenue 
dans la théorie quantique élémentaire de Bohr appliquée à l’atome 
d'hydrogène. Nous pouvons donc nous contenter de cette dernière 
théorie pour déterminer les niveaux d'énergie d’un atome hydrogé- 

noide de l’impureté. 
La condition de stabilité d’une trajectoire circulaire qui s'écrit: 

2 

mp2 (21.3) 


r er? 


permet de trouver une relation entre l'énergie potentielle et l'énergie 
cinétique de la particule: 


m*v® Ze° 1 
d'où l'on tire: 
_ 4 ,, _ … 1 Ze P° 
ESP Ee oe (io) 
Selon la théorie de Bohr le moment cinétique est quantifié : 
M = rp = rm*v = ni. (21.6) 
Les conditions (21.3) et (21.6) conduisent à: 
rim®u? M? nn? Ze? , 1 _m°Ze* __ 1 = 
mr me me ee ec ns mt (ES) 


Nous voyons ainsi que les rayons des orbites de Bohr d'un système 
atomique hydrogénoïde se trouvent être e fois plus grands que ceux d'un 
atome d’« hydrogène» isolé. L'énergie peut prendre les valeurs sui- 
vantes : 


E=E,-=—-——-. (21.8) 
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L'énergie d'ionisation E, est égale en module à l'énergie de l’état 
fondamental (nr = 1): 
14 Z'eims* 
E=|El-5-5-. (21.9) 
Evaluant l'énergie d'ionisation Æ; en électrons-volts et substi- 
tuant les valeurs numériques de e, À et m, on arrive à l’expression 
suivante : 


e2 


Er = 13,52.2? (=) (eV), (21.10) 


où le nombre 13,52 correspond à l'énergie d'ionisation en électrons- 
volts de l’atome d'hydrogène. Examinons de plus près l'expression 
(20.10). Notons tout d’abord que E; est proportionnelle à Z?, ce qui 
signifie que les niveaux engendrés par ions de charges e et 2e se trouvent 
à de différentes distances de la bande permise. Ce résultat est évident 
puisque la perturbation que fait apparaître un ion portant une charge 
2e est plus importante que celle due à un ion de charge e, et ceci est 
en plein accord avec les résultats de la théorie générale décrite au 
paragraphe précédent. 

Remarquons d'autre part que l'énergie d’ionisation d'une impureté 
diminue de e° fois par rapport à l'énergie d’ionisation de l'atome d'hydro- 
gène. Pour le germanium € = 16 et pour le silicium € = 12, de sorte 
que dans ces semiconducteurs l'énergie d'’ionisation d'une impureté 
se trouve réduite respectivement de 256 et de 144 fois par rapport à 


l'énergie d’ionisation de l’atome d'hydrogène et est égale à — 


& 
multiplié par 0,05 et 0,1 respectivement. Or comme — n'est que 


peu inférieur à l'unité, on peut affirmer que l'énergie d'ionisation 
d'une impureté dans le germanium doit être inférieure à 0,05 eV 
et dans le silicium à 0,10 eV. On a représenté fig. 29 un schéma de la 
disposition des niveaux énergétiques correspondant aux états fonda- 
mentaux de diverses impuretés dans le silicium (fig. 29, a) et dans 
le germanium (fig. 29, b). Les différences entre les valeurs de l’éner- 
gie d'ionisation de l’impureté peuvent être qualitativement inter- 
prétées si on introduit dans l'équation (21.10) au lieu de l'énergie 
d'ionisation de l'atome d'hydrogène celle d’un atome isolé de l’im- 
pureté considérée. Toute impureté qui emprunte un électron excéden- 
laire est désignée sous le nom de donneur. Le niveau donneur se trouve 
donc en-dessous du bord inférieur d'une bande permise. 

Considérons maintenant l'énergie d’ionisation des donneurs dans 


les composés AMBŸ. La constante diélectrique de ces composés 
est du même ordre de grandeur que celles du germanium et du sili- 
cium (voir tableau 3), aussi pourrait-on s'attendre à ce que leur 
énergie d'ionisation devrait également être du même ordre de gran- 
deur que celle des composés élémentaires. Cependant, dans de nom- 
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Fig. 29. Schéma de la répartition des niveaux d'impuretés dans le silicium et le 
germanium 
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breux cas elle est notablement plus faible. La raison en est que le 
#ÿ 
rapport — pour le germanium et le silicium est voisin de l'unité, 


tandis que dans les composés AMBŸ ce rapport est beaucoup plus 
petit (voir tableau 7, p. 177), et de ce fait E, peut être égale à quel- 
ques centièmes ou même millièmes d'électron-volt. On trouve dans 


le tableau 4 les valeurs de Æ, des impuretés dans les composés A!BŸ 
ainsi que les rayons a, (en angstrôms) de la première orbite de Bobr. 
Le très faible intervalle d'énergie séparant un niveau donneur de la 
bande de conduction constitue une des caractéristiques marquantes 


de certains composés AMBŸ. Dans les conditions expérimentales 
usuelles, on n'arrive même pas à déterminer cette faible valeur de 
l'énergie d’ionisation. Ainsi, par exemple, on n’a pu déceler l’exis- 
tence d’une différence d'énergie entre une bande d’impureté et une 
bande permise dans le composé InSb lors des mesures à 2° K et à la 
concentration d'électrons n — 101% cm°*. 

Jusqu'à présent nous n'avons mentionné que les impuretés 
du type donneur, qui apportent des électrons excédentaires. Consi- 
dérons maintenant les impuretés du type accepteur, tel que l’indium 
dans le germanium. Un atome d’indium neutre ne peut saturer que 
trois sur les quatre liaisons covalentes. La quatrième liaison reste 
non saturée, et la capture d’un électron provenant du réseau du 
semiconducteur transforme l’atome d'’indium en un ion à charge 
négative. 

Une liaison non saturée entre les atomes des semiconducteurs 
peut se déplacer au sein du cristal sans apport d'énergie du dehors. 
Or, la perte de l’électron par l’ion indium se traduit par la trans- 
formation de ce dernier en un atome d’indium neutre. Il importe de 
se rendre compte de la nature de l’imperfection que fait apparaître 
un atome d’impureté dans le champ périodique d’un réseau cristal- 
lin. Considérons une chaîne linéaire d’atomes. On a représenté 
fig. 22 la courbe de la répartition du potentiel d'une chaîne d'atomes 
d'un semiconducteur. Supposons que nous enlevons un atome de la 
chaïne. Le puits de potentiel qui existait à l'emplacement de l'atome 
enlevé doit disparaître. Or, la disparition d’un puits de potentiel 
équivaut à l’application d’une perturbation positive sur le champ 
périodique du réseau. Il en découle qu'un site vacant ou lacune doit 
se comporter comme une perturbation positive locale, suffisamment 
intense pour affecter une région recouvrant plusieurs atomes voisins 
et créer ainsi un état localisé voisin du haut de la bande permise. 
Autrement dit, les lacunes doivent faire apparaître des trous. Reve- 
nons à notre atome d'indium. En plaçant un atome d’indium neutre 
dans un site vacant, cet atome ne peut modifier le champ lentement 
variable d’une lacune qu’au sein même de l’atome, tandis qu’en 
deçà de l’atome le champ restera déformé, la déformation correspon- 
dant à une perturbation positive. La distance séparant le haut de la 
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bande permise et le niveau local, que l’on peut interpréter comme 
l'énergie de formation d’un ion négatif à partir d'un atome neutre, 
est donnée par l'équation: 


E = (— ), (21.41) 


E? m 


où m* est la masse effective à proximité du bord supérieur de la 
bande permise, prise en module. On trouve dans le tableau 4 les 
énergies d’ionisation des impuretés du type accepteur. 

Le modèle des perturbations créées par les atomes d’impuretés, 
basé sur la notion de l’atome hydrogénoide, n'est pas suffisamment 
précis et ne permet d'évaluer que l'ordre de grandeur des énergies 
d’ionisation des impuretés dont le résultat est l'apparition de niveaux 
discrets dans la bande interdite. 


Tableau 3 
Valeurs de la constante diélectrique des semiconducteurs 
Matériau E Matériau £ Mattriau € 
Diamant 5,7 ZnS 7,9 InAs 41,7 
Quartz 4,3 CdTe 11,0 GaP 10,1 
Soufre 3,7 InSb 15,9 GaAs 12,5 
Silicium 11,7 InP 10,8 GaSb 12,5 
Germanium 15,8 
Tableau 4 
Energie « moyenne » d’ionisation ÆE, de l’impureté 
et rayons de la première orbite de Bohr «a; dans 
les composés ABV 
Accepteurs Donneurs 
Composé 
E,, eV as, À E,, eV as, À 
IuSb 0,03 14 0,0007 640 
InAs 0,05 12 0,002 310 
InP _ — 0,008 80 
GasSb 0,03 15 0,003 150 
GaAs 0,05 42 0,008 85 


Les considérations ci-dessus évoquées laissent apparaître que 
les défauts ponctuels et les dislocations peuvent engendrer des porteurs 
de charge, qui dans la majorité des cas sont des trous. 
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On constate cependant qu'en plus des niveaux locaux de faibles 
énergies, déterminés par les équations (21.10) et (21.11), on trouve 
dans les semiconducteurs des niveaux beaucoup plus éloignés des 
bords des bandes permises. L'existence de niveaux d'impuretés 
« profonds» ne peut être expliquée à l’aide du modèle de l'atome 
hydrogénoïde. Pour expliquer l'existence de niveaux profonds on 
doit admettre que les électrons des atomes de ces impuretés n’intera- 
gissent que faiblement avec les atomes des semiconducteurs et 
que le rayon de l'orbite de l’électron appartenant à un atome d'impu- 
reté est petit. Afin de pouvoir décrire le comportement d'un tel 
électron, nous utiliserons pour Ÿ (r) un potentiel d'écran du type: 

car 


Vi; (21.12) 


| d 


Ce potentiel n est important qu à petite distance, mais lorsque celle- 
ci atteint 2 à 3a°! la perturbation tend vers zéro. Plus la valeur de 
a est grande, plus le puits de potentiel qui représente l'impureté 
est étroit. Or, selon la mécanique quantique, plus un puits de poten- 
tiel est étroit, plus l’écart entre les niveaux d'énergie est grand et 
plus ces niveaux sont profonds. Voyons comment se comporte le 
niveau d'énergie lorsque la perturbation est du type (21.12). Eva- 
luons d’abord l’énergie moyenne de la perturbation: 


R 
-ar 
| W:(rÿdr= — | Re TE. (21.13) 
0 


o 
“ 


VR 


En posant que le rayon du puits de potentiel est égal à _ ,Cétant 
de l’ordre de 2 à 3, on trouve: 
AS 


Vr= nr (21.14) 
et la valeur moyenne W, de la perturbation est : 
W=—$ (21.15) 


Ceci montre qu'à mesure que a croît, le diamètre du puits de potentiel 
diminue, tandis que la valeur moyenne de la perturbation et le dépla- 
cement du niveau d'énergie local augmentent. Remarquons entre 
parenthèses que pour un potentiel coulombien a — 0. 

Les niveaux profonds exercent une grande influence sur l’évolu- 
tion de processus hors d'équilibre. 

Reprenons l'expression (21.8) que nous transcrirons en utilisant 
l'équation (21.10) sous la forme: 


E,= —©L (n=1,2,3, ...). (21.16) 
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l'origine des énergies étant à l’extrémum de la bande correspondante 
On voit que l'introduction d'un atome d'impureté provoque l'appa- 
rition dans la bande interdite de toute une série de niveaux hydro- 
génoïdes, qui convergent vers une bande permise correspondante. 


Fond de la bande 
n=1 eee et! 


Niveau ‘ ‘Energie M 
onneur  d'ionisation accepleur” 


+ + + + 
++ + + 


« Plafonds de la bande 
E a) ê) 
Fig. 30. Système hydro- Fig. 31. Schéma des niveaux donneur 
génoïde de niveaux d'é- et accepteur 
nergie situés dans la bande 
interdite 


La fig. 30 représente le cas d'une impureté du type donneur. L'en- 
semble de tous ces niveaux se manifeste dans les propriétés optiques 
des semiconducteurs (adsorptions de la lumière par les centres 
d’impuretés). 


Résumé du & 21 
1. Toute impureté faisant apparaître dans le champ du réseau 


cristallin une perturbation négative, donne naissance à un niveau 
d'énergie situé au-dessous du bord d’une bande. Ces impuretés 
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Fig. 32. Variation de l'énergie d'ionisation de l’impureté (arsenic) en fonction 
de sa concentration 


apportent des électrons excédentaires et sont appelées donneurs. 
Toute impureté imposant une perturbation positive donne naissance 
à un niveau d'énergie situé au-dessus d’un bord supérieur d’une 
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bande d'énergies permises; ces impuretés apportent des trous excé- 
dentaires et sont appelées accepteurs. Un schéma des niveaux 
donneur et accepteur est représenté fig. 31. 

2.Les niveaux d'impureté de faibles énergies d’ionisation sont 
adéquatement décrits, tout qualitativement d'ailleurs, par le modèle 
hydrogénoïde. L'énergie d’ionisation de l’impureté est dans ce cas 
inversement proportionnelle à £e? et proportionnelle à m*. Les ni- 
veaux profonds peuvent être traités en faisant appel à la notion du 
potentiel d'écran. 

3. À mesure que la concentration de l'impureté augmente, des 
interactions d'échange s'’établissent et le niveau initial s’élargit 
en une bande d’impureté ; l'énergie d'ionisation de l’impureté dimi- 
nue à mesure que croît sa concentration (fig. 32). 


$ 22. Les phénomènes de surface 


Les cristaux réels possèdent une imperfection inhérente déter- 
minée par leurs dimensions finies et par l'existence de surfaces 
qui les délimitent. Jusqu'à présent, en imposant la périodicité inin- 
terrompue du cristal, nous avons exclu de nos considérations le 
rôle de ses surfaces. Voyons maintenant comment se modifie le spec- 
tre énergétique d'un modèle linéaire du champ potentiel sous l’in- 
fluence des frontières du système. Disposons l'origine des coordon- 
nées à la frontière de gauche d'un cristal unidimensionnel semi- 
infini. Dans une première région correspondant aux (x < 0), U (x)= 
= U,, et dans la deuxième (x > 0), U (x + a) = U (x). 

Pour ces deux régions l'équation de Schrôdinger s'écrit : 


+ E El + Unti(x)= Ei(z) (1° région), (22.1) 


2? d° su 
— RD EU (x) t:(2) = Eve(z) (2° région). (22.2) 
Considérons le cas où £ < U,. La solution de l'équation de Schrô- 
dinger pour la première région s'écrit : 


Yi (r) = 4e + Be; x — ju (22.3) 


Pour x —> —oco le deuxième terme du second membre croît indéfi- 
niment, on doit donc poser B = 0. Lorsque x est positif et grand, 
l'influence de la surface délimitant notre système sur le mouvement 
de l'électron n’est pas importante, de sorte que la solution de l’équa- 
tion (22.2) doit se mettre sous la forme de la fonction de Bloch: 


Vo (z)—=etixp,z (x). (22.4) 


Le vecteur d’onde figurant dans la fonction de Bloch d'un cristal 
infini est un vecteur réel, sinon la fonction de Bloch devrait être 
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infinie. Or, comme dans ce cas on ne peut réaliser la condition 
x < 0, le vecteur k peut cesser d'être réel. De plus, lorsque k est 
réel, la fonction d'onde et sa première dérivée ne peuvent être con- 
tinues au point z — 0. Admettons donc que la complexité du vecteur 
d’onde garantisse la condition nécessaire imposée à la fonction d'onde 
Ÿo (x). Posons alors 

k — k, + ik: (22.5) 


et écrivons la solution générale de l'équation de Schrôdinger pour 
la deuxième région sous la forme suivante: 

Ve (x) = Cetitiip, (x) + Death, (x). (22.6) 
Afin que Ÿ, ne devienne pas infinie pour z —> œ, on doit poser D = 0. 


Pour trouver les valeurs de À et de C, écrivons la condition de la 
continuité de vw et de Ÿ’: 


Y1 (0) — À — 12 (0) — Cp (0), (22.7) 
ri (0) = x4 = È (0)== C Likqn (0) + gù (0)]. (22.8) 
Divisant (22.8) par (22.7), éliminons les coefficients inconnus 

A et C, il vient: 
xx (0) = ikqx (0)-+ qi (0), (22.9) 

ou encore 
PR | 0) : ’ 

x = RE To EU) = ik + [In Px (0)]'. (22.10) 


En général, la fonction q: (x) est une quantité complexe, donc son 
logarithme l’est également, tandis que %x est une quantité réelle. 
Séparons les parties réelle et imaginaire de la dérivée du logarithme: 


{in q4 (0)] À +iu (22.11) 
et portons cette expression dans l’équation (22.10), 
x—=ik+\+inu = ik, — ko + À + ip, (22.12) 
d'où l'on tire: 
H—=À — ke; ki = —1. (22.13) 
L'énergie peut être décrite par l'équation: 
E (4) = Uo— Re = Us — EN, (22.14) 


Pour ke — 0, l'énergie E (k) — ÆE (k;) a une certaine structure de 
bandes. L'équation (22.14) limite les valeurs possibles de x par 
x = À avec À = Re [ln , (0)]”, puisque : (x) |.-, est une fonction 
de k. Si ke = 0, l'énergie est une fonction quadratique de #2 pour 
n'importe quel À fixé. Or, cela signifie que lorsque k: =£ 0, l'énergie 
peut assumer des valeurs qui ne figuraient pas dans le spectre énergétique 
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d'un électron du cristal infini, puisque dans celui-ci les valeurs de 
l'énergie sont déterminées par la condition ke — 0. Les niveaux d'éner- 
gie qui apparaissent du fait des dimensions finies d'un cristal doivent 
donc se trouver dans la bande interdite. 

Les états correspondant à ces niveaux sont décrits par: 


fe (x) = Ceitsrqu (r).e-rx (r> 0), (22.15) 
fi(z)= 4e (r<O). (22.16) 


Nous voyons ainsi que les fonctions d'onde caractérisant les états dus 
à l'existence de surfaces délimitant le cristal, décroissent exponentielle- 
ment de part et d'autre de l'interface et ces états sont donc localisés 
dans une couche superficielle d'épaisseur k;} environ; ils sont appelés 
élats de surface et les niveaux correspondants sont appelés niveaux 
de surface ou niveaux de Tamm, du nom du physicien qui le premier 
en 1932, prédit leur existence. La position de ces niveaux en fonc- 
tion du potentiel U (x) et de la position de l'interface dans le 
champ se traduit par l'intermédiaire de [ln æ: (0)]J’. 

Pour un cristal tridimensionnel le nombre d'états de surface 
atteint 1015 à 1019 cm'*. 

En plus des niveaux de Tamm, la couche superficielle du cristal 
comporte un grand nombre d'états localisés dus à différentes pertur- 
bations du champ du réseau cristallin par les défauts et les atomes 
adsorbés sur la surface du cristal. 

Pour un cristal donné, le nombre d'états correspondant aux ni- 
veaux de Tamm est constant ; par contre, le nombre d'états apparais- 
sant du fait des défauts du réseau cristallin et de la présence d’atomes 
adsorbés sur la surface est variable et dépend du traitement auquel 
a été soumise la surface du cristal. Il existe toute une série d'interac- 
tions entre les états d’un électron à la surface du cristal et ses états 
dans son volume. Ces interactions ont pour conséquence l'influence 
forte exercée par les phénomènes de surface sur les processus physi- 
ques se déroulant au sein du cristal. Le rôle des phénomènes de sur- 
face se manifeste d'une manière particulièrement intense dans les 
dispositifs à semiconducteurs. Au paragraphe 67 nous étudierons 
quelques phénomènes déterminés par l'existence des états de sur- 
face. 

Résumé du $ 22 


1. Les dimensions finies des cristaux réels perturbent la condi- 
tion de la périodicité du réseau. Il en résulte que dans la bande inter- 
dite apparaissent des niveaux d'énergies permises, dénommés ni- 
veaux de surface ou 1iveaux de Tamm. 

2. Les fonctions d'onde correspondant aux niveaux de Tamm 
décroissent selon une loi exponentielle de part et d’autre de la surface 
du cristal, en d’autres termes l'existence des surfaces donne nais- 
sance à des états localisés. Les dimensions de la région où setrouve 
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localisé un électron sont caractérisées par la grandeur x! en 
dehors du cristal et k;1, à l'intérieur ; x et k, sont liés à l'énergie £ 
de la particule. 

3. Dans une couche superficielle du cristal se trouve un grand 
nombre de centres locaux des perturbations du champ cristallin 
dus aux défauts et aux atomes adsorbés à la surface du cristal; ce 
qui conduit, conformément à la théorie générale des états localisés, 
à l'apparition d'états localisés ; ces états particuliers sont appelés 
états de surface. 

4. Les états de surface jouent un rôle important dans le fonction- 
nement des disposifits à semiconducteurs. Le nombre et la nature des 
états de surface dépendent du traitement de la surface du cristal 
(rectification, polissage, mordançage, revêtement par des laques, 
etc.) et des conditions ambiantes (température, humidité, compo- 
sition de l'atmosphère, etc.). 


$ 23. Quantification de l’énergie d’un électron 
soumis à l’action d’un champ magnétique. 
Les niveaux de Landau 


Lorsqu'un semiconducteur est soumis à l’action d’un champ ma- 
gnétique de grande intensité, toute une gamme de phénomènes nou- 
veaux se manifestent. Pour pouvoir les décrire, il faut considérer 
la fonction de Hamilton d'une particule placée dans un champ ma- 
gnétique que l’on caractérise par son potentiel vectoriel A (r). L’induc- 
tion magnétique est alors: 


B — rot A. (23.1) 
L'’impulsion de la particule étant: 
p= mr, (23.2) 
la grandeur 
P = p+eA (23.3) 


peut être désignée sous le nom d'impulsion généralisée d'une parti- 
cule de charge e. 

La fonction de Hamilton H peut s'exprimer en fonction de l'’im- 
pulsion généralisée; il suffit pour cela de remarquer que l'énergie 
cinétique est égale à: 


__p* _(P—ceA) 
PE de (23.4) 
et donc: 
P — eA)° 
H=T+U= EL EU (r). (23.5) 


Pour trouver l’hamiltonien on doit remplacer l'impulsion généra- 
lisée P par l'opérateur —iñV: 


P = —ihy. (23.6) 
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Cette substitution est en effet nécessaire puisque lors du mouve- 
ment d’une particule dans un champ magnétique (ouélectromagné- 
tique), les grandeurs canoniquement conjuguées sont la coordonnée 
(dans le cas général la coordonnée généralisée) et l'impulsion géné- 
ralisée. L'équation (23.6) permet de mettre l'opérateur de Hamilton 
sous la forme suivante: 


AT EU (pr). (23.7) 
Déterminons l'opérateur (iV + A)°: 
(V + A) = (iV + A) (iV + A) — 
= —AÀ + iVA + i (AV) + A*. (23.8) 
Or, puisque 
— (VA) + (AV) = div À + (AV), (23.9) 
on doit avoir: 


(iV + A) — —A + A° + 2i (AV) — i div A (23.10) 
et donc 


Â — ar + (AV)+ 5 div A+U(r). (23.11) 


Considérons un électron si U (r) = 0, soumis à l’action d'un champ 


magnétique homogène B = (0, 0, B). Le potentiel vectoriel A de 
ce champ est 


Fr. 0; OA, : 
nn 
OA 
B,— ee =0, : (23.12) 
04 0Â> | 
Por = We) 


Les équations (23.12) sont valables si l'on pose: 


Ay = A; =0; À, = —yB, = —yB. (23.13) 
On a alors: 
He a+ pe 2 (23.14) 


et l'équation de se se met sous la forme: 
iheB y + CE ÿ= Ev (r). (23.15) 


Um. 
On peut séparer les variables de vi (23.15). En effet, pour 
B = 0 (23.15) devient l'équation des ondes de de Broglie: 


- _ Abo = Eto (23.16) 


+ Ab — 


{0—0RIR 
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et admet pour solution: 
me 


eikr); Es 


Yo (r) = Ga RE (23.17) 


Or, puisque la relation entre x et z dans l'équation (23.15) est ana- 
logue à à celle qui existe dans l'équation (23.16), on est en droit de 
supposer que: 


P(z, y, 2) =ehxx+hz).p (y). (23.18) 
Reportons (23.18) dans (23.15) et simplifiant par l’exponentielle, 
il vient : 
FEES 


— (—H—KÆ +4) p (y) + 288 p (y) + Ep (y) = Eg (u). 
(23.19) 

Posons : 
y = Y + Yo (23.20) 


il vient alors: 
y = y" + 2yoy" + y. 


et les deux termes du premier membre de l’équation (23.19) s’écri- 
ront : 


hek,B ,  hek,B e*B® ,, , 2e°B° eB® . 
un rer Le ne fe d' 
2B2 2B2 , hkçeB 
= ++ (Hs + eByo) y EE vo. (23.21) 
Si nous posons Y — _ le terme en y’ devient nul et l'équation 


de Schrôdinger s'écrit: 
7 (—É-8 +) v@+ 
2B° y h°kZ 1%) 
eV + (5 )]ow)=E(y). (23.22 


èm 


+ 
ou encore 


SU LE yepu)= (EE) 6 (U). (23.29 


eB , . 
En posant © = —— écrivons : 


— 5 Le LT og) (E — LE) q(y')= E'q(y'). (23.24) 


Cette dernière équation n’est autre que l'équation d'un oscillateur 
harmonique de masse m et de pulsation w,. L'énergie de l'oscillateur 
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est : 
E'=En=ho(n++); n=0,1,2,... (23.25) 
et par conséquent : 
h°k5 | . 
E=E,=-+#h0 (r " 7) (23.26) 


Cette dernière équation montre que le champ magnétique n'exerce 
aucune action sur le mouvement d'une particule se déplaçant le long 
du champ (donc le long de l'axe z) et l'énergie correspondant à ce mou- 
vement n'est pas quantifiée. Par contre, lorsque la particule se déplace 
dans le plan xOy, perpendiculaire au champ magnétique, elle décrit 
une circonférence à une vitesse angulaire w,, que l’on appelle fréquence 
de cyclotron ; l'énergie d'une particule effectuant un tel mouvement 
est quantifiée, et ne peut prendre que des valeurs discrètes espacées 
de Aw,. C'est Le caractère discret de l'énergie lors du mouvement circu- 
laire qui distingue une particule à propriétés quantiques d’une particule 
classique, pour laquelle l'énergie du mouvement circulaire est continue. 
En termes de notions usuelles on peut dire qu’une particule classique 
peut avoir des orbites circulaires de n'importe quel rayon, tandis 
que pour une particule quantique les rayons des orbites sont quanti- 
fiés et égaux à: 


neV(r+r)-/H(r+5)  @27 


La particule ne saurait passer d’une orbite à une autre qu’à condi- 
tion qu'on lui fournisse une énergie égale à Aw,ç-ôn, où ôn est un 
nombre entier. Il en découle que les processus d’absorption de l’éner- 
gie donnant lieu à un changement du mouvement circulaire doivent 
se caractériser par un spectre linéaire discret (c’est le phénomène de 
résonance de cyclotron). 

Le spectre énergétique E, (k,) d'une particule peut être représenté 
par un ensemble de paraboles espacées le long de l'axe des énergies de 
hos (fig. 33, a). Le spectre énergétique Æ, (k, — 0) se présente sous 
forme d’une série de niveaux discrets (fig. 33, b). Les niveaux d'éner- 
gie d'un électron dans un champ magnétique sont appelés niveaux de 
Landau. La quantification de l'énergie des électrons libres se trouve 
à l’origine du diamagnétisme d’un gaz électronique libre. 

Voyons maintenant comment se comporte une particule apparte- 
nant à un cristal placé dans un champ magnétique B. L'hamiltonien 
d'un cristal placé dans un champ magnétique 


ñÂ — (P—eA) 


+ U (r) (23.28) 
en approximation de masse effective s'écrit : 
A P—eA}° 


10* 
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expression dont la forme est identique à (23.4). L'équation (23.29) 
montre que l'énergie des électrons appartenant aux différentes bandes 
doit être quantifiée conformément à l'équation (23.26), soit : 
n2kÈ 
E= Ep ne + h00 (n + +) —=E(k,n,@). (23.30) 


eB k 
nr, n=0, 1,2, …. 


La fig. 34 illustre le passage d’un spectre quasi continu à un spectre 
de niveaux discrets. La quantification de l'énergie entraîne toute une 


Fo 
E-Eo 
n°3 Sans champ Dans un ample: 

n°3 < 
nu N= / "VS 
En) À NO 

n=0 k PT / K — 
0 Kz= 0 & 
a) b) ds 


Fig. 33. Spectre énergétique d'unélectron Fig. 34. Formation de niveaux dis 
soumis à l'action d’un champ magnétique  crets de Landau à partir d'un spec- 
tre énergétique quasi continu 


gamme de phénomènes magnétooscillatoires tels que: absorption ma- 
gnéto-optique, oscillations de La susceptibilité magnétique, oscillations de 
la magnétorésistance, etc. L'effet de la quantification de l'énergie 
f - Re : 
est obséfvable à la condition que la distance entre les niveaux 
d'énergie successifs soit supérieure à kT ; s’il n’en est pas ainsi, 
la fonction de répartition des électrons apparaît comme quasi con- 
tinue : 


ho= LE > AT. (23.31) 


En y substituant les valeurs numériques de e, À, k et m, on trouve: 
1,6--7. B-1072>>1,38.107197, (23.32) 
soit 
B(GJ>.T-.104. 
En posant 7 = 4,2° (température d’ébullition de l'hélium liquide) 
B[G] = 42 000 (=), (23.32) 
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c'est-à-dire 
B>42000 G pour #1, 
B>4,2kG pour %-=0,. 


Il est évident que pour observer le phénomène de la quantification 
de l'énergie dans un champ magnétique appliqué de plusieurs dizai- 
nes de kilogauss, on doit travailler à la température de l'hélium 
liquide. 

Résumé du $ 23 


1. Lorsqu'on applique un champ magnétique extérieur, le mou- 
vement de l’électron se modifie aussitôt ; il se déplace le long du 
champ à une vitesse 


v, = /(Æz— Hoz) (23.1r) 


FA m® 
et effectue un mouvement circulaire dans un plan perpendiculaire 
à la direction du champ. 

2. La pulsation de ce mouvement circulaire w, appelée fréquence 
de cyclotron, dépend de l’induction du champ magnétique B et de 
la masse effective m* : 
eB 


m* ° 


Op = (23.2r) 
3. L'énergie de l'’électron correspondant au mouvement circulaire 
est quantifiée. Il en résulte que dans le voisinage d’un extrémum 
elle vaut: 
+ ho (r ++) =E(E,n, @). (23.3r) 
4. L'hamiltonien d’un électron libre soumis à l’action d’un 
champ magnétique peut être déterminé en partant de son énergie 
cinétique à condition de remplacer l’impulsion p par l'impulsion 
généralisée : 


E = Eo+ 


P = p + eA, (23.4r) 


à laquelle correspond l'opérateur —iñ V. 

5. La quantification de l’énergie d'un électron soumis à l’action 
d’un champ magnétique est à l’origine d’une série de phénomènes 
magnéto-oscillatoires. 

6. Un semiconducteur soumis à l’action d'un champ magnétique 
d’'induction B est capable d’absorber l'énergie de rayonnement de 


? B ; < ; 
pulsation © = : c’est le phénomène de la résonance de cyclo- 


tron. L’électron ayant absorbé un quantum d'énergie #w, passe sur 
un niveau plus élevé. 
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$ 24. Le principe de Pauli. 
Notions de métal, de semiconducteur 
et de diélectrique 


L'état d’une particule classique se trouve déterminé par l’ensem- 
ble de six grandeurs physiques telles que (x, y, z, px, Puy, P2). L'état 
d’une particule quantique dont on néglige le spin est décrit à l’aide 
de trois grandeurs telles que (x, y,z) ou (p., P,, p.) ou encore 
(E, M°, M). Une détermination plus précise doit faire appel à une 
quatrième grandeur, à savoir, la projection du spin sur une direction 
donnée, par exemple, sur l'axe des z:5s.. Donc, pour décrire l'état 
d'une particule quantique on doit disposer d'un ensemble de quatre 
grandeurs physiques (L,, L:, L:, s,). Le choix des trois premières 
grandeurs L,, L, et L; est dicté par la nature du système quantique 
étudié. Lorsqu'il s’agit de l’atome, on choisit de préférence l'énergie 
E, le module du moment orbital | M|et la projection A7, du moment 
orbital. On exprime d’habitude les grandeurs par les nombres quan- 
tiques correspondants », ! et m,. Pour décrire le comportement d'un 
électron dans un cristal il est commode d'utiliser l’ensemble de trois 
projections de la quasi-impulsion (P,, P,, P,) ou du vecteur d'onde 
(k., k,, k,) complété par la projection s, du spin. 

Rappelons la formulation du principe de Pauli : lorsqu'on mesure 
les grandeurs physiques (L;, L:, La, s.) constituant l'ensemble complet 
caractéristique, celui-ci ne peut apparaître plus d'une fois. Sous une 
forme plus simple le principe de Pauli affirme : à un état caractérisé 
par un ensemble complet de quatre grandeurs caractéristiques 
(L,, Le, Las, 52) ne peut correspondre qu'un seul électron. Appliqué à 
un cristal, cela signifie que dans un état (k,, k,, k,, s,) ne peut se 
trouver qu'un seul électron. En tenant compte de ce que s, peut 
prendre les valeurs <+1/, ou —1/,, on peut dire que dans l'état 
(xs Kys Kz) On ne peut trouver plus de deux électrons. L'ensemble 
(xs kys K-) détermine l'énergie Æ£ (k) correspondant à une bande 
donnée, de sorte que le principe de Pauli impose qu’un niveau 
énergétique donné ne peut être occupé par plus de deux électrons. 

Déterminons le nombre d'états pouvant exister dans une bande 
d'énergie. Si le cristal a la forme d’un parallélépipède d’arêtes 
Na, Noos, Nsûs, où N'; est le nombre d’atomes alignés le long de 
l’arête i, le nombre total d'atomes contenus dans ce cristal est donc 
égal à N,-N,-N, = N; la projection du vecteur k sur la direction 
i prend une des valeurs suivantes : 

Ai0S ASUS HER. M 49 
et le nombre de valeurs différentes de k; est égal à N;. Le nombre total 
d'états dans une zone de Brillouin est égal à N,-N,;-N3 = N, donc 
égal au nombre d'atomes du cristal. Cela signifie qu'une bande d'éner- 
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gie non dégénérée ainsi que la zone de Brillouin correspondante a 2N 
élats différents et contient au plus 2N électrons. Si la bande est g fois 
dégénérée, elle peut comporter 2Ng électrons. Ceci montre que lors- 
qu'un cristal se forme à partir d’atomes isolés, le nombre d'états 
se conserve. Considérons en effet une bande formée à partir d'un 
niveau g fois dégénéré. Dans un atome libre ce niveau peut accom- 
moder 2g électrons. Si le cristal est formé à partir de V atomesisolés, 
ils apportent 2Ng états distincts. Donc le nombre d'états que l'on 
peut trouver dans un cristal est égal à la somme des états initiaux qui 
existaient dans les atomes isolés. 

Lorsqu'une bande est vide, elle n'apporte aucune contribution à 
Ja conduction du cristal lors de l'application d'un champ électrique 
extérieur. Il en est de même si la bande est entièrement remplie 
d'électrons. En effet, sous l’action d'un champ électrique extérieur 
l'électron passe sur des niveaux voisins. Or, ceci n’est possible que 
si ces niveaux sont libres. Si tous les niveaux sont occupés les tran- 
sitions des électrons à d’autres états sont impossibles en vertu du 
principe de Pauli, et donc l'application d'un champ électrique n'’as- 
sure pas un déplacement ordonné d’un tel ensemble d'électrons. Les 
électrons présents dans un cristal ne peuvent devenir des électrons de 
conduction que lorsqu'ils font partie d'une bande incomplète. Cette 
déduction élémentaire est à la base de la classification des corps 
solides d’après leur conductivité électrique. 

Sont conducteurs les corps qui à toute température comportent des 
bandes non complètement remplies. Les corps qui ont des bandes entiè- 
rement occupées et des bandes entièrement vides, séparées par la bande 
interdite, se rapportent aux corps non conducteurs. Les corps non con- 
ducteurs peuvent être semiconducteurs ou isolants; cette division est 
toute conventionnelle. Sont semiconducteurs les corps pour lesquels la 
largeur de la bande interdite séparant la bande occupée la plus haute 
(bande de valence) de la bande vide la plus basse (bande de conduction) 
n'excède pas 2-3 eV. Pour les isolants la largeur de la bande interdite 
est supérieure à 2-3 eV. La fig. 35 donne des schémas représentant 
des bandes d'énergie d’un métal (a), d’un semiconducteur (b) et d’un 
diélectrique (c). A titre d'exemple, passons en revue la conductivité 
électrique des certains corps simples et composés se distinguant les 
uns des autres par leurs structures de bandes. 

Les métaux alcalins. Les atomes des métaux alcalins comportent 
un seul électron de valence se trouvant dans un état ns. Tous les 
autres électrons occupent des couches remplies. Pour fixer les idées, 
considérons l'atome de sodium, qui contient 11 électrons dont les 
états sont indexés de la manière suivante: (1s*) (25°) (2p°) 3s. Les 
couches 1{s, 2s et 2p sont occupées tandis que la couche 3s ne comporte 
qu'un seul électron. Lors de la formation du cristal, comme on peut 
le voir sur le schéma de la fig. 23, les niveaux des atomes se scindent 
en bandes d'énergie. En affectant les bandes par des symboles de 


152 FONDEMENTS DE LA THÉORIE DES BANDES [CH. 11 


leurs niveaux initiaux, on peut dire que les bandes 1s, 2, et 2p sont 
complètement occupées par des électrons, dont le nombre est 2N, 
2N et 6N correspondant à 2N, 2N et GN états disponibles. Ainsi 
la bande de valence, c’est-à-dire la bande où se trouvent les électrons 
de valence des métaux alcalins, est à moitié vide. Les éléments du 
groupe Î forment de ce fait des cristaux bons conducteurs du courant 
électrique et sont classés parmi les corps métalliques. 


\ = 


4E<23eV 
PE à b) 5) 
Fig. 35. Les bandes d'énergie d'un métal (a) d'un semiconducteur (b) et d'un 
diélectrique 


Les éléments alcalino-terreux. Les éléments alcalino-terreux pos- 
sèdent deux électrons de valence se trouvant dans l’état ns. Le Mg 
par exemple possède la structure électronique: (15°) (2s*)(2p°) (3s°). 
Si les bandes d'énergie se forment de la même manière que dans 
le cas des métaux alcalins, le Mg doit être un corps non conducteur, 
puisque la bande 3s est entièrement remplie. Or l'expérience montre 
que les éléments alcalino-terreux sont de vrais métaux. Cette con- 
tradiction peut être levée en admettant que les bandes 3s ou 3p se 
recouvrent partiellement ou complètement, grâce à quoi les électrons 
des niveaux supérieurs de la bande 3s occupent les niveaux inférieurs de 
la bande 3p. 

Les électrons de la bande s qui déterminent la conductivité 
remplissent presque entièrement cette bande, de sorte que certains 
d’entre cux se trouvent dans des états tels que leurs masses effectives 
sont négatives, ces électrons doivent donc se déplacer dans des 
champs extérieurs à la manière de particules portant une charge 
positive. Ce comportement particulier se manifeste par le fait que la 
constante de Hall est positive, tandis que dans le cas de métaux à con- 
duction électronique, elle doit être négative. 

Les éléments du groupe III. Les propriétés métalliques des élé- 
ments du troisième groupe s’interprètent tout simplement. Puis- 
qu'ils possèdent trois électrons de valence, dont un seulement se trouve 
dans un état np, la bande np du cristal n'est occupée que pour {/s. 
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Les éléments du groupe IV: Les atomes des éléments du quatrième 
groupe possèdent quatre électrons de valence se trouvant dans l’état. 
(rs*) np°. Si lors de la formation de cristal le type de la dégénéres- 
cence des bandes coïncidait avec celui des niveaux atomiques cor- 
respondants, les éléments du quatrième groupe seraient des éléments 
métalliques, puisque la bande de valence p renfermant deux élec- 
trons par atome serait occupée pour !/; seulement. Or, on sait 
que le silicium et le germanium sont des semiconducteurs classiques, 
le diamant est un corps isolant qui parfois manifeste des propriétés 
semiconductrices et l’étain gris (a-étain) est un semiconducteur. 
La raison de ce comportement réside en ce que la dégénérescence de 
la bande p est partiellement levée lors de la formation du cristal. 
La bande p se dédouble : la bande supérieure est deux fois dégénérée 
et la bande inférieure est non dégénérée. Cette dernière bande se 
confond avec la bande s de telle façon que pour certaines distances 
interatomiques ces deux bandes superposées forment deux bandes 
distinctes : une bande supérieure deux fois dégénérée correspondant. 
au niveau p des atomes, et une bande inférieure formée à partirdes 
niveaux s et p. Chacune de ces deux bandes renferme 4W états et 
donc la bande inférieure se trouve complètement occupée par des. 
électrons, tandis que la bande supérieure est vide. Ce mode de forma- 
tion des bandes d'énergie est caractéristique aussi pour le silicium, 
le germanium et l'’étain, la largeur de la bande interdite diminuant. 
du silicium à l’étain. 

À l'aide de considérations analogues on arrive à interpréter 
les propriétés semiconductrices ou isolantes de tous les autres corps 
simples. 

Les exemples que nous avons donnés montrent que l'apparition 
de propriétés métalliques doit être attribuée à l'existence de bandes 
d'énergie dans lesquelles le nombre d'états disponibles est plus grand 
que le nombre d'électrons s'y trouvant. Ceci peut être soit la propriété 
inhérente du corps considéré, soit le fait dù à un recouvrement des bandes 
d'énergie donnant naissance à un nombre d'états supérieur au nombre 
d'électrons de valence. Pour qu'il se forme un corps non métallique il 
faut que la structure de bande soit telle que le nombre d'états disponibles 
soit approzimativement égal au nombre d'électrons. Le moyen le plus 
simple de satisfaire à cette condition est la synthèse de composés de 
formule générale A*BS8*, tel que AHIBV. Le nombre total d'élec- 
trons de valence appartenant à une paire d’atomes est dans ce cas 
égal à huit. Dans le cas où les bandes des éléments A et B ne se 
recouvrent pas, il doit se trouver dans les bandes s et p de l'un d'eux 
(ou dans la bande s de l’un et dans la bande p de l’autre) précisément 
huit états permis par paire d’atomes. Prenons en qualité d'exemple 
le composé AÏP. L’atome d'aluminium comporte 13 électrons se 
trouvant dans les états: (1s°) (25°) (2p°) (3°) 3p*P,,., l'atome de 
phosphore, lui, possède 15 électrons: (1s°) (25°) (2p°) (35°) 3p *S.,.. 
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Par les symboles “P,;, et S,/, on désigne les états fondamentaux 
des atomes. On peut constater que les moments orbitaux des trois 
électrons p donnent un moment résultant nul et que les spins de ces 


trois électrons p sont parallèles (1 + 2S, — 1 + 2. : = 4), 


Les potentiels d'ionisation de l'aluminium et du phosphore sont 
respectivement 5,99 et 11,98 eV, ce qui montre que l’état fondamen- 
tal de l’atome de phosphore se trouve à six électrons-volts plus bas 
que l’état fondamental de l'atome d'aluminium. Dans le tableau 5 
on trouve les valeurs numériques des potentiels d’ionisation de cer- 
tains éléments. Le second potentiel d'ionisation de l’atome de phos- 
phore détermine la profondeur à laquelle se trouve le niveau d'élec- 
trons s, et le tableau 5 montre que les niveaux s de l'aluminium et 
du phosphore sont disposés à une profondeur relativement grande 
au-dessous des niveaux p des électrons de l’atome de phosphore. 
Nous pouvons donc supposer que dans le composé AÏP les bandes s 
sont disposées à une profondeur relativement grande et que les 
bandes de valence et de conduction sont formées à partir de niveaux 
p des électrons des atomes d'aluminium et de phosphore qui, en 
se scindant et se recouvrant partiellement, donnent naissance aux 
bandes de valence et de conduction trois fois dégénérées. 


Tableau 5 


Potentiels d’ionisation de certains éléments 


Symbole Etat des Symhole 
de l'élé- électrons de | ÆE: CV | de l'élé- 
ment valence ment 


Etat des 
Z électrons de 
valence 


N 


E,, cV 


H 1 Âs 13,595 Ga 31 (4s°) 4p 16,11 
Li 3 2s 5,39 Ge 32 (4s°) 4p° 7,88 
B 5 (2s°) 2p 8,296 As 33 (4s°) 4p3 9,81 
C 6 (25°) 2p° 11,256 Se 34 (4s°) 4 p4 9,75 
Na 41 3s 5,138 Cd 48 (55°) 8,991 
Al 13 (3s=) 3p 5,984 In 49 (5s°) 5p 5,785 
Si 14 (3s°) 3p° 8,149 Sb 51 (5s°) 5p$ 8,639 
P 15 (3s°) 3p3 10,484 Te 52 (5s°) 5p1 9,01 
S 16 (3s°) 3p4 10,357 Hg 80 (Gs°) 10,43 
Zn 30 (4s°) 9,391 Pb 82 (6s°) Gp° 7,415 


Considérons maintenant les composés du type AlBVI, formés 
par des atomes possédant respectivement deux et six électrons de 
valence, dont l'état peut être formulé de la manière suivante: 
(ns°)'S, pour les atomes des éléments du groupe II, et (n's°) n’p* °P, 
pour les atomes des éléments du groupe VI. 
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Tableau 6 


Largeur des bandes interdites 


ue Matériau La bande me LA Matériau ts nd in 
Eléments Si 1,10 IV-IV InTez 1,0 
Ge 0,68 SiC 2,3 cub. 
Sc 2,1 2,9 hexagon. 
Te 0,34 II-VI CaS 9,4 
a Sn 0,08 CaSe 5,0 
I-V KSb 0,9 CaTe 4,3 
K3Sb 1,1 MgSe 5,6 
CsSb 0,8 MgTe 4,7 
Cs3Bi 0,5 ZnO 3,2 
IVI Cu:0 2,0 ZnS 3,7 
ÂgeS 0,9 ZnSe 2,6 
I-VII CuBr 2,9 ZnTe 2,1 
Agl 2,8 SrO 5,8 
II-IV Mg:Si 0,7 SrS 4,8 
Mg:-Ge 0,6 SrSe 4,6 
Mg:Sn 0,3 SrTe 4,0 
CasSi 1,9 Cds 2,4 
Ca:Sn 0,9 CdSe | 7 
Ca:Phb 0,46 CdTe 1,5 
II-V ZnsPs 4,15 Ba0O 4,2 
CdSb 0,50 BaS 4,0 
ILI-V AlAs 2.4 BaSe 3,7 
AISb 1,9 BaTe 3,4 
GaN 3,4 HgS 2,0 
GaP 2,24 « rouge » 
GaAs 1,4 HgSe 0,6 
GaSb 0,67 HgTe < 0 
InP 1,25 IV-VI TiOs 3,0 
InAs 0,33 SnO: 4,3 
InSb 0,18 SnS 1,3 
II-VI ALO3 5) PbO 243 
ALS3 4,1 PbS 0,40 
AbSes 3,1 PbSe 0,25 
ALTe3 2,9 PhTe 0,31 
GaSe 2,0 V-VI AS:Se3 1:57 
Ga,Ses 1,9 Sb:0s 4,2 
GaTe 1,5 Sb:03 1,7 
InSe 1,2 Sb:Se3 1,2 
In.Se3 1:2 SbTes 0,3 
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Suite 
Largeur de ; Largeur de 
Type d T d 
AR Le Matériau ne oi | COM DoSte Matériau a ee M 
V-VI BisO3 RL CdSnP; 4,5 
BiTez 0,15 Zn]n.Se 2,6 
VI-VI TeO: 4,5 Zaoïn,.Te, 1,4 
Autres com- | ZnGeP, 2,2 Cdin, Te, 0,9 
posés ZoSnP; 24 Hgin,Se, 0,6 
CdGeP»s 1 ,8 


Les potentiels d'ionisation de ces éléments sont peu différents 
les uns des autres, de sorte que les niveaux s de All et les niveaux p 
de BV des atomes libres se trouvent à peu près à la même profondeur. 
En supposant que la bande de valence se forme à partir de niveaux p, 
on remarque que puisque leur fonction d'onde doit être localisée 
dans une région plus grande que celle correspondant aux électrons s, 
ces niveaux doivent se situer plus bas dans l’échelle des énergies; 
en conséquence, la bande de valence doit être trois fois dégénérée 
et doit comporter six états pour chaque paire d’atomes, qui sont 
occupés par six électrons de valence des atomes All et BVI. La bande 
de conduction doit se former à partir des niveaux s de l'élément All 
et doit donc être de structure simple. 

En procédant de la même manière, on peut analyser la structure 
des bandes d’autres composés. On doit tenir compte de la structure 
de couches électroniques des atomes faisant partie du composé consi- 
déré. Cependant, ce procédé d'étude ne peut conduire qu’à des résul- 
tats qualitatifs concernant, par exemple, la variation de la largeur 
de la bande interdite en fonction de la composition du matériau. 

Pour pouvoir interpréter le plus grand nombre possible de pro- 
priétés physiques de semiconducteurs, il est indispensable de con- 
naître la largeur de la bande interdite AÆ,. On trouvera dans le 
tableau G les valeurs expérimentales de la largeur de la bande inter- 
dite de certains semiconducteurs. 


Résumé du $ 24 


1. Le nombre d’états existant dans une bande est égal au nombre 
d'états initiaux qui existaient dans les atomes isolés à partir des- 
quels fut formé le cristal. 

2. Une bande simple ne peut comporter plus de 2N électrons, 
N étant le nombre d’atomes renfermés dans le cristal. 

3. Les corps solides qui ont des bandes non complètement rem- 
plies se rapportent aux métaux. L'existence d'états non occupés 
peut être due soit au fait que le nombre d'états disponibles est supé- 
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rieur au nombre d'électrons, soit au fait que les bandes vides et 
les bandes occupées se recouvrent. 

4. Les non-conducteurs sont les corps qui ont un certain nombre 
de bandes complètement occupées et entièrement vides. La bande 
occupée la plus haute est désignée sous le nom de bande de valence, 
tandis que la bande vide la plus basse est appelée bande de conduc- 
tion. La bande interdite séparant la bande de valence de la bande 
de conduction joue le rôle primordial dans la plupart des processus 
physiques. On classe parmi les semiconducteurs les corps pour les- 
quels la largeur de la bande interdite est inférieure à 2-3 eV. Les 
corps possédant une bande interdite plus large seront classés dans 
la catégorie des isolants. 


$ 25. Les propriétés principales des trous 


Examinant le phénomène de la conduction électrique, nous avons 
donné la notion de la conduction par trous en tant que conduction due 
au défaut d'électrons absents dans les liaisons entre atomes. Au point 


y 


a) 


Fig. 36. Déplacement que subit un électron se trouvant dans une zone de Bril- 
louin presque vide sous l'action d'un champ électrique 


de vue de la théorie des bandes, la conduction par trous est déterminée 
par les électrons d'une bande presque remplie, donc par les électrons 
de la bande de valence comportant un certain nombre d'états libres. 
Si on désigne par p la concentration d'états libres, on peut dire 
que p détermine la concentration de trous. Autrement dit, au point 
de vue de la statistique des porteurs de charge, un trou peut être défini 
conme un état libre E (k). Cependant, cette définition simple ne 
suffit pas pour décrire les caractéristiques dynamiques d'un trou. 
On doit utiliser pour cela les notions découlant de l'existence de 
zones de Brillouin. 

Considérons tout d'abord une zone de Brillouin dont un petit 
nombre rx d'états est occupé au voisinage du point P — 0. Posons 
pour simplifier que les états occupés sont séparés des états libres 
par une nette frontière (fig. 36, a). Sous l’action d'un champ exté- 
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rieur E, tous les états se trouveront décalés d'une grandeur AP: 

AP=—e"Er, (25.1) 
où t est le libre temps moyen. Puisque la grandeur AP ne dépend 
pas de l’état initial P; (0), tout état occupé se déplace dans la zone 
de Brillouin d’une même valeur ce qui est équivalent à un déplace- 


ment en bloc de tous les états occupés (fig. 36, b); on peut donc 
écrire : 


P;(t)=P;(0)+e"Et (t © 7). (25.2) 


La quasi-impulsion totale P> de tous les électrons est égale à 


Ps = 2 P;(t)= SN P;(0)+ne-Et=ne Et—nPnoy, (25.3) 
où 


ñn 
À P;(0)=0 (25.4) 
i= 
du fait de la symétrie de la région des états occupés, de sorte qu'à 
chaque état P; (0) correspond un état —P; (0). A un état P,; cor- 
respond une vitesse de mouvement de l’électron : 


dE P. 
VD) = = m6 (25.5) 
et un courant élémentaire 
= eP; 
Je" v; = nF (25.6) 


Le courant total est donc 


J= D J= RS P,= ne rE=enLeE, (25.7) 


(25.8) 


est la mobilité des électrons. 

Si l’on examine la zone de Brillouin d’un cristal unitaire, nr 
représente la concentration des électrons et J la densité du courant’; 
dans ce cas 6 — e”nu, représente la conductivité du cristal. 

Considérons maintenant le courant créé par une bande presque 
saturée et comportant NV” états occupés et p états libres se trouvant 
au voisinage du point k — O (E (0) — ÆEmax) (fig. 37, a). Sous l’ac- 
tion d'un champ extérieur EÆE, tous les états se trouveront 
modifiés d’une mème valeur AP = e-Ex et 


P; (t) — P, (0) + e.Er. (25.8) 
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Cependant la quasi-impulsion totale ne sera pas égale à N'e-Ex 
comme on pourrait s’y attendre en définissant Ps comme étant la 
somme des P; (t). Cela tient à ce que du fait du déplacement de cha- 
que état occupé d'une quantité e-Et l’ensemble des N° états se 
déplace lui aussi de e-Et, autrement dit, les états occupés et les 
états libres se déplacent d'une seule et même quantité e Ex. 

Comme les états occupés se déplacent en bloc, une partie des 
états appartenant à la première zone de Brillouin passe dans la 


D. 


Fig. 37. Déplacement que subit un électron se trouvant dans une zone de Bril- 
ouin presque occupée sous l'action d'un champ électrique 


deuxième zone ; dans la première zone apparaissent alors de nouveaux 
états libres (fig. 37, b). On doit cependant transférer tous les états 
de la deuxième zone dans la première zone en ajoutant au vecteur 
P; un vecteur convenable 2rAb ce qui permet de définir les états 
occupés conformément au schéma de la fig. 37, c. Dans ce cas, évi- 
demment, Pz: ne peut être égal à VN'e”Et. Pour pouvoir déterminer 
Ps on doit tenir compte de la propriété suivante des zones de Bril- 
Jouin : lorsque la zone est entièrement occupée, 


DPi= (25.9) 
et on a alors 
N° P 
Pr; = > P,=— 2 P,— — pe-Ert. (25.10) 
1=1 =) 
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Ainsi, grâce au caractère périodique des états considérés dans l’es- 
pace des quasi-impulsions, la quasi-impulsion totale Ps d’un ensem- 
ble de VW” électrons se trouvera déplacée non pas dans la direction 
dans laquelle agit la force e"E, mais à l'encontre de cette force, 
c'est-à-dire dans la direction — (e"E) —e*E. La dquasi-impul- 
sion moyenne vaut 


Ps et 
Pmoy = 7 = — re E (25.11) 
et la vitesse moyenne est 
Pmoy 
Vmoy = 5: (25.12) 


Or, puisque p < N'fÆN, Pmoy Se trouve à proximité du point 
k — 0 et donc m*< 0. Le courant créé par V” électrons liés est 
égal à 


N'P 
Je = EN Vmoy == — 6 N'+-ÈE. (25.13) 
En posant 
— = lue (ie < 0 !), (25.14) 
il vient 
Jrie= —e N'huieE. (29.15) 


Introduisons maintenant la notion de trou en nous basant sur les 
considérations suivantes: les trous sont des quasi-particules dont les 
propriétés dynamiques sont identiques aux propriétés dynamiques de 
l'ensemble des électrons, ce que l’on peut exprimer par 


Pr, = Ps, (25.16) 


Ps étant la quasi-impulsion totale des NV” états occupés et Pz, 
la quasi-impulsion totale de l'ensemble des trous. Il est tout naturel 
de définir Le nombre de trous comme le nombre d'états libres disponibles. 
On pourra définir la quasi-impulsion d'un trou par 


Ph — —P,;, (25.17) 


où P, est la quasi-impulsion d'un état vacant. En effet si la zone ne 
comporte qu'un seul état vacant, on doit avoir 


S N’ 


Ps= à P;— > P,+P—P—= > 2 PE P,—=—P, (25.18) 
i—1 


Cette dernière définition de la quasi-impuilsion d’un trou montre 
que le transfert de la quasi-impulsion d'un trou au réseau cristallin 
correspond à un transfert au réseau de la quasi-impulsion de l'ensemble 
des électrons. Nous pouvons déterminer maintenant la loi de varia- 
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tion de la quasi-impulsion d’un trou: puisque 
dPo _ - 


7 —=e E, (25.19) 
on doit avoir 
dP, dP - : 
= — = —e"E=etE, (25.20) 


autrement dit, l'accroissement de la quasi-impulsion d'un trou s'ef- 
fectue comme si la charge du trou était positive. On peut donc dire 
qu'un trou est une quasi-particule caractérisée par e, > 0. 

L'équation (25.13) définissant le courant peut être mise sous la 
forme 


Jue=—eN' LS. E=et pr E=ep£TE, (25.21) 


& 
P 


(25.22) 


Ceci montre que, définissant la masse d'un trou comme la masse d'un 
électron avec le signe moins, le trou devra avoir une masse positive 
lorsqu'il se trouve à proximité du bord supérieur de la bande de valence 
et une masse négative lorsqu'il se trouve dans le bas de la bande. Il 
découle de l'équation (25.22) que l'on doit avoir Æ, (k) = —E (k), 
autrement dit, que la relation entre l'énergie et la quasi-impulsion 
pour les trous est la même que pour les électrons, à une différence prèsi 
Le sens de variation de l'énergie des trous est inverse à celui de l'énergie 
des électrons. C'est la raison pour laquelle le signe de la dérivée se- 
conde de l'énergie par rapport à la quasi-impulsion a été inversé: 
là où on observe un maximum pour l'électron (m* << 0), on observera 
un minimum d'énergie pour .le trou (m* >> 0). La vitesse d'un trou 
peut être définie de deux manières différentes : d'une part, on peut 
écrire 


dE — dE 
VERS = = — V, (25.23) 
d'autre part, : 
P —P A 
ir nier nl (25.24) 


On voit donc que La vitesse de déplacement d'un trou n'est autre que la 
vitesse de déplacement d'un état libre. 
Un trou est donc une quasi-particule qui peut être caractérisée par 
les grandeurs suivantes : 
la charge électrique 


ep=e=—€e >0; 
11—0898 
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la masse effective 
mo !— — m*-i— À : (25.25) 
p 


la quasi-impulsion 


la vitesse 
m? dPh dP 
le vecteur d'onde 
k, = —k; 


l'énergie 


la mobilité 


Ces formules montrent que toutes les caractéristiques du trou s'ez- 
priment par les caractéristiques de l'électron de la bande de valence. 
La vitesse de dérive des trous est dirigée dans le sens du champ 


Va = LE ; (25.26) 


tandis que la vitesse de dérive de l’ensemble des électrons liés est 
dirigée dans le sens contraire à celui du champ 


+ 
men Se u  C527 
La fonction de répartition des trous f, : 
1 1 
JR (25.28) 


e RT +1 e RT +4 
peut s'écrire de la même façon que la fonction de répartition des 


électrons à condition de définir le niveau de Fermi des trous de la 
manière suivante : 


Fn = —F,. (25.29) 
On obtient alors 
| 
fÎp= EF —: (25.30) 
e ÀT +4 


Ceci montre que dans un champ électrique appliqué le déplacement de 
l'ensemble des électrons liés est équivalent au déplacement de l’ensemble 
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des trous. En raisonnant de là même façon, il est facile de montrer 
que dans un champ magnétique le déplacement de l'ensemble des élec- 
trens d'une bande de valence peut être décrit comme un déplacement 
de l'ensemble des trous. 


Résumé du $ 25 


1. La conduction par trous n’est autre qu’une conduction assu- 
rée par les électrons de la bande de valence ou de tout autre bande 
partiellement occupée. 

2. Un trou est une quesi-particule dont Jes propriétés peuvent 
être exprimées par les propriétés correspondantes d'un électron de 
la bande de valence [équations (25.25) à (25.30)]. La concentration 
des trous est égale à la concentration des états permis disponibles 
dans la bande de valence. 


S 26. Méthodes de calcul et structure de bandes 
de certains semiconducteurs 


Dans ce qui précède nous avons exposé les méthodes les plus 
générales permettant de calculer le spectre énergétique d’un solide 
et nous avons démontré l'existence de bandes d'énergie dont certai- 
nes caractéristiques ont été précisées. Lorsqu'il s’agit de calculer 
la structure de bandes d’un semiconducteur donné, on se heurte à de 
grandes difficultés dont la plus importante est l’absence d’une expres- 
sion analytique de la fonction U (r). Aussi trouve-t-on dans les 
formules utilisées dans les calculs certains paramètres dont la valeur 
ne peut être déterminée qu'en utilisant des données expérimentales. 
Ainsi, par exemple, la largeur de la bande interdite ne peut être dé- 
terminée qu'expérimentalement. 

On dispose actuellement de plusieurs procédés de calcul de la 
structure de bandes. Nous en donnerons un bref aperçu. 

a) Méthode des ondes planes. 

Le champ périodique du réseau cristallin peut être représenté 


sous la forme de la série de Fourier, ce qui donne le développement 
semblable à (17.10): 


U (r)= D) cpei2x@r), (26.1) 
b 
où les c» sont définis par les équations (17.12) et (17.9). Puisque 


p (r) est une fonction périodique, on peut la développer en série 
de Fourier : 


p(r)= D) agrei2nen), (26.2) 
g° 
L'onde de Bloch se présente alors sous la forme suivante: 
Yu (r) = 2) agreit+2ng", 0), (26.3) 
£ | 
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Portant les expressions de U et de yx définies ci-dessus dans l’équa- 
tion de Schrôüdinger, on trouve: 


as PEEEET + 2 Chag-b = Eûg. (26.4) 


Le système d'équations en a, (26.4) permet, en faisant appel à l'équa- 
tion séculaire, de calculer Æ (k) en supposant que les c soient connus, 
autrement dit, que soil connue l'expression décrivant le champ du 
réseau cristallin. Le calcul de Æ (k) exige que le nombre d'ondes 
planes utilisées soit suffisamment grand, ce qui rend la tâche fort 
ardue. 

b) Méthode des ondes planes orthogonalisées (méthode de Her- 
ring). 

Le calcul de E (k) par la méthode précédente est rendu difficile 
par la faible convergence des séries ; cela est dû à ce qu’à proximité 
d'un noyau la fonction d’onde diffère sensiblement d’avec une onde 
plane, aussi a-t-on besoin d’un grand nombre d'ondes planes de 
faible longueur d'onde ou de grand vecteur d'onde k. A proximité 
des noyaux, il est préférable d'utiliser les fonctions d'onde atomiques 


+; (r — n), et ceci permet d'obtenir des sommes de la forme: 


| a 

Pki(r) 77 D; etkn)hb; (r— n), (26.5) 
N n 

où j indique un état donné de l'atome (s, p, d, etc.), N est le nombre 


d'atomes dans le cristal dont la position dans le résau est définie 
par le vecteur n. Considérons une équation du type 


64 — D Lau (r). (26.6) 


j 


A proximité d’un noyau x (r) se comporte essentiellement comme 
la fonction d'onde atomique correspondante, tandis que loin du 
noyau, cette fonction est semblable à l’onde plane. Pour simplifier 
les calculs, on peut exiger que la fonction xx (r) soit orthogonale 
À tous les états « fondamentaux» qu; (r).: 


À cp Cr) 2x (r) de = 0. (26.7) 


On peut alors choisir les coefficients x; d’une façon univoque. La 
méthode des ondes planes orthogonalisées simplifie notablement 
les calculs améliorant la convergence des séries utilisées pour le cal- 
cul de E (k). 

c) Méthode des ondes planes associées (méthode de Slater). 

Dans cette méthode la fonction d’onde du cristal est présentée 
sous la forme d’une combinaison d'ondes planes « hors de l'atome» 


Xk (r) = 
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et de fonctions d'onde atomiques « à l’intérieur de l'atome»: 
Di(r)=0(r—7r;) api + D am (7; — 7) Pim(r). (26.8) 
im 


On adopte en qualité de modèle de l'atome une sphère de rayon r;; 
6 (£) est une fonction unité en marche d'escalier introduisant soit 
une onde plane pour r > r;, soit une fonction atomique pour r << r;: 

4 pour 0, 
o®={ 0 ne (26.9) 
pour E<(. 

d) Méthode des pseudo-potentiels. 

Le développement de la méthode des ondes planes orthogonalisées 
donna naissance à la méthode dite des pseudo-potentiels (Phillips 
et Kleinman), qui, actuellement, est largement utilisée pour le calcul 
de la structure de bandes. 

Soit ÿ{® (r) la fonction d'onde que nous voulons déterminer et 
qui est une solution de l'équation de Schrôdinger du cristal ; d'autre 
part, soit Œx; (r) la somme de Bloch constituée par les fonctions 
d'onde atomiques et telle qu'elle soit orthogonale à la fonction 


po(r) : 


[HP (7) qui (r) dr = 0. (26.10) 
Ecrivons la fonction ® (r) de la manière suivante: 
Dr) = vi (r)— À auQu; (r). (26.11) 
J 


Puisqu’à proximité des noyaux Y{® (r) se comporte comme une des 
fonctions atomiques figurant dans la somme de Bloch, ® (r) doit 
donc être une fonction continue partout, y compris à proximité des 
noyaux. Les coefficients ax; doivent être déterminés en partant de 
la condition d'orthogonalité des fonctions 4 (r) et qu; (r) : 


a= — | ps(r) D (M dr= — (Fu D). (26.12) 
Pour trouver l'expression de © (r), on utilise les équations : 
AYL (r)=E(k) Vi (r)5 ou = Ejqu, (26.13) 


ce qui donne 


= E(k)O(k)+E£E(k) À ai (26.14) 


166 FONDEMENTS DE LA THÉORIE DES BANDES [CH. II 


Transcrivons l'équation (26.14) sous la forme suivante: 


{(—#a HU ())+ ; 0 } D(r)=E(k)O(r). (26.15) 


E 
Le terme _._— VR (r) est appelé potentiel de ré- 
pulsion, tandis que V, = U + VR est appelé pseudo-potentiel. 
Ceci nous permet d’ écrire 


{ AL Vp} ® (r)=E (k) O (r). (26.16) 


Etant continue, la fonction © (r) peut être représentée par un nombre 
restreint d'ondes planes qui assurent la convergence rapide de la 
série utilisée pour déterminer la courbe de dispersion E (k). On peut 
en outre considérer le pseudo-potentiel comme une perturbation. 

Une variante de cette méthode, que l'on appelle la méthode 
empirique du pseudo-potentiel, utilise pour déterminer V, des don- 
nées expérimentales telles que le spectre de réflexion où encore le 
spectre de la partie imaginaire de la constante diélectrique, que 
l'on calcule en partant du spectre de réflexion. Connaissant la posi- 
tion des pics de réflexion, on arrive à calculer les valeurs de E (k) 
en tous points d'une zone de Brillouin et ceci constitue l’avantage 
principal de cette méthode. L'inconvénient de la méthode est qu'il 
est nécessaire d'adapter les paramètres (facteur de forme) pour obte- 
nir les valeurs numériques des distances interbandes. 

e) Méthode variationnelle ou méthode de Kohn-Korinng-Ros- 
toker. 

Une grandeur 7 définie par la relation 


. | p°(r) (Â —E)ÿ(r) dr (26.17) 


peut être calculée pour une fonction + (r) arbitraire ; Z est donc une 
fonctionnelle dépendant de la forme de % (r): ? — I {y (r)}. Si on 
place sous le signe somme la fonction propre de l’hamiltonien, on 
obtient Z = 0. Si la fonction w (r) ne diffère que faiblement de la 
fonction propre, la valeur de Z n’en sera que faiblement affectée, 
ce qui revient à dire que la variation de la fonction propre de l’hamil- 
tonien doit assurer une variation nulle de la fonctionnelle, c'est-à- 
dire Ô7 — 0, lorsque ôw = 0. 

En essayant différentes fonctions et différents modèles du poten- 
tiel, on arrive à calculer la structure de bandes sans aucune adapta- 
tion des paramètres. 

Une méthode utilisant l'hamiltonien relativiste serait susceptible 
de fournir des résultats plus précis, bien que ceux-ci diffèrent no- 
tablement des résultats des calculs basés sur toutes les autres métho- 
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des. Nous voyons ainsi que les méthodes de calcul que l'on utilise 
dans la pratique constituent en fait une certaine combinaison des 
théories de l’électron quasi libre et de l’électron quasi lié. 

f) Méthode « k-p». Pour la description des phénomènes les plus 
divers on utilise largement une équation de dispersion qui fut établie 
par Keyne sur la base d’une théorie des perturbations modifiée ; 
le principe de cette méthode peut être mis en évidence si on transcrit 
l'équation (11.19) sous la forme: 


{A+ U (r) +2 (lp) } qu(r)=[ En) 2] qu (r). (26.18) 


On remarque que dans cette équation la fonction d'onde et l'énergie 
sont affectées d’un indice r supplémentaire qui sert à marquer que 
les états considérés appartiennent à une bande #7. En admettant que 
l'on connaisse la solution de l'équation de Schrôdinger pour un 
état donné k,, on est en mesure de trouver une solution à proximite 
de cet état donné: 


Pau (r) = 2 Can (k — ko) Park (F), (26.19) 
B= + À (26.20) 

et 
HrQnico = En (Ko) Prko- (26.21) 


Utilisant les équations (26.20) et (26.21), on peut mettre l'équation 
(26.18) sous la forme: 


D no + (—kosp) +2 (k2—K3) | Que = En (k) Qne (26.22) 
Portant (26.19) dans (26.22), multipliant le premier membre par 


Pr, et étendant l'intégration à tout le volume du cristal, on obtient 
une forme matricielle de l'équation (26.22) 


> LÉ Es (ko) + (ke —k3) } une + 


+ ce (k—k, Pan) | Cn'n = En (K) Cn'n; (26.23) 
où 
Pn'n = | Pr'ko (r) PPako (r) dt. (26.24) 


Le terme renfermant l'élément matriciel de l'impulsion p,, peut 
être considéré comme un terme de perturbation à condition que k 
se trouve à proximité de k,. Dans ce cas la seconde approximation 
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de la théorie des perturbations usuelle permet d'écrire: 


E, (k)=E£, (ko) + (k— —k,, Pan) + +— 2 (k— KE) + 


LE (k—ko, Pan’) |° 
TE me À En Ko) — En (Mo) ‘ Eee) 


Si l’état k, correspond à un extrémum et si simultanément p,, + 
+ fik, —= 0, l'expression (26.25) décrit des surfaces d’énergie sphé- 
roïdales pour lesquelles les composantes de la masse effective le 
long des axes principaux i sont de la forme: 


1 1 2 (i-Pyne)° 
ar 8 2] En Ro —En (26.26) 
avec 
Ey (k) = En (ko) ++ T2 Ge (26.27) 


Nous voyons ainsi que cette méthode Eu au résultat connu. Si 
cependant on tient compte de l'interaction spin-orbitale dont le 
sens physique est donné dans le $ 84, la méthode permet d'obtenir 
des résultats essentiellement nouveaux. L'hamiltonien, pour une 
interaction spin-orbitale, s'écrit : 


Îo= ee (VU, P10), (26.28) 


où © est l’opérateur de spin (matrice de Pauli). Dans la représenta- 


tion en k-p l'hamiltonien H,, doit être remplacé par une somme de 
deux termes: 


É,0 = À, + É. (26.29) 


H, se confond avec l'expression (26.28) et H., correspond au terme 
linéaire de l'équation (26.18) et caractérise la représentation en 
k-p : 

Br __. ([(VU, k] 0). (26.30) 
On n'apportera aucune correction notable au résultat final en faisant 
apparaître d'autres termes pour tenir compte de l'interaction spin- 
orbitale. La suite du calcul fait intervenir la symétrie de H, et de 
H;, en admettant que l'interaction n'est possible qu'entre la bande 
de conduction et la bande de valence dont les fonctions d’onde cor- 
respondent aux fonctions d'onde atomiques s et p (une et trois fonc- 
tions respectivemeni). 
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Nous nous bornerons à donner le résultat final de la relation 
de dispersion E (k). Pour la bande de conduction on obtient 


E h2k2 E Rk fiEe "2 
Eee + nt 1m) à (26-31) 
et pour les trois bandes de valence on trouve: 
nk?  A2k° ro RH RSREHEERS | 
En (ne me UV Ji Et) 0; 


(26.32) 


Eg __ h°k? _Ey h2k2 2(Eg+ A) fa (Eov) Je 
Ene(k) = En Te GÉNIE) 


Ex, (0)=0 ; (26.33) 


__. A  hk? À R°k?  Eg  f3(Es) V2. 
Er K)= rs, —7 {1+4 2m, 3Eg+24 À } | 


E3, (0) = — A. (26.34) 


Dans les équations ci-dessus on a adopté en qualité d'origine 
des énergies le point où l'énergie de la bande de valence est maxi- 
male ; la bande de valence comporte deux sous-bandes, celle corres- 
pondant aux trous lourds £;,, et celle correspondant aux trous légers 
Es. La troisième sous-bande £;, est décalée vers le bas d’une valeur 
À représentant l'énergie de l'interaction spin-orbitale. Le maximum 
d'énergie de la bande de valence et le minimum d'énergie de la bande 
de conduction sont situés au point d’abscisse k — 0, dit point F 
(gamma). Le paramètre de Keyne Æ,, qui détermine la position 
du bas de la bande de conduction, n’est autre que la largeur de la 
bande interdite, qui en principe peut prendre des valeurs négatives. 
Par f,, f, et f; on a désigné des fonctions lentement variables des 
paramètres figurant dans la relation de Keyne ; au point F ces fonc- 
tions sont égales à l'unité. Le paramètre m, est déterminé par 
l'équation 


2 
+9 oo. (26.35) 
me h7 Eg(Eg+ 0) ? 
où le paramètre P est lié à l'élément matriciel de l'impulsion corres- 
pondant à des bandes se trouvant en interaction: 


P— —i pe. (26.36) 


Généralement le paramètre P est exprimé en eV -cm, et pour un 
grand nombre de semiconducteurs on peut le prendre égal à 
6.10-8 eV -cm environ. Dans le cas de semiconducteurs à faible lar- 
geur de la bande interdite, lorsque k-P < A et E, & A, les équa- 
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tions (26.31) à (26.34) doivent s’écrire : 


Ey p°k? E _ 
E, Re EE + {2 SP}, (26.37) 
k?k? 
Eio (k) = — Om ? (26.38) 
E, à E? 
Ep (k)2e EE E+irke}t, (26.39) 
Eee re Pe. (26.40) 


2m  3(E, +4) 


La relation de Keyne laisse apparaître que dans le cas de maté- 
riaux de faible Æ, le terme linéaire de l'hamiltonien (28.18) joue 
un rôle assez important. Lorsque Æ, — 0 la bande de conduction 
et la sous-bande des trous légers obéissent à une loi de dispersion 
linéaire et au point | = 0 l'énergie est trois fois dégénérée. Lorsque 
E, 5 0, l'écart à la loi quadratique (ou comme on dit communément 
à la parabolicité) ne s'observe que pour de grandes valeurs de k. 

Quelle que soit la méthode de calcul utilisée, on se trouve en 
butte à de grandes difficultés mathématiques. Ainsi, par exemple, 
la mise en œuvre de la méthode des ondes planes orthogonalisées 
pour le calcul de la structure de bande du germanium et du silicium 
fournit pour la détermination de E (k) en un point k arbitrairement 
choisi, une équation du 146€ degré. Utilisant les méthodes élaborées 
par la théorie des groupes, qui tiennent compte de la symétrie du 
cristal, on arrive à simplifier l'équation pour certains points symé- 
triques, qui ne se réduit cependant qu’à une équation du 16 degré. 

Les données dont on dispose actuellement sur la structure de 
bande des semiconducteurs ont été obtenues par des procédés aussi 
bien théoriques qu'expérimentaux. Dans ce qui suit, nous en don- 
nons quelques exemples. 

Structure de bandes du silicium. Rappelons tout d’abord que 
l'atome de silicium comporte 14 électrons répondant à la formule 
électronique: (1s°) (25°) (2p°) (35°) 3p% P,122. Les deux premières 
couches électroniques sont entièrement occupées, tandis que la 
troisième ne l’est que partiellement. Les spins des deux électrons p 
étant parallèles l’un à l’autre, l’état fondamental est un état triplet. 
Pour établir dans le cadre de la théorie des liaisons fortes l’approxi- 
mation d'ordre zéro de la fonction de Bloch, on utilisera les fonctions 
d'onde correspondant aux niveaux p trois fois dégénérés (en négli- 
geant le spin). En tenant compte de ce que les particules du cristal 
sont en interaction entre elles, la dégénérescence est levée et la loi 
de dispersion sera représentée par trois bandes qui se recouvrent 
partiellement ; ainsi, aussi bien la bande de valence que la bande 
de conduction sont constituées par la superposition de trois bandes 
différentes, auxquelles correspondent trois branches E (k) représen- 
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tées fig. 38. Une des branches de la bande de conduction est disposée 
beaucoup plus bas que les deux autres. La position du minimum abso- 
lu détermine le bas de la bande de conduction, qui correspond 
à l'orientation [100] ; au total on doit trouver six minimums d'éner- 
gie équivalents. Les minimums d'énergie des électrons et des trous 
sont parfois désignés sous le nom de vallées, et on pourra donc dire 


) 
[111] 1100) [1] {100] 


Fig. 38. Structure de bandes du germanium et du silicium 


que la bande de conduction du silicium comporte six vallées. Il 
ressort de la fig. 38, a que la loi de dispersion dépend de l'orienta- 
tion. 

Au voisinage des minimums absolus les surfaces d'égale énergie 
se présentent sous la forme d’ellipsoïde de révolution dont le grand 
axe est confondu avec l'orientation [100] (fig. 39). La relation entre 
l'énergie et le vecteur d'onde peut être mise sous la forme suivante: 


2 es 2 — kno)? 2 ER 2 
E(k) = E (ko) + * [(Xs EC kpe) Lise Cs— , (26.41) 


Les mesures de la résonance de cyclotron permettent de déterminer 
les différentes composantes du tenseur de la masse effective de l’élec- 
tron ; pour le silicium on trouve les valeurs suivantes: 


M = Me —= Mt —= 0,19m ; Me = My = 0,98 Me. 
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Le rapport maim; = 5,16 caractérise l'anisotropie des propriétés 
des surfaces d’égale énergie. Le rapport des demi-axes de l’ellipsoïde 
vaut 


23 — 2,27. 
m4 
Le minimum est situé à faible distance de la frontière de la zone de 
Brillouin. On a représenté fig. 39 les surfaces d'égale énergie de la 
bande de conduction du silicium qui 
[001] sont centrées au point de minimum 
Bande absolu. 

de conduction (ot) Dans la bande de valence le maxi- 
mum d'énergie des trois branches se 
frog trouve au centre de la zone de Brillouin 
k, = 0. En ce point les trois branches 
se recoupent, de sorte qu’au centre de 
Ja zone de Brillouin l'énergie est dé- 
générée. Compte tenu de l'interaction 
sé spin-orbitale (structure fine des niveaux 
e d'énergie), la dégénérescence est par- 
7] tiellement levée et une des branches 
s’abaisse de la valeur Æ,, — 0,035 eV. 
La relation entre l'énergie et le vec- 

teur d'onde s’ écrit dans ce cas: 


E;,» (k) = E (0) me [AR + 


2 
ni ES  _ _ _— 
10 HV BA + CT (HR + HER HE) ], 
Fig. 39. Surface d'égale éner- (26.42) 
gie dans le silicium où À, B, C sont des constantes sans 


dimension respectivement égales à 
4,1 H 0,2; 1,6 + 0,2; 3,3 + 0,5. Les surfaces d'égale énergie se 
présentent sous forme de sphères déformées (à surface ondulée) 
(voir fig. 39). Dans un système de coordonnées sphériques la rela- 
tion Æ (k) s'écrit : 


E,:(k)=E (0) — 
7 [A + V B5+C?sin*0 (sin*p-cos®q-sin?0Æcos?6)]. (26.43) 


Il est évident que pour une valeur donnée de k, la quantité figurant 


sous le radical peut varier de B° à B* + — ce qui entraîne une 
variation d'énergie entre les limites À + B et A+ y &+i€ 


919 
e 


(en unités ) : compte tenu des valeurs des constantes indiquées 
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ci-dessus, l'énergie variera donc de 5,7 à 6,5 et de 2,5 à 2,7 respective- 
ment. En prenant la seconde dérivée au point k — 0, on trouve 
1 dE A+B 


Æ°qe ———, Or cette dernière relation suppose que l'on néglige 


les termes en C, ce qui est évidemment inadmissible. En prenant la 
moyenne de Æ;,,, par papport aux angles on peut écrire: 


EE (0-5 4+ 7 B+<|, 


or, ceci équivaut à remplacer une surface ondulée par une certaine 
surface sphérique 4 moyenne». On pourra dans ce cas considérer la 
masse effective comme une grandeur scalaire : 


_ m 
EVr+S 


J1 ressort de cette équation qu'il doit exister des {rous de deux types: 
des trous lourds 


(26.44) 


NÊ, = ——— ; = 0,52m ; (26.45) 
AV &+— 
et des trous légers 
mi = —— : m] = 0,16m. (26.46) 
A+) Br 
Le rapport des masses de ces trous différents est 
38 + 
mi 33. (26.47) 
#1 


Les valeurs expérimentales sont 
=0,49m, mi—=0,16m et mji/m —=3;1. 


Pour la troisième branche, on trouve 


Es(k)=E(0)—E0— 5 A; Es=0,035 eV. (26.48) 


La masse effective m des trous du trosième type est une gran- 
deur scalaire égale à m? — m/A ; mË — 0,24 m et est donc comprise 
entre les masses des trous lourds et légers. On doit remarquer cepen- 
dant que l’on n'a pas réussi à détecter expérimentalement des trous 
possédant cette valeur intermédiaire de la masse effective, car la 
bande d'énergie qui leur correspond est disposée de 0,035 eV au-des- 
sous de l'énergie des trous lourds et légers. 
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La distance minimale entre le bas de la bande de conduction 
et le haut de la bande de valence correspond à des points différents 
de la zone de Brillouin et ceci est d'une importance majeuge pour l’inter- 
prétation d’un grand nombre de phénomènes physiques. C'est préci- 

sément cet intervalle minimal d'énergie 


[001] qui porte le nom de largeur de la bande 
D interdite et qui caractérise tous les pro- 
conduction :  Cessus délerminés par une excitation ther- 

[100] TUE 


Structure de bandes du germanium. 
La bande de conduction du germanium 
est formée par le recouvrement de trois 

branches d'énergie. Le minimum absolu 

lo] : : 
Jrous légers{zone COrrespond au point de la zone de Bril- 
esque sphérique) ]ouin d'orientation [111]. On doit donc 


Jrous avoir huit minimums d'énergie équiva- 
lourds De TE k 
{100 lents. En unités — les coordonnées de ces 
dl minimums sont (1/2, 1/2, 1/2), ce qui si- 


gnifie qu'ils se situent sur les frontières 

de la zone de Brillouin. Les surfaces 

Fig. 40. Surfaces d'égale d'égale énergie se présentent sous forme 

énergie dans le germanium  d'ellipsoïdes de révolution dont l'axe 

de symétrie se confond avec les axes 

cristallographiques [111] (fig. 40). La courbe de dispersion est dé- 
finie par une expression analogue à celle de silicium: 
RE (Es — kos)* + R° (ke — ko) | R° (ks— ko3)° 

E (k)= E (ko) D Por L (26.49) 

Les mesures de la résonance de cyclotron fournissent les valeurs 

suivantes : 


m, = Mme = Mr = (0,082 + 0,001) m; m3 — my = (1,58 + 0,04)m. 


Le rapport des carrés des demi-axes vaut : 
73—71—4193 et 3 = 4,4. 
mt m4 


La relation entre l'énergie et le vecteur d’onde est représentée pour 
le germanium fig. 38, c pour deux orientations de la zone de Bril- 
louin. Or, puisque le minimum d'énergie se situe sur la frontière de la 
zone de Brillouin, on ne trouvera dans la première zone de Brillouin 
que la moitié d'un ellipsoïde d'égale énergie, de sorte que le germa- 
nium comporte quatre ellipsoïdes entiers au lieu de huit. 

La bande de valence du germanium a une structure tout à fait 
analogue à celle du silicium (fig. 38,b et 40). On peut trouver les 
valeurs moyennes des masses effectives des trous légers et lourds 
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en utilisant les valeurs suivantes des constantes : 
A=130+40,2; B—89+0,1; C = 10,3 + 0,2. 


Les donntes expérimentales sont mi — 0,04 m, mi, — 0,34m. La 
troisième branche est décalée vers le bas d’une valeur égale à l’éner- 
gie de l'interaction spin-orbitale Æ,, — 0,28 eV. On n’a pas réussi 
à déceler expérimentalement la présence de trous de masse moyenne. 

Les composés intermétalliques. Les composés formés par les 
éléments des groupes III et V que l'on désigne habituellement par 
Ja formule AlIBV acquièrent une importance pratique de plus en 
plus grande du fait de leurs propriétés physiques remarquables. 
Les composés les mieux étudiés sont GaAs, InSb, GaP, GaSb. 

Les calculs de la structure de bandes de ces composés se basent 
généralement sur une comparaison avec la structure de bandes des 
éléments du groupe IV. Une telle comparaison est en effet possible 
car ces composés ont le réseau de la blende ZnS, alors que les éléments 
du groupe IV ont le réseau du diamant. La disposition spatiale des 
nœuds des réseaux de ces deux types est semblable à une différence 
près que dans Île réseau de la blende les atomes A et B alternent, 
tandis qu'un réseau du diamant est composé d’atomes de même es- 
pèce. De ce fait le champ périodique du réseau cristallin des composés 
intermétalliques ne possède pas de centre de symétrie et donc 
U (r)  U (—r). On suppose que le champ potentiel du réseau d’un 
composé ATIBV peut être représenté par une superposition des champs 
potentiels des éléments du groupe IV et d’une fonction antisymétri- 
que considérée en tant que perturbation modifiant les bandes des 
éléments du groupe IV dont la structure est supposée connue. En 
désignant l'énergie potentielle des composés AB par le symbole 
UTI-V(r) et l'énergie potentielle des ecomposés» AIVBIV par le 
symbole UIV—IV (r), on pourra écrire 


UV) Us Nr) HUE (r) [AUS (r)+ AUa(r)], (26.50) 


avec 
PV re UV (Ur) UP (—r). 


On retrouve ainsi la partie symétrique U, et la partie antisymétri- 
que U, du champ du réseau d’un «composé» AIVBIY, Pour un corps 
simple VU, (r) — 0, AU, et AU, représentant respectivement les 
parties symétrique et antisymétrique d’une perturbation. Lorsqu'il 
s'agit de composés formés par des éléments se trouvant dans une 
même période du tableau de Mendéléev, la perturbation doit être 
principalement antisymétrique, c’est pourquoi en première approxi- 
mation la correction que l’on apporte à l'énergie d’un « composé » 
AIVBIV doit être négligeable et on devra faire intervenir la deuxième 
approximation de la théorie des perturbations. Dans ces conditions 
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le calcul s'appuie sur la structure de bandes de C (diamant) pour 
BN, sur celle de Ge pour GaAs, sur celle de Si pour AJP et sur celle 
de «-Sn pour InSb. 

L'analyse des données expérimentales et des résultats des calculs 
thcoriques permettent de formuler certaines considérations relatives 
à la structure de bandes des composés intermétalliques. Les surfaces 
d'égale énergie de la bande de valence et de la bande de conduction 
sont de forme sphérique et par conséquent les masses effectives des 


Fig. 41. Structure de la bande de valence de certains composés semiconducteurs 
AUBV 


électrons et des trous sont des grandeurs scalaires. Les bandes sont 
formées par la superposition de trois branches qui proviennent des 
niveaux D. 

La bande de valence des composés intermétalliques est quelque 
peu différente de celle des éléments du groupe IV : elle comporte 
trois branches dont l’une est décalée vers le bas d’une quantité Æ£y 
par suite de l'interaction spin-orbitale. La valeur de Æ,, dépend de 
la nature du composé. Les deux autres branches correspondant aux 
trous légers et aux trous lourds se dédoublent au centre de la zone 
de Brillouin du fait de l'existence d’une composante antisymétrique 
du champ potentiel. Il en résulte que les maximums d'énergie des 
trous légers et lourds sont déplacés par rapport au centre de la zone 
de Brillouin ; le déplacement peut affecter aussi bien les maximums 
des deux branches que de l’une d’elles seulement. Ce déplacement est 
cependant en règle générale très faible, de sorte que l’énergie E (0) 
est inférieure à l'énergie au maximum de quelques centièmes ou même 
millièmes d'électron-volt. Le déplacement le plus faible (qui est 
peut-être égal à zéro) a été observé dans InSb et InAs. Les maximums 
d'énergie dans la zone de valence sont déplacés par rapport au centre 
de la zone de Brillouin le long des orientations [111] ou [100] (voir 
fig. 41). La bande de conduction comporte trois branches E (k). 
Le minimum absolu peut se trouver soit au centre de la zone de Bril- 
louin, soit en dehors de celui-ci (fig. 42). La faible masse effective 
des électrons entraîne que l'énergie croît rapidement avec le vecteur 
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d'onde, de sorte que même pour.des valeurs relativement faibles de k, 
l'énergie est déterminée non seulement par le terme quadratique 


QE Au 
L 1 


Jr Mais par d’autres termes de 
plus grande puissance en Æ; de ce 
fait la valeur de la masse effective 
déterminée dans des échantillons 
dont la concentration en électrons 
est différente, est également différen- 
te. En définissant une masse effec- 
tive «généralisée» à l'aide de 
l'équation suivante: 


Enérgie 


U°k° 


on arrive à la conclusion que /a 
masse effective dépend de la valeur 
de k. 

Les valeurs des masses effectives 
des électrons et des trous dans le 


germanium, le silicium et certains 

composés AUMIBV sont consignées  - 

dans le tableau 7. 7 Vecteur d'onde 
Différentes particularités de la 

structure de bandes et certaines Fig. 42. Structure de bandes 

caractéristiques des porteurs de des composés A! BŸ 


charge doivent encore être précisées. 
En conclusion, nous estimons utile de faire quelques remarques 
au sujet de la largeur de la bande interdite. 


Tableau 7 


* k 
Masses effectives des électrons — ct des trous _ 
Matériau en | mp Matériau | mA | mp. 
m m m m 
Germanium mi = 1.3 0,34 GaAs 0,07 0,5 
mt — 0,082 0,04 GaSb 0,05 0,5 
pour #—=0 : 0.036 0,07 InSb 0,013 0,6 
InAs 0,03 0,4 
Silicium my = 0,97 0,5 InP 0,07 0,4 
my = 0.19 0,16 
0,25 


12—NS98 
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Dans les corps simples du groupe IV la largeur de la bande inter- 
dite diminue à mesure que croît la charge du noyau. Dans les compc- 
sés ATIBV Ja largeur de la bande interdite diminue également lors- 


Fig. 43. Relation entre la largeur 
de la bande interdite ct la charge 
moyenne des noyaux pour les com- 


posés AH BV (a) et ANB\I (b) 


0 10 20 30 40 50 Zmy 


10 20 30 40 90 60 70 80 Zroy 


d) 


que la charge moyenne du noyau augmente, ainsi qu'on peut le 
voir sur la fig. 43, a. 11 ressort également de cette figure que la lar- 
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geur de la bande interdite des composés AlMBV, dont la charge 
moyenne du noyau est égale à la charge du noyau d’un élément du 
groupe IV, est à peu près deux fois plus grande que celle de l'élément 
correspondant. L'exemple en est donné par le composé ,,Al,5P, dont 
la charge moyenne est égale à 14, et l’élément correspondant ,,Si. 

Ce fait se laisse aisément interpréter aussi bien dans le cadre de la 
théorie des liaisons fortes que dans le cadre de la théorie des électrons 
quasi libres. Dans le cadre de la théorie des liaisons fortes, le résultat 
ci-dessus est la conséquence d'un accroissement de l'intégrale d’échan- 
ge, puisque la dimension du nuage électronique croît avec Z. Dans 
la théorie de l’électron quasi libre, ce même fait s'explique par une 
variation plus rapide de l'énergie potentielle lorsque la charge du 
noyau et la dimension du nuage électronique diminuent. 

Plus grande largeur de la bande interdite des composés AIBV 
vis-à-vis de celle de composés AÏVBIV de même charge moyenne peut 
étre attribuée à ce que dans les composés AT BŸ Ja variation de 
l'énergie potentielle dans la région comprise entre atomes voisins 
est plus forte du fait de l'existence d’une composante ionique de la 
liaison chimique. Dans les «composés» AIVBIV ]a charge des électrons 
de valence est répartie d’une manière plus uniforme dans la région 
comprise entre atomes voisins que dans les composés AlIBV, et donc 
la variation de l'énergie potentielle y sera plus lente, ce qui impose 
une plus faible largeur de la bande interdite. 

Voyons maintenant la relation existant entre la largeur de Ja 
bande interdite et la charge moyenne des noyaux pour les composés 
AUBVL, La fig. 43, b montre que cette relation est linéaire pour chacun 
des deux sous-groupes des éléments du groupe II. 

Ces deux droites sont pratiquement parallèles et décalées l’une 
par rapport à l’autre le long de l’axe de AE, d'environ 2,2 eV. La 


2,2 
valeur de ce décalage est déterminée par la différence des énergies 
d'ionisation des atomes isolés des éléments du premier (AÏ!) et du 
second (AÏ7) sous-groupe du groupe II. En effet, le potentiel d’ioni- 
sation moyen des éléments All est voisin de 9,6 eV, valeur comparable 
au potentiel d’ionisation moyen des éléments BI qui est égal 
à 10,5 eV, tandis que le potentiel d’ionisation moyen des éléments 
A! n’atteint que 3,9 eV. 

En admettant que la bande de valence d’un composé A!BVI se 
forme à partir du niveau fondamental de l'élément BYT et que la 
bande de conduction se forme à partir de l’état fondamental de Alt, 
on peut s'attendre à ce que la largeur de la bande interdite des com- 
posés ATTBVT soit supérieure à celle des composés AlBVI, En effet, 


dans les atomes AÏl le niveau de l'état fondamental est disposé au- 
dessus du niveau de l’état fondamental des atomes BYT de 1 eV, 


tandis que dans le cas des atomes Al cet écart atteint 4,6 eV. 


42% 
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D'une manière générale, on peut s'attendre à ce que dans 

£ v | Û 
les composés AlBVT ]3 bande de conduction puisse se former à 
partir du niveau d’un état excité des atomes BVI, tandis que 
dans les composés ATBVT, cette bande se forme à partir de l’état 


fondamental des atomes Al. 
On a représenté fig. 44 les structures de bandes du tellurure de 
cadmium et du tellurure de mercure obtenues par différentes méthodes 


® 


(a) 


Fig. 44. Structure de bandes de certains composés AMBVI 


de calcul. Les extréma d'énergie se trouvent au point F; la bande 
de valence est deux fois dégénérée au point l; la troisième branche 
de la bande de valence est déterminée par un dédoublement spin- 
orbital. Dans le réseau de la blende ZnS le champ cristallin hexago- 
nal fait disparaître cette dégénérescence (fig. 44, b). 


$ 27. Les quasi-particules 


I1 ressort des considérations exposées ci-dessus que la structure 
de bandes résulte de la structure périodique du champ du réseau 
cristallin, c'est-à-dire d’une disposition des atomes qui reste ordon- 
née à grande distance, autrement dit, d'un ordre à long terme. On 
observe cependant que la structure de bandes se conserve dans Îles 
semiconducteurs même lorsque l'ordre à long terme y est détruit, 
par exemple, à l’état fondu. On peut donc en conclure que l’ordre 
à long terme qui détermine le caractère périodique de l'énergie 
potentielle d’un corps solide ne constitue pas une condition sine 
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qua non à la formation de bandes d’énergie; cette condition n'est 
qu'une condition suffisante qui n'apparaît essentielle que dans le cadre 
des approximations adoptées. Il est vraisemblable que la condition 
suffisante est fixée par la structure du champ à petite distance 
(ordre à court terme) mais dans ce cas on doit traiter non plus le 
problème d’une particule unique, mais un problème à particules 
multiples. 

Pour démontrer que l'ordre à long terme n'est pas nécessaire à la 
formation de bandes d'énergie, reprenons une nouvelle fois le pro- 
blème suivant. Soit un système composé de {V atomes se trouvant à des 
distances différentes les uns des autres. Admettons que toutes ces 
distances sont suffisamment grandes pour qu'on puisse négliger les 
interactions atomiques. Dans ce cas la solution du problème est 
cvidente : la fonction d'onde du système doit être égale au produit 
des fonctions atomiques, tandis que l'énergie du système doit étre 
égale à la somme des énergies des électrons de l’atome. Un tel état 
du système est un état dégénéré puisque l’on peut échanger les états 
permis des électrons appartenant à des atomes différents sans que 
l'énergie en soit modifiée. Cette dégénérescence par échange est 
d'ordre V!. Rapprochons maintenant les atomes, jusqu’à ce qu’appa- 
raissent des interactions. Tenant compte des interactions des atomes 
deux par deux, nous pouvons calculer (V — 1) fonctions W (r — n) 
différentes qui déterminent un complément d'énergie potentielle 
apporté au n-ième atome. Il est évident que la valeur de la fonction 
W(r — n) ne sera déterminée que par les plus proches voisins du 
n-ième atome. L'ensemble des fonctions W (r — n) représente une 
perturbation du système dégénéré. Or, il est bien connu que lorsqu'on 
impose une perturbation à un système dégénéré, la dégénérescence 
peut être partiellement ou complètement levée. Cela signifie que 
dans ce cas l'énergie des électrons appartenant à des atomes diffe- 
rents sera différente selon la forme de la fonction W (r — n) qui ne 
dépend que de l’environnement immédiat. Lorsque la dégénéres- 
cence est complètement levée, chaque niveau d'énergie permise 
se scinde en Ÿ sous-niveaux. Lorsque Ÿ est grand ces sous-niveaux 
seront pratiquement confondus et donnent naissance à une bande 
d'énergie quasi continue. Dans le cas où certaines fonctions 
W(r—n) sont identiques, les solutions correspondantes restent 
dégénérées, bien que caractérisées par des valeurs de l'énergie diffe- 
rentes des valeurs initiales. 

L'ordre de dégénérescence d’un sous-niveau doit être égal au 
nombre de fonctions W (r — n) identiques. Si on introduit un cer- 
tain paramètre k, caractérisant la répartition en k des fonctions, on 
arrive à déterminer une relation entre l'énergie et ce paramètre k. 
Cette grandeur k peut être liée au mouvement des électrons dü à 
un échange d'électrons entre les atomes du système. Ces considéra- 
tions toutes qualitatives permettent de comprendre que l'énergie 
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peut avoir une structure de bandes chaque fois que le système est 
composé d’atomes se trouvant en interaction entre eux. Ce sont 
précisément ces considérations qui permettent d'introduire la notion 
de bande d’impuretés, car la répartition des atomes d’impuretés 
dans le volume du cristal est en général irrégulière. 

La description des propriétés d’un corps solide considéré en tant 
que système de particules se trouve notablement simplifiée si on 
introduit la notion de quasi-particules affectées de propriétés bien 
déterminées et caractérisant les propriétés du corps solide lui-même. 
En fait, le rôle de ces quasi-particules est assumé par les électrons et 
les trous libres dont les propriétés ont été étudiées dans ce qui pré- 
cède. En dehors des quasi-particules qui sont des porteurs de charge 
(électrons et trous), on peut trouver dans un corps solide d’autres 
espèces de quasi-particules. 

Les quasi-particules neutres les mieux connues sont les excitons 
et les polarons. 

Le passage d’un électron de la bande de valence dans la bande 
de conduction est équivalent à l’« ionisation» d'un atome du semi- 
conducteur. Pour ce faire, on doit communiquer à l’atome une 
quantite d'énergie égale ou supérieure à la largeur de la bande inter- 
dite. Dans le cas où l’atome est capable d’absorber une quantite 
d'énergie inférieure à la largeur de la bande interdite, l’électron 
restera lié à l’atome, mais cet atome passera à un état excité. À cet 
état excité de l'atome (plus précisément du cristal tout entier) doit 
correspondre un niveau permis d'énergie situé dans la bande inter- 
dite. Frenkel a proposé de désigner l’état excité d’un atome par le 
terme exciton. L'énergie d’excitation peut être transférée d’un atome 
à un autre et l'exciton peut donc se déplacer dans le cristal. Un 
exciton représente donc le déplacement au sein du cristal d’un état 
d'excitation des atomes et non le mouvement d’un atome excite. 
Dans le cas où plusieurs états excités seraient possibles, on devrait 
trouver dans la bande interdite plusieurs niveaux permis d'energie. 
Les niveaux d'’excitons sont semblables aux niveaux d’impuretés. 

On peut également définir l’exciton d’un autre point de vue. 
Considérons un électron qui a passé de la bande de valence à la 
bande de conduction et possède une énergie E,, tandis que le trou 
formé se caractérise par l'énergie £,. Une force d'attraction doit 
s'exercer entre l’électron et Je trou: 


V (p) — a _— p — | rn—Tp| (en unités du système de Gauss), 


elrn—rpl 
(27.1) 


r, étant la coordonnée du trou et r, celle de l’électron. Le mouvement 
d’un système formé de deux corps peut être réduit au mouvement 


621] LES QUASI-PARTICULES 183 


d'une particule placée dans un champ de force : 


o 
e= 

V (p)= nt 

el possédant la masse réduite : 
m$m* 
* np = 
Mréd = = (27 2) 
mn mr 


Alors son mouvement dans un système de coordonnées du centre 
d'inertie peut être décrit par l'équation: 


GE ur ol » 
Â= Oë° ee Lo Fa rs 7 , p=(E+n +) “ (27.4) 


L'équation (27.3) n'est autre que l’équation d’un système atomique 
hydrogénoïde. On peut caractériser l'énergie de notre système Æ 
par analogie avec l'équation de l'énergie d’un atome d'hydrogène. 
L'énergie d’un atome d'hydrogène libre se présente sous la forme : 
-H 
me E a 
pee es à (27.5) 
2n°n° n° 
FE étant l'énergie d'ionisation de l’atome d'hydrogène qui corres- 
pond à l'énergie de l’état fondamental (7 — 1). Pour l'origine des 
énergies on prend l'énergie d'un électron au repos placé à l'infini. 
Si on adopte en qualité d’origine une autre grandeur, par exemple, 
l'énergie d’un état normal, donc EË — 0, on devrait écrire : 
5 ’ I 
EM 
I 1 ee 
E, = E; l——=E (1 —+) . (27.6) 
L'énergie EF d’une paire libre électron-trou se présente sous 
une forme analogue à l'équation (27.5) 


ES n*. el 
X | ® X M red = ve 
E‘ = ne ’ E; Hp (27.7) 


Pour pouvoir fixer la position des niveaux de l’exciton par rapport 
à l'origine des énergies du cristal tout entier, on doit tenir compte 


de ce que lorsque 7? — œet p = 00, E$ = E, + E, n'est pas nulle, 
donc 


ER =E,+E.-——. (27.8) 


Si on prend pour l’origine le « plafond » de la bande de valence, il 
Cx 


E : 
vient: E, = 0, E, = AËE,, et EŸ = AE, ——+ . L'état fondamen- 
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tal est situé alors dans la bande interdite et se caractérise par l’éner- 
gie ET = AE, — EŸ que l’on peut évaluer à l’aide de l’expres- 
sion suivante :. 


m ed € 13,5 / Med ” 
Er = 2 (—n) (CV) (27.9) 


« m . . 
Dans le cas où mr, = m? — m, m%ka — — et les niveaux de l’exciton 


doivent se trouver à proximité du bas de la zone de conduction. 
Pour l’exciton le rayon des orbites de Bohr vaut : 


ex n?h° … r9Q. m : 97 
où = mme € = 0,528 (a ) € (À). (27.10) 


Cette équation montre que plus la masse effective des porteurs de 
charge est petite et plus la constante diélectrique du cristal est 
grande, plus le rayon de l’exciton est grand et l’énergie d’ionisation 
est petite. C’est la raison pour laquelle il est difficile de déceler les 
excitons dans les solides caractérisés par une grande valeur de la 
constante diélectrique et de faible masse effective des porteurs. Les 
excitons de grand rayon sont appelés excitons de Mott. 

Nous avons trouvé qu’une paire électron-trou se caractérise par 
un système de niveaux hydrogénoïdes discrets, mais nous avons 
négligé jusqu’à présent le mouvement de l’exciton tout entier, autre- 
ment dit le mouvement de son centre d'inertie. Ce dernier mouve- 
ment se caractérise par l'énergie cinétique : 


ex h?|Kex | _ 
1 = Z(mS+me) (27.11) 


qui vient s'ajouter à ES. De ce fait chaque niveau permis d'énergie 
EF doit s’élargir en une bande d’excitons. L'expérience ne permet 
cependant d'observer que des raies d'absorption de la lumière assez 
étroites que l’on attribue aux excitons. 

Pour conclure, indiquons qu'il existe encore un autre état excité 
qui se manifeste dans les corps se caractérisant par une liaison ionique 
importante et que l’on appelle des polarons. Pour nous faire une idée 
de la nature du polaron, remarquons qu'un électron de conduction 
polarise par son champ propre l’espace environnant. Il apparaît 
alors une charge induite positive et une interaction entre cette charge 
et l’électron. L'’accroissement d'énergie potentielle se traduit par 
l'apparition d'un puits de potentiel dans lequel se trouve localisée 
l'électron. Lorsque l’électron se déplace, l’espace polarisé l’accom- 
pagne. Le système formé par l'électron et une région polarisée est appelé 
polaron. 
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à 


Résumé des $$ 26 et 27 


I. Le calcul de la structure de bandes d'un semiconducteur 
donné représente un problème des plus ardus. On n'arrive à déter- 
miner la fonction Æ (k) que pour certaines régions de la zone de 
Brillouin. Des calculs poussés n’ont été poursuivis que pour les 
structures de bandes du germanium et du silicium, et les résultats 
obtenus sont utilisés comme termes de comparaison pour le calcul 
des structures de bandes des composés AUIBV et AlBYI Les ren- 
seignements les plus importants concernant les structures de bandes 
des semiconducteurs proviennent du dépouillement des résullats 
expérimentaux. 

2. Les extrémums d'énergie des électrons et des trous dans Île 
germanium et le silicium sont situés en différents points de la zone 
de Brillouin. Dans les composés AIBV ces extrémums peuvent aussi 
bien se trouver en différents points qu'en un seul et même point de 
la zone de Brillouin. 

3. Les bandes de valence du germanium et du silicium compor- 
tent trois branches de la fonction £Æ (k) auxquelles correspondent 
trois tvpes de trous. Les surfaces d'égale énergie ont la forme de 
sphères déformées (à surface ondulée). 

4. La bande de conduction du germanium comporte huit mini- 
mums d'énergie équivalents, situés sur la frontière de la zone de 
Brillouin le long des orientations [111]. Les surfaces d’égale énergie 
sont des ellipsoides dont l’axe de révolution se confond avec la 
direction [111]. À la première zone de Brillouin il revient quatre 
ellipsoïdes d'énergie. 

La bande de conduction du silicium comporte six minimums 
équivalents disposés le long des orientations [100] et se trouvant à 
faible distance de la frontière de la zone de Brillouin. Les surfaces 
d'égale énergie sont des ellipsoïdes centrés sur les directions [1001]. 

». Toutes les prédictions de la théorie des bandes concernant 
la relation entre la composition chimique du semiconducteur et la 
largeur de sa bande interdite, le rapport existant entre la valeur 
de la masse effective de l’électron et la bande correspondante, etc., 
sont en bon accord qualitatif avec les résultats expérimentaux. 

6. La structure de bandes du spectre énergétique existe aussi 
bien pour l’ordre à long terme que pour l'ordre à court terme. 

7. Tous les résultats de la théorie des bandes concernent en 
fait des quasi-particules douées de propriétés déterminées caracté- 
risant le corps solide considéré. 


CHAPITRE Ill 


LA STATISTIQUE DES ÉLECTRONS ET DES TROUS 
DANS LES SEMICONDUCTEURS 


$ 28. La densité d'états 


La conductivité d'un corps étant proportionnelle à la concentra- 
tion et à la mobilité des porteurs de charge, on devra, pour détermi- 
ner l'influence qu'exercent les conditions externes sur la valeur de la 
conductivité, commencer par étudier comment ces conditions exter- 
nes et en tout premier lieu la température modifient la concentra- 
tion et la mobilité des porteurs. Nous ne considérerons que les por- 
teurs de charge libres, à savoir les électrons de la bande de conduction 
et les trous de la bande de valence. Pour pouvoir calculer le nombre 
de ces porteurs, on doit connaître le nombre d'états disponibles, 
ainsi que la probabilité de leur occupation par les porteurs de charge. 

Considérons un volume élémentaire de l'espace des phases cons- 
truit autour d'un point de cet espace de coordonnées (r, k); la 
probabilité de trouver des électrons dans ce volume à un instant ! 
sera f (r, k, £). Nous considérons ret k (ou r et P) comme des gran- 
deurs canoniquement conjuguées et satisfaisant aux conditions de 
permutation de Ileisenberg 


TiPn— Pr = ihôims, (MX, y. z). (28.1) 


’ F 
Dans un élément de volume dT de l'espace des phases on trouve cas 


h3 
cellules renfermant 2 T états (le facteur 2 apparaît du fait que chaque 


cellule peut avoir 2 électrons de spins opposés). Le nombre d'élec- 
trons dn contenus dans le volume dl est égal au produit du nombre 
d'états permis par la probabilité d'occupation de ces états par Les élec- 
irons : 

dn=dn(r,k.t)=f(r,k. 12. (28.2) 


Si on exprime d[ par le produit du volume dr, de l’espace usuel 
par celui de l’espace des quasi-impulsions dr, — A*dxx, il vient 
dt = dt, dt, = dx dy dz dk, dk, dk.fs. (28.3) 


En étendant l'intégration au volume du cristal et au volume de 
la première zone de Brillouin Vx, on obtient le nombre total W 
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d'électrons se trouvant dans une certaine bande du cristal : 
9 
N=< | | fr. k,t)dT. (28.4) 
(V VK) 
La concentration moyenne des oies est : 


n=Ài RE k, #) dl = \] fœk Ddtdm. (28.5) 
(VV) 


Le nombre d'électrons dn, se trouvant un élément de volume 
dt. est 


dne=n(r, t)dte = dti | f(r.k. td. (28.6) 
(VK) 
La concentration d'électrons est donc 
dn 1 _ 
(PDT 7er | fr. k.t)dn. (28.7) 
(V) 


Nous avons dénoté par V& le volume de la première zone de Brillouin 
indépendamment de l’espace k ou P dans lequel elle a été construite. 
Si le cristal est homogène, la probabilité / ne dépend pas des coor- 
données et une intégration par rapport à dx, fournit le volume du 


cristal. 11 s'ensuit que la concentration moyenne n donnée par l'équa- 
tion (28.5) doit être égale à la concentration vraie n établie par l’équa- 
tion (28.7): 
L 1 1 
ner (f/kodndn- | ik Hdn=n(). (28.8) 
(1%) (VA) 


Nous avons déjà indiqué au chapitre 1 que la fonction de distri- 
bution est une fonction de la température et de l'énergie et ne dépend 
pas du temps pour le cas des états stationnaires. Or, puisque l'éner- 
gie représente la valeur propre dej l'hamiltonien du système quanti- 
que considéré, elle doit être indépendante des coordonnées: il en 
découle que la fonction de distribution fo = fo (E, T) est également 
indépendante des coordonnées. On a désigné par fo (E, T) la fonc- 
tion de Fermi-Dirac (ou bien celle de Maxwell-Boltzmann). 

Si on considère un petit intervalle d'énergie dE, on peut y trouver 
un nombre d’états dS (sans tenir compte du spin) rapporté à l'unité 
de volume du cristal, ce nombre étant fonction de la valeur de 
l'énergie. Posons que l'on puisse établir entre dS et dE une relation 
du type 

‘dS = dS (E) == N (E) dE. (28.9) 


N (E) est égal au nombre d'états permis renfermé dans l'unité de volume 
du cristal pour un intervalle d'énergie unité; N (E) est appelé densité 
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d'états: 

im dS 

N(E)=<. (28.10) 
Si nous désignons par fo (E, T) la probabilité d'occupation des 


états d'énergie E, le nombre dn d'électrons qui pourront se trouver 
dans ces états sera égal à 


dn = dn(E, T) = 2fo (E, T) dS — 2f, (E, T) N (E) dE. (28.11) 
La concentration des électrons est donnée par l'équation 
n=n(T)=2 | f(E. T)N (E) dE. (28.12) 
(E) 


L'intégration doit être étendue depuis le fond de la bande de conduc- 
tion (d'énergie Æ,) jusqu'à son bord supérieur. Etant donné que 


y 


Fig. 45. Volume de la couche délimitée dans une zone de Brillouin par deux sur- 
faces d'égales énergies £ et E + dE 


fo (E, T) subit une variation fortement prononcée en fonction de 
l'énergie, on peut poser la borne supérieure d’intégration égale à 
l'infini, de sorte qu'on a 


n=2 | fotE,T) N(E)dE. (28.13) 
Êc 


La densité d'états N (E) est intimement liée à la forme des surfaces 
d'égale énergie. Considérons en effet dans la zone de Brillouin deux 
surfaces isoénergétiques d'énergie Æ et ÆE + dE. Ces deux surfaces 
délimitent une couche de l'espace des quasi-impulsions (fig. 45). 
En désignant par dt, le volume de cette couche, le volume corres- 
pondant de l'espace de phases sera 


aT = Vdx,; (28.14) 
le nombre de cellules renfermées dans ce volume est donc a et le 
dar 


nombre d'états contenus dans un volume élémentaire dS — Te 
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D'autre part, comme dS — N{E) dE, on doit avoir 


d dTr. 
dS = N (E)dE — . 5 = +. (28.15) 


La grandeur dwx (E, E + dE) de l'équation ci-dessus peut être 
calculée si on connaît l'équation décrivant les surfaces d’égale éner- 
gie. Notons que les grandeurs 
1 1 1 
T5 : TRS et TS (28.16) 
peuvent toutes être considérées comme les densités d'états se rap- 
portant respectivement à l’espace des phases, à l’espace des quasi- 
impulsions ou à celui des vecteurs d'onde. 
Considérons quelques cas particuliers. 
1. Surfaces isoénergétiques de forme sphérique pour lesquelles 
E nin se trouve au centre de la zone de Brillouin. Posons 


212 , 
E(k)=Ec+—. (28.17) 


Deux surfaces d'égale énergie Æ et E + dE délimitent une couche 
sphérique d'épaisseur dk et de volume di (E, E + dE) (voir 
fig. 45), soit 

dti = 4nk° dk. (28.18) 


Nous pouvons exprimer # à l’aide de E: 


2m* 92m* \1l;2 o 
= (E —E.): k=(— s ) (E—E.)'"®. (28.19) 


En différentiant la première des équations (28.19) par rapport à k, 
il vient 


(28.20) 
En tenant compte de trois dernières équations, on peut écrire 
dx (E, E+dE)= 4nk° dk = 2nk.2k dk — 
on (Fe) (EE) dE 2a (P) (E—E)* dE. 
(28.21) 
À partir des équations (28.15) et (28.21) on trouve pour dS : 


dr, nv: 
dS=+=N(E)dE-= CIC (EE) dE, (28.22) 


S13/3 
et enfin 


N(E)= 2 () *(E—E) *. (28.23) 
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2. Surfaces isoénergétiques de forme sphérique pour lesquelles 
E min se trouvent aux points k,. Nous supposons que les minimums 
d'énergie se trouvent non plus dans le centre d'une zone de Bril- 
louin, mais dans certains points k, dont le nombre est M. En dres- 
sant les surfaces d’égale énergie E et £ + dE, nous obtiendrons M 
sphères (fig. 46). Chacune de ces sphères peut être décrile par une 
équation telle que 


EE, + Sr (28.24) 


Les rayons des sphères sont égaux à |k — k,]| et l'épaisseur des 
couches sphériques, à dk — d|k — k, |. Cependant comme le nombre 


as] 
été 


Fig. 46. Volume de la couche délimitée dans une zone de Brillouin par des sur- 
faces d'égale énergie distantes de dE, dans le cas où il existe Af extrémums 


de sphères est égal à 47, à chaque intervalle d'énergie dE correspond 
le volume de À couches 


du (E, E+dE)=M-4x(k—k:)2d|k—kil. (28.25) 


En exprimant les rayons et l'épaisseur des couches en termes d'’éner- 
gie, on trouve 
2m* 


N(E)=M-2 ( TE 


3/2 Me , 
) ‘Œ—E.) *. (28.26) 

3. Surfaces isoénergétiques de forme ellipsoïdale. Considérons 
un cas beaucoup plus général, celui où les surfaces d'égale énergie 
sont de forme ellipsoidale : 


E(k)=-E + (+ 4) (28.27) 
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ce qui s’écrit sous forme canonique : 


KE KE  K 
DOS PRE à (28.28) 
où 
9 n1 : EE, ls 
a = [ESS | (28.29) 


représentent les demi-axes de l’ellipsoide. Le volume d'un ellip- 
soide de demi-axes a, b, c vaut 
(1) 


TL + abe = er (BMymem :) B(E—E.ÿ", (25.30) 


Le volume d’une couche PR entre deux surfaces ellipsoïdales 
d'égale énergie est 


dti = (8mumam) V2(E—E.)"°dE. (28.51) 


En portant la valeur de ce volume dx” dans l'expression pour dS 
et tenant compte de ce qu’il peut y avoir A7 minimums d'énergie, 
on obtient finalement 


M d / 
is MER (Smimems) *(E—E) = dE (28.32) 


Sa 


ou bien 


_ 


N (E)— (Smimams) °(E—E.) ". (28.33) 


Rappelons, par si que pour le germanium / — 4 et pour 
le silicium M — 

Ainsi, La densité d'états est proportionnelle aussi bien à (E — E.)"® 
qu'à (miMmoem3)\?, M, Me, Ma étant les composantes du tenseur 
de la masse effective (pour les axes principaux). Lorsque ceux-ci 
(m;) sont petits, N (E) sera également petit. Il est évident que À (E) 
doit être petit dans le cas des composés intermétalliques. 

Si nous posons 


M° (mimems) = ma, 28.34) 


où mg est une grandeur que l’on appelle masse effective de densité 
d'états, on trouve dans le cas général 


2m% 3/2 L= . 
N (E) = 2 (- ee ) (E—E.)":, (28.35) 
expression tout à fait analogue à l'équation (28.23) correspondant 
au cas d'une masse effective isotrope et d'un seul minimum d'éner- 
gie. 

L'équation (28.35) est l’équation la plus générale puisqu'on peut 
en déduire en tant que cas particuliers les équations (28.23) et (28.26). 
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On doit cependant se rappeler que la relation entre N (E) et l'énergie 
du type N (E)- (E — E.)!? est valable tant que l'énergie reste une 
fonction quadratique de la quasi-impulsion; en d'autres termes. 
l'équation (28.35) n'est valable que pour les états situés à proximité 
d'un minimum d'énergie, donc dans le bas d'une bande. 

Déterminons maintenant la densité des états situés dans le haut 
d'une bande d'énergie où l'énergie est également une fonction qua- 
dratique de la quasi-impulsion. Dans le cas où les maximums d'éner- 
gie se trouvent dans des points k, de la zone de Brillouin et le nombre 
de ces points est égal à 17, la relation E (k) correspondant à chacun 
des maximums peut être mise sous la forme générale suivante: 


: ë RO (kr — k0x)° (Æy— koy) (k= — ko: 9 
E(k)= E (ko) + | + + Sn |. (28.36) 
Tenant compte de ce que le tenseur de la masse effective des élec- 
trons est négatif au maximum d'énergie et en le remplaçant par le 
tenseur de la masse effective des trous, donc mi, — —m;,, on peut 
écrire 
G =. : he (kr kox)° (ky — Kox)° (kz— ko:)° 9Q 27 
E (k) — E (ko) 7 | M4 p g à M3 p + M3p Le (28.51) 
ou bien 
2 . — J: pu (4 —k u)* .— kn.Y 
[+ + | EE (ko) (28.38) 
où E, — E (k,) représente l'énergie dans le haut de la bande de 
valence. En omettant quelques calculs élémentaires, on trouve finale- 
ment que la densité d'états dans le haut d'une bande se présente sous 
la forme 


2Mm% y \3/e , 
N'(E)= 2 (<Ee) *(E.—E)". (28.39) 


où m4 est la masse effective de densité d'états des trous: 
mod = (M°m 3m pet et (28.40) 


Les équations déterminant les densités d'états dans le bas ou 
dans le haut d’une bande sont de formes tout à fait analogues puisque 
les expressions correspondantes de V (E) ont été obtenues en admet- 
tant une relation quadratique entre l'énergie et la quasi-impulsion 
au voisinage des extréma. Les signes différents du terme (—E — E,;) 
et (E, — E) figurant sous le radical résultent de la différence des 
signes de la masse effective dans un maximum et dans un minimum 
d'énergie. Chaque équation déterminant N (E) est valable tant que 
reste applicable la relation quadratique entre l'énergie et la quasi- 
impulsion. Lorsqu'on se trouve loin des bords d'une bande, on ne 
peut déterminer N (E) que si on connaît la forme de E (k). Le nombre 
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total d'états d’une bande est égal à 2V, compte tenu du spin, ou 
à 2Vg (g désignant la multiplicité de la dégénérescence), de sorte 
que l'on doit avoir 


Emax 


2 | N (E)dE= 2N£. (28.41) 


Emin 


On a représenté fig. 47 l'allure de la variation de la fonction N (E) 
sous une forme générale. Dans les bandes interdites V (E) = 0, 
compte non tenu des états localisés de l’électron. 

La densité des états localisés peut être déterminée à l’aide des 
considérations suivantes. Chaque atome d'impureté peut comporter 


ME 
A 
PU 
E 
Emin Eimex Eemin Emax Esmin  Ene La ÉgÉémin Égmex 


Fig. 47. Densité d'états dans différentes bandes d'énergie et sur les niveaux 
d'énergie localisés 


un électron. Le nombre total d'états permis doit donc être égal à N4 et 
N, respectivement. En admettant qu'il ne se forme aucune bande 
d'impuretés et que les niveaux d’impuretés demeurent discrets, la 
densité d'états correspondant à chacun des niveaux devrait être 
infiniment grande à condition toutefois que l'intégrale de la densité 
étendue à tous les états permis d’un niveau donné soit égale à l'unité. 
On doit alors représenter la densité d'états par une fonction 6: 


Na(E) = Naô(E — E à), (28.42) 
Na(E) = Naô(E — Eà), (28.43) 
où Nu (E), Na (E) désignent les densités d'états des niveaux don- 
neur et accepteur caractérisés respectivement par les énergies £4 
et E,. Sur la fig. 47 les densités d'états V, (E) et N, (E) sont repré- 


sentées par des lignes verticales. Dans le cas où la concentration 
d'impuretés croissant engendre une bande d’impuretés, les expres- 


13—-0898 
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sions (28.42) et (28.43) ne sont plus valables et doivent être rempla- 
cées par les équations (28.35) et (28.39). 

Le procédé le plus général que l’on puisse utiliser pour calculer 
la densité d'états NV (E) consiste à intégrer deux fois de suite par 
rapport au volume de la zone de Brillouin : la première intégration 
est étendue sur l'aire d’une surface isoénergétique et la deuxième 
se fait par rapport à l'énergie. Ce procédé est évidemment commode 
dans tous les cas où les grandeurs placées sous le signe somme dé- 
pendent de l'énergie puisqu'alors, sur une surface d’égale énergie, 
elles deviennent constantes. Un élément de volume dx peut être 
représenté par le produit d’un élément de surface par la composante 
du vecteur d'onde le long de la normale à cette surface 


dix = dS£-dk,. (28.44) 
Or, puisqu'on peut exprimer dk, à l’aide de dE 
dE=(%-dk)=|ViEl-dk,, (28.45) 
on à 
dkn = TT ;, di = FT à (28.46) 


On trouvera pour rx l'équation suivante: 


__ dSp-dE , 
nee VITE (28.47) 
Puisque la fonction de distribution dépend de l'énergie, on écrit 
L dSE 
(E) (Sp) 
En comparant (28.48) et (28.12), on trouve: 
__ À dSE 
NE) = | TTÉT- (28.49) 
(Sp) 
Pour une surface isoénergétique sphérique on tire de (28.49): 
1 CPP RES 
NOR ET M —= ZE | VE . (28.50) 


La loi de variance quadratique (28.50) conduit à l'expression 
(28.23) et à toutes celles qui lui font suite. Cependant, lorsque la 
loi de variance n’est pas quadratique, l'équation (28.49) convient 
beaucoup mieux. Utilisons-la pour déterminer la densité d'états 
correspondant à la loi de variance de Keyne (26.37). En prenant 
pour origine des énergies de la bande de conduction le bas de cette 
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bande, l'équation (26.37), après déduction de Æ,, prend la forme: 


E A D "9 > 
E (k) — + di 4. V 2 pus +2. (28.51) 


RAT 


Or, puisque P = 6-10-8 eV -cm, on peut pour de faibles valeurs de 4 
négliger le second terme, ce qui donne 


Es 32 2 ,.,,.., Fi 
[E(k)+—] = + PET (28.52) 
ou encore 
= Pt = E (k) (Eg+E (W)]. (28.53) 
L'équation (28.51) permet de calculer | VKE | dans le cas général 
À p24 
dE h°k 3 
2p2 y 8 
An Er 
et en négligeantile terme > 
8 pas 
VERS et (28.55) 
(526+-È) 
Portons maintenant (28.55) dans (28.50), il vient: 


En éliminant k en conformité avec (28.53), l'équation précédente 
s'écrit : 


; E 
E‘"(Ey i E)"° (£+—) 


, { 2P? \%/2 
axe | 5) 


Introduisons la masse effective correspondant au bas de la zone 
de conduction m°* à l’aide de l’équation 


3h°E 
0 & 


On peut alors présenter (28.57) sous une forme analogue à celle des 
équations établies précédemment : 


N(E)=5 (À PE (14 5) (+2). (28.59) 
13* 


N (E)= (28.57) 


(28.58) 


196 LA STATISTIQUE DES ÉLECTRONS ET DES TROUS [CH. II 


Dans le cas où Æ, = 0, il est préférable d'utiliser l'équation (28.51) 
qui donne pour V (E): 
NE) = 7 


ET (28.60) 


3 
Pour P = 6-10-8 eV -cm on trouve W (E) (em-*) — 5,4-10®%[£ (eV)f. 


$ 29. Calcul de la concentration des électrons 
et des trous 


Ecrivons maintenant l'équation (28.13) déterminant la concen- 
tration des électrons en y portant la valeur de NW (E) donnée par 
l'équation (28.35). En effet, étant donné que la fonction de Fermi- 
Dirac décroît très rapidement à mesure que croît l'énergie, la con- 
tribution des niveaux d'énergie supérieurs à la concentration totale 


f NE) 


Fig. 48. Produit de fonctions N (E) par f (ET) pour un métal et un semicon- 
ducteur dégénéré 


des électrons sera très faible. Ceci nous permet d'utiliser l'équation 
(28.35), quelle que soit la valeur de l'énergie, sans commettre d'’er- 
reur notable sur la valeur de x. Ces considérations sont illustrées 
par la fig. 48 qui représente le produit des fonctions f, (E, T) par 
N (E) (28.35) pour un métal (£. —0; F > 0). 

Nous portons donc dans l'équation (28.13) l'expression de NW (E) 
donnée par (28.35), ainsi que la fonction de Fermi-Dirac pour des 
états d'équilibre: 

LE, T)= + — (29.1) 


et nous obtenons alors 


ce so 2n _… )'Œ-E )/24E 
= E =) ; ‘ 

n=—2 | fo(E, T)N(E)dE=2| (292) 

Ec 


Fc e RT J_4 
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Connaissant la grandeur F, l'équation (29.2) permet de calculer 
la concentration des électrons. 

Il est commode de transcrire l'équation (29.2) en y faisant appa- 
raître des variables sans dimension. On pose 


EE: . 


2 = dE : F—Ec J() 
AT dr =: Tr $ (21.3) 
et on obtient alors 
2m®kT \ 3/2 l/2 42 
2 CRE EE en x 
n — ix ( FE } | DENT (29.4) 
U 
Adoptons les notations suivantes 
2AMmÉAT 13/0 
2 (—<— ) FN: (29.5) 
et 
_ Li 
Lie az 
a — £ 2). ( 
| e*-E 1 Di (£). (29.6) 


(L 


La grandeur N. est appelée nombre effectif d'états permis dans la bande 
de conduction, et la grandeur (,,, (£) intégrale de Fermi d'ordre 1/2. 
En tenant compte de ces nouvelles notations, la concentration des élec- 
trons est de la forme : 


AL (29.7) 


n = = 
A 


La concentration des électrons dépend donc de la température 
et du niveau de Fermi n — n (T, F). Sous sa forme générale, l’inté- 
grale de Fermi ®,,, (£) ne peut être exprimée à l’aide de fonctions 
usuelles simples, mais dans un grand nombre de cas d'importance 
pratique, on peut utiliser ses expressions analytiques approchées 
que nous obtiendrons ci-dessous. 

Déterminons maintenant la concentration des trous libres de la 
bande de valence. La densité d’états en haut de la bande de valence 
est donnée par l'équation (28.39). La fonction de répartition des 
trous suivant les états permis se présente sous la forme 


1 
F-E ° 


RT —- À 


for (E, T)=1—f0 (E, T)= (29.8) 


C 
Le nombre dp de trous dont l'énergie est comprise dans un intervalle 
dE est égal au produit du nombre d'états permis 2N (E) dE par la 


probabilité de ce qu'ils sont occupés par les trous, que nous désigne- 
rons par jop: 


dp=2N (E)fop (E, T). (29.9) 
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La concentration des trous se trouvant dans la bande de valence est 
donc égale à: 
Eo 

p=0 | for (E. T)N (E)GE. (29.10) 
La borne inférieure d'intégration égale à Eomin a été remplacée 
par — 00 du fait de la variation fort prononcée de f, en fonction de 
l'énergie. En portant dans l'équation (29.10) les valeurs correspon- 
dantes de fop (29.8) et de N (E) (28.39), nous obtenons 


3/2 (E,—E) "2 dE 
p=2 | 2x (5) LRO ES (29.14) 


nee RT 
fs) -1 
Dans les équations (29.9) à (29.11) et dans ce qui suit l'origine des 
énergies des trous se confond avec celle adoptée pour les électrons. 
Introduisons les notations suivantes: 

EE 2... dE. Eo—F 
RE MS 77 
et portons-les dans l'équation (29.11) : 


= 1] (29.12) 


Loo 
2m% KT \ 3/2 1/2 r : 
pan (—E—) | = Te Dam, 943 


où la grandeur 
No=2(—# (29.14) 


représente Le nombre effectif d'états permis dans la bande de valence et 
la grandeur 


2rumiakT 3/2 


1/2 
Ds (m)= | re (29.15) 


À en+14 
est l’intégrale de Fermi dont la forme est analogue à l'équation 
déterminant ®,,: (E). 

Les équations (29.7) et (29.13) démontrent qu'aussi bien Ja 
concentration des électrons n que celle des trous p dépend de la tempéra- 
ture T et du niveau de Fermi F. 

Pour calculer l'intégrale de Fermi ®,,:, on utilise des expressions 
analytiques approchées qui ne sont valables qu'entre certaines limi- 
tes de variation de l’argument : 


| OV . " 
VA avec —00 LE<T — 1, 


ve — avec ES, (29.16) 


g°/2 avec 2 E << 00. 


pe te 
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La première expression approchée, valable pour E << —1, correspond 
à la statistique de Boltzmann. La condition qui doit être remplie pour 
que la statistique classique soit applicable s'écrit: E < —1, soit 
< —1, ce qui exige que F < E. — KT. Il s'ensuit qu'un se- 
miconducteur n'est pas dégénéré (la statistique classique est donc 
valable) si Le niveau de Fermi est disposé au-dessous du bas de la bande 
de conduction à une distance supérieure à kT ; par contre, si le niveau de 
Fermi est au-dessus de E. à une distance supérieure à 5 KT, le semicon- 
ducteur est complètement dégénéré. Lorsque E, — kT < F < E: + 
+ 5XT, le semiconducteur a les propriétés intermédiaires entre celles 
d'un semiconducteur non dégénéré et celles d'un semiconducteur 
complètement dégénéré. Nous voyons ainsi que la condition de 
dégénérescence comprend la température et la position du niveau 
de Fermi par rapport au bas de la bande de conduction. Dans ce 
qui suit nous établirons un lien entre ces conditions et certaines 
caractéristiques du matériau dont la plus importante est la concen- 
tration en impuretés. 

Démontrons maintenant que les expressions approchées de l'in- 
tégrale de Fermi données ci-dessus sont effectivement applicables. 

L'’équation approchée de ®,,2 (£) laisse apparaître que lorsque 
£ < —1, la fonction exponentielle sera supérieure à l'unité pour 
n'importe quels x > 0: e"* > 1. Or, cela signifie que pour toutes 
les valeurs £ << —1, la fonction de Fermi-Dirac peut être remplacée 
par la fonction de Boltzmanu 


1 = 
——— 7 e7xté (avec EL—1; z > UÛ), 29,17 
AT (avec E< > 0). (29.17) 
ce qui donne 
r'e-xté dr =0$ | z'/e* dr. (29.18) 


Ü 


Di (£) CE 


= ÿ 


La dernière intégrale figurant dans (29.18) n'est autre que la fonc- 
tion gamma d'Euler T (%/.) (cette dernière fonction pouvant égale- 
ment être réduite à l'intégrale de Poisson) : 


O0 


T' (5/2) — | ae dr = V (29.49) 


. D 9 


L 


et l'intégrale de Fermi prend la forme: 


I - 


Die (E) & 7 — € (29.20) 


ce qui est entièrement conforme à l’équation (29.16). 
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La concentration d'électrons dans un semiconducteur non dégénéré 
est donnée par l'équation : 


N E,-F 
n = Vs Dip (E) = NA—=Ne ÀT — 
E.-F 
47m KT 13/9 = 
20 (—=—) fe KT; F<E,—KT. (29.24) 


Le nombre effectif d'états permis V,. dépend de la température, 
En remplaçant dans l’équation de définition de V. les symboles 
des constantes universelles par leurs valeurs numériques, on obtient: 


Ni 2 (ET VE = 4,82. 1045 ()" T= 
2,540 (7 )"* 5)": (29.22) 
m% | 2 nl 
= 4,82-1016 (—£) Tr KT. (21,23) 


Considérons maintenant le cas d’un semiconducteur complètement 
dégénéré. ar de Fermi s'écrit alors: 


MOSS (re) ZE + SK. (2024 


La concentration Fe 


mt 
2m d 
k° 


8n 
— de Di, (E) = 3 ( 
7 /2 &) = 
est donc indépendante de la température. Remarquons que dans 
le cas considéré le niveau de Fermi est situé à l’intérieur de la bande 
de conduction à une distance supérieure à oXT au-dessus du bas de 
la bande. 

Déterminons maintenant les conditions permettant de représenter 


is "(FE)" (29.25) 


l'intégrale de Fermi sous la forme ®,,: (E) — ne. On sait qu'aux 


2) = Ô (E — F). Cette égalité approchée 


permet de calculer les intégrales d’un produit de deux fonctions 
p (E) fo (E, T). 
En effet, on doit avoir 


basses températures 


GO O0 


fe) fo(E, T'dE=X(E) jo (E, T) | — fr (E) Jo ar = 


= —X (0) fo(0, T)+X(F) &X(F)—=X (0) (29.26) 


$ 29] CALCUL DE LA CONCENTRATION 201 
avec 
L(E)= | q(E)dE, (0, T)& 1. (21,27) 


Cette propriété de la fonction de distribution de Fermi-Dirac 
permet de trouver aisément les concentrations des porteurs de charge. 
Dans le cas qui nous occupe actuellement on doit avoir: 


q(E)= (EE) et X(E)=L(E—E), 


et donc: | 
A 2N.  ( (E—E,)/?dE 
nee pee TEE | 
Vx /e (£) Va (kT)"'= E-R 
E. Q AT + 1 
2N, 2 
a PS D A 29.28 
Cette dernière expression laisse en effet apparaître que 
2 { F—E, \“/2 2 ‘ 
DD=+ (ee) =. (29.29) 
Le fait que nr ne dépend pas de la température signifie que — = 


æ Ô(E — F). Or, cela n'est possible que si f, (£, T) varie rapide- 
ment dans la région où £ = F. Plus l'intervalle (£ — F) de varia- 
tion de f, (E, T) est étroit, plus la dérivée de la fonction est voisine 
de la fonction 6. Notons que f (E, T) ressemble le plus à une fonc- 
tion Ô aux basses températures. 

Dans le cas intermédiaire entre celui d'un semiconducteur non 
dégénéré et d’un semiconducteur complètement dégénéré, la concen- 
tration nr des électrons doit être fonction de la température: 


EN, (21.30) 


C 


0,25+e TS 


Les résultats que nous venons d'obtenir pour les électrons peuvent 
être étendus aux trous. Il suffit pour cela de mettre l’intégrale de 
Fermi sous la forme (29.16) : 


Ve en avec — 00 << — 1, 
DTa(n) = | Le avec —1<n<5, (29.31) 


{ En avec << 00. 


Dans un semiconducteur non dégénéré la concentration des trous se 
calcule à l’aide de la statistique de Boltzmann dont la validité est déter- 
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minée par la condition : 


n = Le — <—1 ou F>E,+KT. (29.32) 


Ceci montre que dans un semiconducteur non dégénéré le niveau de 
Fermi doit se situer à une distance non inférieure à kT au-dessus du 
haut de la bande de valence. 

Pour un semiconducteur complètement dégénéré on a 


ns où F<E,—5KT, (29.33) 


ce qui montre que dans un semiconducteur complètement dégénére le 
niveau de Fermi doit se situer à l'intérieur de la bande de valence à 
une distance non inférieure à 5kT au-dessous du haut de la bande. 

En tenant compte de ce que le sens des énergies dans le cas des 
trous est contraire à celui utilisé pour les électrons, toutes les formu- 
les que nous avons établies pour les trous deviennent semblables à 
celles établies pour les électrons à condition d’y remplacer les gran- 
deurs caractéristiques des électrons par caractéristiques des trous. 

Ecrivons les équations de la concentration des trous dans deux 
cas limites: semiconducteur non dégeénéré : 

F-E, 


ee 2nm%.kT 13, 
p=Ne FT ; N=2(— TE)", (29.34) 
et semiconducteur complètement dégénéré : 
Sn 254 \Y2 À 
= (SR ) (EE, —F}£. (29.55) 


Résumé des $$ 28 et 29 


1. Les concentrations des électrons »r et des trous p se laissent 
déterminer par l'intégrale de la fonction de distribution étendue à 
la zone de Brillouin: 


n=n(r = | fr, ko D'd, (29.Ar) 
(Vx) 

ppt = À ft ke 1) din (29.2r) 
(VK) 


2. La fonction de distribution de Fermi-Dirac pour les électrons 


et les trous dépend de l'énergie et de la température; de ce fait, 
pour pouvoir calculer les concentrations des électrons et des trous, 
on est obligé de remplacer l'intégration par rapport au volume de la 
zone de Brillouin par une intégration par rapport à l'énergie dans 
les limites de la bande correspondante. On utilise pour cela la notion 
de la densité d’états N (E) qui représente le nombre des états compris 
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dans un volume unité du cristal pour un intervalle d'énergie unitaire. 
N (E) est défini par 


(29.3r) 


La forme analytique de V (Æ) est déterminée par la forme des surfa- 
ces d’égale énergie. 

3. Lorsque la relation entre l'énergie et la quasi-impulsion est 
quadratique, on trouve au voisinage du minimum d'énergie Æ, 
une valeur de V (E) égale à 


N(E)=2 (5 


= |” (E—E,)#, (29.4r) 


et à proximité du maximum d'énergie £, 


2nm*, ,%2 
N (E) =2 ( re } (E,—E)"2. (29.5r) 

4. La masse effective de densité d'états m% est liée au tenseur 
de la masse’ effective m° et au nombre f d'extréma d'énergie par la 
relation : à 


ma=(M?mimoms)"s. (29.6r) 


Lorsque l’extrémum d'énergie se situe au centre d une zone de Bril- 
Jouin, de sorte que ÀAf — 1 et que les surfaces d’égale énergie sont 
sphériques, on a mi = m*. 

5. Les concentrations des électrons et des trous sont déterminées 
par les équations suivantes: 


Te Di (Ë)s (29.7r) 


nn — 


p = à (n). (29.8r) 


Dans ces formules V. et N, représentent respectivement les nombres 
effectifs d'états dans les bandes de conduction et de valence: 


2AamÈRT 5/2 MY \3/e sr. 
Ne=2(——) = 482.100 ( Eh q = 


hk° 


= 2.5.4(19 ma Ye fuir Ve 30 O 
E pe (=) (5) e (2 . r) 


Ne = ART) 2 4,82.1066 (Mie Ve pe = 


25.101 (es |” En 1(29.10r) 
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6. Dans un semiconducteur non dégénéré les concentrations des 
électrons et des trous se calculent à l’aide des équations suivantes: 


E-F 
n=Ne !T, (21.11r) 
F-E, 
p=N,se À. (29.12r) 


Dans un semiconducteur non dégénéré le produit de la concentration 
des électrons par la concentration des trous ne dépend pas de la posi- 
tion du niveau de Fermi: 
_-_Ëo 
np=N.Nsze À#T, (29.15r) 


On dit qu’un semiconducteur n’est pas dégénéré lorsque le niveau 
de Fermi se trouve à une distance non inférieure à ÆT au-dessous de 
E, ou au-dessus de Æ,. Autrement dit, dans un semiconducteur 
non dégénéré le niveau de Fermi se situe dans la bande interdite. 
7. On dit qu'un semiconducteur est complètement dégénéré si 
le niveau de Fermi se situe à l’intérieur d’une bande permise à une 
distance non inférieure à 54T par rapport au bord d'une bande. Si 
le niveau de Fermi est disposé à plus de 54T au-dessdts de Æ!,, la 
concentrati n des électrons ne dépend plus de la température : 
En / 20% 
= ls 
k° 


2 3/2 (20 14 
3 ] (F—E.)"2. F(29.14r) 


La concentration correspondante des trous est donnée par l’équa- 
tion (29.12r). Lorsque le niveau de Fermi est disposé à plus de 5 ÀT 
au-dessous de £,, la concentration des trous ne dépend plus de la 
température : 

8x | 2MPd 


3/ _ 
P 3 ( h2 ) °(E,—F}":, (29. 15r) 


et la concentration correspondante des électrons est donnée par 
l'équation (29.11r). 

8. Pour un semiconducteur dégénéré la concentration des élec- 
trons est donnée indépendamment de la loi de variance par l’équa- 
tion : 

1 1 : 
= ) fdu = Ve, (29.1 6r) 
(VK) 
VF étant le volume délimité à l’intérieur de la zone de Brillouin 
par la surface de Fermi. Pour une surface isoénergétique sphérique 
Vr — Te et la concentration est 


| æ 
N=- TT k+, (29.17r) 
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le rayon de la sphère de Fermi étant 
ke = (Sn°n)''s. (29.18r) 
9. Dans le cas où la loi de variance de Keyne correspondant aux 


faibles valeurs de k est valable, les équations (28.53) et (29.18r) 
fournissent le résultat suivant : 


1 SN 3/e 
RE (57) F(E,+F) (29.49r) 
et 
: 0x 3/2 —— 
… ST 2m, ” F3: x F se. 91 9 
n=— ( TE | ( À -- EA | ; (21.20r) 


$ 30. L’équation de neutralité d’un semiconducteur 


Les équations établies au paragraphe précédent permettent de 
calculer les concentrations des électrons et des trous à condition 
que l’on connaisse la position du niveau de Fermi. Or, sa position 
dépend elle aussi de la température de la concentration des por- 
teurs de charge et peut donc varier notablement lors du dopage d’un 
semiconducteur avec des impuretés qui créent des états localisés. 
Ce comportement du niveau de Fermi s'explique par le fait qu'il 
détermine la répartition des électrons suivant les états permis. Par 
dopage nous créons dans la bande interdite des états localisés qui 
peuvent être occupés soit par des électrons soit par des trous. Lors- 
qu'on crée dans la bande interdite des niveaux discrets d'impuretés, 
la nouvelle répartition des électrons qui s'établit se traduit par 
une variation de la position du niveau de Fermi. 

Le calcul de la grandeur F s'effectue en faisant appel à l’équa- 
tion dite de neutralité dont le sens physique est parfaitement évi- 
dent. Supposons tout d’abord que le semiconducteur est dopé avec 
des éléments donneurs et accepteurs en concentration y et W.. 
L'ionisation thermique fait naître dans le semiconducteur un cer- 
tain nombre d'électrons et de trous libres. Les porteurs de charge 
libres qui apparaissent proviennent aussi bien de l’ionisation des 
atomes d’'impureté que de l’excitation thermique des atomes du 
semiconducteur. Celui-ci comporte donc des ions et des porteurs de 
charge libres. La charge totale de toutes les particules chargées conte- 
nues dans le cristal tout entier ainsi que dans chacune de ses parties 
de faible volume doit être nulle; ceci est la condition de neutralité, 
valable pour tout corps solide dénuë de charge électrique résultante. 

Nous établirons dans ce qui suit la condition de neutralité rap- 
portée à un volume unité du cristal. A cette fin, calculons la charge 
des particules positives et négatives. 

Les électrons apparaissent du part de l’ionisation des atomes 
donneurs et du semiconducteur. La transition d'électrons de la bande 
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de valence vers la bande de conduction ou vers des atomes accep- 
teurs crée des trous libres. 

Les électrons libres et les ions accepteurs font apparaître une 
charge négative égale à (n + Ni)e-. Les trous libres et les ions 
donneurs créent une charge positive égale à à (p + Näü)e* 

L'équation de neutralité s'écrit donc: 


(p+Na)e* +(n+Nie=0. (30.1) 

En tenant compte de ce que e” — —e*, l'équation de neutralité 
devient : 

(a+ N3)—(p+ Nà) =0. (30.2) 


En désignant par ñ4, Pa, Aa. PA les nombres d'électrons et de trous 
se trouvant sur des niveaux donneurs et accepteurs, il est facile d'en 
déduire certaines relations évidentes : 


na=Na—-Na=Na—pa; Naà=Na--na= pa; 
Pa=Na—Ni=Na—na; Ni=Na— Pa =na. (30.3) 


On peut alors mettre l'équation de neutralité (30.1) ou (30.2) sous 
l’une des formes suivantes : 


(n + na) — (p + pa) = 0 (39.4) 
R+na—P—Pa= Na— Na (30.5) 


Pour obtenir une équation qui permettrait de déterminer la position 
du niveau de Fermi, on doit exprimer toutes les grandeurs figurant 
dans l'équation de neutralité (30.5) à l’aide de F. Les équations 
correspondantes donnant n et p ont été établies dans ce qui précède. 
I] nous reste donc à déterminer n4 et p4 (ou bien r, et p:). Pour 
pouvoir trouver le nombre d'électrons occupant un niveau d'impureté 
donné, on doit connaître la fonction de distribution des électrons 
suivant les états d’impuretés disponibles. 

Il va de soi que la fonction de Fermi-Dirac ne peut être directe- 
ment utilisée à cette fin car elle n’est valable que dans le cas où un 
état d'énergie donné ne peut assimiler que deux électrons de spins 
opposés. Or, les états d'énergie Æ£, ou E, ne peuvent assimiler qu’un 
seul électron. En effet, si ces états étaient occupés par deux électrons, 
il apparaîtrait une interaction coulombienne tellement intense que 
les énergies Ea et ÆE, en seraient fortement altérées. Cela signifie 
que les niveaux d'énergie correspondant à une ionisation simple et 
à une ionisation double d'un atome d'impureté sont différents. La 
fonction de distribution des électrons doit donc traduire le fait qu'un 
état donné ne peut être «ccupé par plus d’un électron. Un calcul 
utilisant la méthode de Gibbs appliqué à un système à nombre 
variable de particules permet de conclure que La fonction de distribu- 


ou bien 
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lion des électrons pour les états d’impureté doit être de la forme: 


1 “ie 
Per à (:5:).6) 
14 RT 
—— € 1 
8i + 
gi étant le degré de dégénérescence de l'état d'impureté à. Si E; — 
— Ea correspond à un centre donneur, g; = 2, et si Æ; =—}£; cor- 


respond à un accepteur, g; = !/.. La distribution des électrons suivant 
les niveaux donneurs est donc décrite par l'expression 


1 ee 
PET (50.1) 
, RT +4 
et suivant les niveaux accepteurs par 
1 ane 
= Er (90.8) 
2e ÀT +1 


La fonction de distribution des trous s'exprime par les équations ana- 
logues : 
1 : 1 c 
= (30.9) 
2% ÀT .14 1 e FT 44 
2 
Il devient facile de calculer le nombre d'électrons ou”de trous se 


trouvant sur les niveaux d'impuretés. Ainsi, parJexemple, na doit 
être égal à: 


= | Na(E)fdE= Na | 6(E—E;) — 55 —d£= 
Le RT +4 
Na 
TT Eg-r (30.10) 
Le je — 1 
On trouve d’une manière analogue n,, pa et Pa: 
N . 
Na Fr (30.11) 
2% ÀT +4 
N N 
Pa = — 55 ——; P= FES —- (30.12) 
Le RT 4 2e ÀT 4.1 
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Disposant des équations explicites en ñn, p, 4 el pa, nous pouvons 
écrire l'équation de neutralité (30.5) de la manière suivante: 


ee) 3/2 (E—E,.)"/2 dE Na 
4 (— je + Ej-F ou 
FE e KT +1 eo RT +1 
9m®, ,3/ E 1; 
2m 2 (E,—E) ‘° dE N 
pd ) a 
-æ e hT +4 LOT 4 


Lorsque cette équation est utilisée pour le calcul du niveau de Fermi, 
elle se laisse réduire à une équation algébrique du quatrième degré. 
Sa solution générale étant très ardue, nous nous attacherons à l'étude 
de quelques cas particuliers de grande importance pratique. On ne 
doit pas perdre de vue que cette équation se rapporte au cas où le 
semiconducteur ne comporte qu'un seul niveau donneur ou accepteur. 
Sinon, l'équation correspondante sera encore plus complexe que 
l'équation (30.13). 


$ 31. Le semiconducteur intrinsèque 


Un semiconducteur ne renfermant aucune impureté (Na = N, = Ü) 
est dit intrinsèque. L'équation de neutralité correspondante est 


n—p—=0 ou n =p. (31.1) 


Cette équation signifie que lorsqu'un électron quitte la bande de 
valence, il se produit dans cette dernière un trou et, de ce fait, 


Fig. 49. Génération d'électrons et de trous libres dans un semiconducteur intrin- 
sèque 


dans un semiconducteur intrinsèque le nombre de trous est toujours 
égal au nombre d'électrons (fig. 49). La condition (31.1) impose que 
la position du niveau de Fermi définie par l'équation (30.13) soit 
de la forme: 


7e Di/2 (€) = PA Di/2 (N). (31.2) 
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Supposons que V, — N.,, ce qui exige que les masses effectives de 
densité d'états soient égales, c’est-à-dire mg — mp4. Dans ce cas 


Dia (E) = Dis (n), (31.3) 
et donc £ = n, ce qui donne! 

Fab: EE 

AT TT . (31.4) 
On en tire 


peurs (31.5) 


Le niveau de Fermi est donc indépendant de la temperature et se situe 
exactement au milieu de la bande interdite (il se confond avec E). 

Puisque dans les semiconducteurs la largeur de la bande interdite 
est notablement supérieure à 2ZAT, on doit avoir & K—1 et n & —1. 
Un semiconducteur intrinsèque est non dégénéré, et l'intégrale de 
Fermi est égale respectivement à VE es es et à Ven. Les concentra- 
tions des électrons et des trous s écrivent donc : 


E,.-F _ AEn 6E, 
n=Neëi=Ne À =Ne ZT Ne ÀT, (31.6) 

F-E, NA dE, 
p=Nsemn=N,e T Ne TT =N,e TT. (31.7) 


L'énergie d'activation ÔE, d'un semiconducteur intrinsèque est égale 
à la moitié de La largeur de la bande interdite. 

Les équations (31.6) et (31.7) supposent que W, = N.. Considé- 
rons le cas où NV, Æ N.. Or, puisque elles sont du même ordre de 
MS l’ intégrale de Fermi se prête toujours à une représentation 
par VT et et 12 ef respectivement. En simplifiant les deux mem- 


bres de er (31.2) per _— il vient: 


n=Ne=N;en= p, (31.8) 
que l’on peut écrire également 
FE, E,—F 
En in ee É. (31.9) 
On tire de pe gt (31. : 
Fr = e ETin(+ e)*. (3110) 
Or, Éiisauer 
Ne mê 3/2 M4 \3/e 
m-(%) (y 


14—0898 
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on doit avoir: 


E.+E MEd \3/4 
F= + Tin( ee) | (31.11) 
mna représente ici la grandeur que nous avons désignée précédem- 
ment par m4. Cette dernière équation montre que pour T = 0, le niveau 
de Fermi se situe au milieu de la bande interdite et que sa position varie 
en fonction de la température suivant la loi linéaire (fig. 50). À mesure 
que la température croît, le niveau de Fermi se rapproche de la bande 
d'énergie permise dont la densité d'états est la plus faible et qui peut 
donc se remplir plus rapidement. Bien qu'il n'existe sur le niveau 


F 

Ec 

E _. 
| 3 

Ey 


T 


Fig. 50. Relation entre la position du niveau de Fermi et la température dans 
un semiconducteur intrinsèque : 


1) mag mpdi 2) Mad = Mpdi 3) Mid > Mod: 
F= Ei; pinot ie est le milieu de la bande interdite 


de Fermi d’un semiconducteur intrinsèque aucun électron, la notion 
du niveau de Fermi conserve sa signification selon laquelle f = !/, 
lorsque E = F. La concentration des porteurs de charge intrinsèques 
est définie par l'équation : 
—_—  ; 2 
nm=n—=p=YNN,e 2RT , (31.12) 


En portant dans les expressions analytiques de V, et NW, les valeurs 
numériques des constantes qui y figurent, la concentration n, peut 
être déterminée par les équations: 


® mt AEn 
n=4,82.1016. (Re Tee TT, (31.13) 
— 
* m®, V3. - LE 
np=nt=2,31.101 (Te ir, (31.14) 


La représentation graphique de In nr; = f (1/T) est pratiquement 
une ligne droite dont l'équation est : 


In ri; = const Info, 1 (31.15) 
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où le terme en In 1/T est petit devant le terme linéaire. La pente de 
cette droite est fonction de la largeur de la bande interdite 


AE 
ŒD= — 5 
d'où 
AE=2k|tg|. (31.16) 


tg ® peut être déterminé à l’aide d’un graphique (In »;, 1/7) repré- 
sente fig. 91. 

Evaluons la concentration des porteurs de charge dans les semi- 
conducteurs intrinsèques. Pour le germanium et le silicium 


(“ent }” vaut respectivement 0,299 et 0,719. Pour T = 300 °K, 


ni 210% cm et n; &2-10% cm y,» 

respectivement. . 
Conformément aux équations ci-dessus 

la concentration des porteurs de charge 

au zéro absolu doit être égale à O et la 

résistance électrique d’un semiconducteur 


intrinsèque doit tendre vers l'infini pour ep \ 
TI — 0. Cependant tout semiconducteur \ 
réel renferme des traces d’impuretés en IT 


quantité suffisante pour que sa conduc- Fig. 51. Variation de Inn, 
tivité ait une valeur finie à toute tem- ,n fonction de l'inverse de 
pérature. la température pour un semi- 
En conclusion de ce paragraphe, conducteur intrinsèque 
considérons la concentration des porteurs 
de charge dans des semiconducteurs à bandes permises dégénérées 
comme c'est le cas du germanium et du silicium de type p. 
Chacune des bandes se caractérise par la valeur de la masse ef- 
fective m1 et mp2. Les densités d'états correspondantes peuvent 
être déterminées par les équations suivantes: 


M, (E)=2x (AL )*(E, pp, (31.17) 
N,(6=2n (2 )"*(E, — Ep. (31.18) 


On peut définir une densité d'états totale 


N(E)= Ni (E)+ Na (8) =2n (eV (E,— Eye, (3149) 


D) 


où 
(m3a)"/2= (ma 1)2+ (mpa 2)? (31.20) 


Ceci permet d'utiliser l'équation (31.13) pour calculer les concen- 
trations des porteurs de charge. Si la multiplicité de la dégénéres- 


14° 
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cence est égale à £g, on doit prendre la somme des masses effectives 
de densité d'états des trous de différents types correspondant au nombre 
M des maximums d'énergie et élever cette somme à la puissance */. 
(on procède évidemment de même pour le calcul de la concentration 
des électrons). 

On constate que le rapport des concentrations des trous de diffé- 
rents types ne dépend que des densités d'états correspondantes 


Ps No: _ MPa ÿ/2 
Fe be) (31.21) 


Le nombre de trous légers doit donc être inférieur à celui de trous lourds. 
Pour le germanium et le silicium le rapport des masses des trous légers 
et des trous lourds vaut respectivement 0,13 et 0,3 et pour cette 
raison la concentration des trous légers doit représenter 0,047 et 
0,165 de celle des trous lourds. Dans le germanium la concentration 
des trous légers ne représente que 4,5 % du nombre total des trous 
et dans le silicium elle vaut 14 %. 

Considérons maintenant le cas d’un semiconducteur de faible 
largeur de la bande interdite, telle que AZ, &ÆT. Lorsqu'il y a recou- 
vrement de la bande de conduction et de la bande de valence sur 
un intervalle À, on dira que l’on a un semimétal. Dans ce qui suit 
nous considérons un semimétal pur (ou intrinsèque) dont la largeur 
de la bande interdite est négative 


RES RES à (31.22) 


Lorsque kT & À, le semimétal peut être dégénéré aussi bien par 
rapport aux électrons que par rapport aux trous et l’on peut utiliser 
pour le calcul des concentrations des porteurs de charge les équa- 
tions (29.14r) et (29.15r) et écrire en conséquence : 


n = ( ee } 6/2 : (31.23) 
8x 2 Dd 3/2 3/0 
p=-(—) 6°, (31.24) 


» 


ou 
6h =F—Ee: 6 = Es — F3 ôn + ôp = Ey — Ee = À. (31.25) 


Lorsque la température croît la dégénérescence de l'un des gaz peut 
être levée. Comme la masse effective des trous est généralement 
plus grande que celle des électrons et que c’est la bande de conduc- 
tion qui doit se remplir de préférence, la probabilité de la suppres- 
sion de la dégénérescence est plus grande pour les trous. Lorsque 
le niveau de Fermi se déplace au-delà de la région de recouvrement 
des bandes et se situe au-dessus du bord supérieur de la bande de 
valence, seul le gaz électronique reste dégénéré. 
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Dans les conditions où se manifeste une double dégénérescence, 
les équations (31.23) et (31.24) permettent d'écrire pour le cas où 
n =p 

Madôn = MPd0p (31.26) 
el 
m* m* 
us pee: À: ee . 
Ô, = ntm A; ô6,,— nat A. (31.27) 
La concentration propre des porteurs de charge d’un semimétal 
doublement dégénéré doit être égale à 


Sn où) mg pd ee 3/2 
DCE NN. 
Ceci montre que dans un semimétal dégénéré la concentration intrin- 
sèque est propcrtionnelle au recouvrement des bandes d'énergie. 
Lorsque A—=O0onan; — 0. 

Dans un semiconducteur dont la bande interdite est positive, 
une dégénérescence simultanée des électrons et des trous est impos- 
sible. Si cependant la masse effective des électrons est beaucoup plus 
petite que celle des trous, le niveau de Fermi peut se trouver dans 
la bande de conducticn et dans le cas d'une faible largeur de bande 
interdite, le gaz électronique sera dégénéré. C’est ce que l’on cons- 
late par exemple dans le tellurure de mercure dont la largeur ther- 
mique de la bande interdite est nulle (ce qui ne veut pas dire que le 
paramètre de Keyne soit égal lui aussi à zéro). 


$ 32. Les semiconducteurs extrinsèques 
ne comportant qu’un seul type d’impureté 


Considérons un semiccnducteur dopé, par exemple, avec une 
impureté de type donneur, de sorte que NW, # 0 et N, = 0. L'équa- 
tion de neutralité (30.5) s’écrit alors 


n+na—p = Ne, (32.1) 
ou bien 


n= p+ Né. (32.2) 


Cette dernière équation signifie que l'apparition des électrons libres 
est due d'une part aux transiticns de la bande de valence, ce qui con- 
duit à la création de p trous libres, et d'autre part aux transitions du 
niveau d'impureté, ce qui preduit N£ ions d’impureté (fig. 52). L'équa- 
lion r = p + Nä est du troisième degré en F. On peut cependant, 
dans certains cas simples, déterminer la position du niveau de Fermi 
et calculer les concentrations des électrons et des trous. 
Remarquons tout d’abord que dans tout semiconducteur non 
degénéré il suffit de déterminer la concentration des porteurs de 
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charge d’un seul type, la concentration des porteurs du type opposé 


pouvant être facilement calculée à l’aide des équations (30.5) 
et (31.12): 


En 
np=ni=N.N,e ÀT. (32.3) 


On voit donc que dans un semiconducteur non dégénéré le produit des 
concentrations des électrons et des trous est indépendant de la position 
du niveau de Fermi et donc de la présence de l'impureté; ce produit 
est égal au carré de la concentration des porteurs de charge du semicon- 
ducteur intrinsèque. L'équation (32.3) permet de calculer la concen- 
tration d'un type de porteurs de charge à partir de la concentration 
de l’autre. Connaissant par exemple la concentration des électrons, 
on trouvera celle des trous à l’aide de la relation suivante: 


ne (32.4) 


Reprenons l'équation (32.2). Comme les électrons libres apparais- 
sent grâce à l’ionisation de l’impurete et à l'excitation thermique du 
semiconducteur lui-même, le rôle res- 
pectif de ces deux processus est diffé- 
rent selon la température. Pour faire 
passer un électron de la bande de 
valence à la bande de conduction, on 
doit dépenser une énergie égale à la 
largeur de la bande interdite AEË,, 
tandis que la transition d’un électron 
du niveau d'impureté vers la bande 
de conduction n'exige qu’une énergie 

| : égale à l'énergie d’ionisation de l’im- 
A Cha en pureté AE4 qui est notablement plus 
semiconducteur dopé par un Petite que la largeur de la bande inter- 

donneur dite. De ce fait, aux basses températures 

ce sont les transitions d'électrons du niveau 

d'impureté qui seront prédominantes et 

donc p& Nä. Cette inégalité subsiste jusqu’à ce que tous les atomes de 
l’impureté seront ionisés. À mesure que la température croît l’ioni- 
sation des atomes d'impureté progresse, puis l’accroissement de la 
concentration n des électrons deviendra égal à l’accroissement de la 
concentration p des trous. Aux températures élevées p D N£ = N4, 
et le semiconducteur devient intrinsèque. La définition de ce qu'est 
une température élevée ou basse doit être liée à la concentration en 
impuretés. Une température donnée pourra être considérée comme une 
température élevée ou comme une température baisse selon que la con- 
centration en impuretés sera petite ou grande; lorsque la concentration 
est petite, la température pourra être considérée comme élevée, et lorsque 
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la concentration en impuretés est grande, cette même température sera 
une température basse. 

1. Les températures basses. Considérons l'intervalle de tempéra- 
tures où le rôle principal revient à l’ionisation de l'impureté ; dans 
ce cas p € NÂ et l'équation (32.2) se réduit à : 

n= Ni ou n= pa. (32.5) 


En portant dans cette équation les valeurs correspondantes de n 
et de p4, il vient: 


E.-F N 
n = Ne RT = = FE —- (32.6) 
2e MT +4 


F 
En posant eT — zx, l'expression ci-dessus devient 


E. Ed. 
Ne FT 7 (1 + 2e RT z)= Na, (32.7) 
ce que l’on peut écrire encore 
Ec+Eg E, 
2Ne TO 2+Ne Fr RT z—Na=0, (32.8) 
LA np, EetEd 
a+e it z— 5N ce: AT =, (32.9) 


C 


En résolvant (32.9) par rapport à x, on trouve: 


1 N, Ed 
(a Vient er — ). (32.10) 


Or, puisque x > : le signe moins ne le radical est dénué de 
sens, et ne conservant que le signe plus on trouve pour F: 


E 4Eg 
F— érin{et (M 14 Se LefT. ”.. (32.11) 


Il importe de remarquer que l'équation A1 n'est valable que 
dans l'intervalle’ de températures très basses où p & Nä et nr = Nä, 
ce qui signifie que les électrons de conduction proviennent essentielle- 
ment de l'ionisation des atomes d'impureté. 

Considérons deux valeurs limites de F. Lorsque la température 

&Ed 

croît, e k&T tend vers l'unité, NW, croît et peut devenir supérieur 
à V4. Cependant aux températures suffisamment basses, on peut 
avoir l'inégalité : 
dE, 


Se FT »1, (32.12) 
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et x sera alors égal à: 


y ENS À 
LE ORT / Sa 2 en CRT —efAT., (32.13) 
Ve 2Ne 


On en tire la position du niveau de Fermi: 


E.+E KT ,_N 
F= + in FN. . (32.14) 
Lorsque T — O, 
F= it, (32.45) 


ce qui montre que le niveau de Fermi se situe à mi-chemin entre le bas 
de la bande de conduction et le niveau d'impureté. Lorsque la tempéra- 
ture croit, le niveau de Fermi monte d'abord vers la bande de conduc- 
tion, atteint à une certaine température un maximum, puis redescend. 
Lorsque 2N, — N4, le niveau de Fermi se trouve de nouveau à 
mi-chemin entre E. et E. Cependant, à ces températures, la validité 
de l'équation (32.14) dépend de la concentration N,. Lorsque cette 


concentration] est petite, N, = 4 dans un intervalle de températu- 
AEq a 
res où e ZT S, 1. Lorsque V4 est grande et e**7 &1, on ne peut 


plus calculer F à l’aide de l'équation (32.14). 
Calculons la concentration des électrons: 


AE x 


ee NN 
n=Ne TT =)/ Ha QU, (32.16) 


On remarque qu'aux basses températures la concentration des 
électrons est proportionnelle à la racine carrée de la concentration 
d'impuretés. 


Le graphique (in n, 7) montre que l’on obtient pratiquement 


: z .« AE ; 
une droite dont la pente est égale à a tandis que pour un 
semiconducteur intrinsèque la pente de la droite correspondante 


AE 
vaut — SE 
Considérons maintenant le second cas limite: 
AE, 
Sa QT &1 ou NMSSN (32.17) 
N C d:° De 


A une même concentration de donneurs, on doit choisir une tempé- 
rature suffisamment haute pour que SV; < V.. En développant 
en série l'expression sous le radical de l’équation (32.10) et en ne rete- 


$ 3°] LES SEMICONDUCTEURS EXTRINSÈQUES 217 


nant que le da terme de ce développement, on obtient : 


x AE, \ E, 
= (1+<2 em +... 1) = MT. (32.18) 


On en tire pour la position du niveau de Fermi: 


F=E,. 


(32.19) 


Comme cette dernière équation est valable pour VS W4, le loga- 
rithme figurant dans l'équation (32.19) est inférieur à zéro et donc 
le niveau de Fermi doit s’abaisser lorsque la température croit. 
La concentration des électrons sera dans ce cas égale à 


E.-F 1 
n=Nee !T — Ne Ne — Ny, (32.20) 


elle est donc indépendante de la température et eégale à la concentration 
en impurelés. L'intervalle de températures correspondant est appelé 
domaine d'exhaustion de l'impureté. Rappelons que l'on appelle por- 
teurs de charge majoritaires ceux dont la concentration est supérieure 
à la concentration n; des porteurs de charge intrinsèques ; si par contre 
la concentration des porteurs de charge est inférieure à n;, on les appelle 
porteurs minoritaires. Ainsi, dans un semiconducteur dopé arec des 
donneurs, les électrons sont les porteurs majoritaires. Dans le domaine 
d'erhaustion de l’impureté la concentration des porteurs de charge 
majoritaires reste constante, tandis que la concentration des porteurs 
de charge minoritaires doit crottre rapidement avec la température. 
L'équation (32.4) permet en effet d'écrire: 


2 2 Du AEn 
. n; Nr n; — NeNo TRT 9 
Ne Nue : (32.21) 
Cette dernière expression reste valable tant que la concentration 
des trous est notablement plus petite que celle des électrons: 


p£n=Nàa=Na. (32.22) 


2. Les températures élevées. À mesure que la température croît, 
la concentration des trous augmente et il arrive un moment où elle 
devient comparable à celle des électrons. On doit alors remplacer 
l'équation (32.5) par l'équation plus générale (32.2) que nous pou- 
vons maintenant simplifier. Compte tenu de l'équation (32.20), 
l'équation (32.2) s'écrit : 


n = D +- N 4. (32.23) 


Elle est valable dans lecas où tousles atomes d'’impureté étant 
ionisés, on ne doit tenir compte que del’ionisation du semiconducteur. 
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Pour un semiconducteur non dégénéré, l'équation (32.23) est 
de la forme: 


n = Ne + Na (32.24) 
ou 
n—nNa—ni=0. (32.25) 
La solution de cette dernière équation donne 


ne (1+7]/ +). (32.26) 


Comme la quantité sous le radical est supérieure à l'unité et que n>0, 
on ne retiendra que le signe plus devant le radical. Les concentra- 
tions des électrons et des trous seront : 


N An? 
ne 14) +R); (32.27) 


9n? 


Eye (32.28) 


Compte tenu de la relation existant entre nr et F, on tire de (32.27): 


ASE IE 
__AEo 
=E,+kT NE Na _(: Vas + re RT me )}. (32.29) 


Considérons deux cas limites. Lorsque 


F=E, +ar in {5e 


An? 
+ 1. (32.30) 


les équations (32.27) et (32.29) fournissent : 


n=Na; p= À. F=E.+HT ln 5, (32.31) 


ce qui concorde parfaitement avec le résultat trouvé ci-dessus pour 
le domaine d’'exhaustion. Dans le cas où 


4 2 
>! (32.32) 
on doit avoir: 
n=p=n;; F= Lee. (32.33) 


ce qui est conforme au cas d'un Ne oe. 
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Nous voyons donc que la ‘position du niveau de Fermi dans un 
semiconducteur non dégénéré peut être décrite à toutes les températures 
possibles à l’aide de deux expressions seulement. L'équation 


N, 24 
partarmfi (Vire ”) (32.34) 


reste valable entre T — 0 et la température d'exhaustion T.. L'inter- 
valle de températures s'étendant au-dessus de 74, se caractérise par 
l'équation : 


, N an? \ 
FE. Tin {ne +1 14e): (32.35) 


Les deux équations (32.34) et (32.35) permettent de déterminer la 
variation thermique du niveau de Fermi dans le semiconducteur 
donné. Lorsque T = 0, le niveau de Fermi se situe entre le bas de 
Ja bande de conduction et le aiveau donneur. À mesure que la tempé- 
rature croît, le niveau de Fermi se rapproche d'abord de £,, puis 
avec l’augmentation de VW, il atteint un maximum pour s’abaisser 
ensuite. 

Dans cet intervalle de températures, la concentration des élec- 
trons croît du fait de l’ionisation des impuretés. À une certaine 


temperature F = E;, le niveau d'impureté est occupé par NA 
électrons et nr — _. Le niveau de Fermi continuant à s’abaisser, 
le semiconducteur atteint le domaine d'exhaustion de l'impurete : 
tous les atomes d’'impureté sont ionisés, la concentration des élec- 
trons reste invariable, la concentration des trous croît et le niveau 
de Fermi se rapproche du milieu de la bande interdite. À mesure 
que le niveau de Fermi s’en rapproche, la concentration des trous 
croît, celle des électrons restant pratiquement constante. Un ac- 
croissement ultérieur de la concentration des trous s'accompagne 
d'un accroissement de la concentration des électrons, de sorte qu'on 
arrive à l'égalité n — p; à ce moment, le semiconducteur extrinsèque 
devient intrinsèque. 

La température de transition entre l’exhaustion de l’impureté 
et l’état intrinsèque du semiconducteur dépend pour un semicon- 
ducteur donné de la concentration en impureté et, pour une con- 
centration en impureté donnée, de la largeur de la bande interdite 
du semiconducteur. Si on caractérise la transition de l’état extrinse- 
que à l’état intrinsèque par la condition p = N4 ou bien nr = 2N,, 
la température de cette transition peut être déterminée à l’aide de 
l'équation 

___AEn 
pn=ni=2Ni=NNe "trans, 


220 LA STATISTIQUE DES ÉLECTRONS ET DES TROUS (CH. II7 
soit 
AE 
T ER 32.30 
FTADE È Ne (Ttrans) No (Ttrans) ) 
k 1n oran 2 NS 
2N3 


Pour une valeur donnée de N4, la température de transition à l’état 
intrinsèque est d'autant plus élevée que la largeur de la bande interdite 
du semiconducteur est grande. Pour un semiconducteur donné, la tem- 
pérature de transition à l'état intrinsèque est d'autant plus élerée que 
la concentration en impureté est grande. 


f 
Éc 


T 


0 T 


Fig. 53. Position du niveau de Fermi 
en fonction de la température dans un 
semiconducteur dopé par un donneur: 
DONgss D Njoi 9) Nas 
(Nas <Naz < Nas) 


Fig. 54. Position du niveau de Fermi 
en fonction de la température dans un 
semiconducteur dopé par un accepteur : 
D'Nyy: 2 No : 3) Nas 
(Nas < No < N,3) 


On a représenté fig. 53 la position du niveau de Fermi en fonction 
de la température correspondant à trois valeurs différentes de la 


concentration en impureté. 


Dans le cas de centres accepteurs, la concentration des trous et 
la position du niveau de Fermi seront déterminées par les équations: 


P=n+pPa=n+N;. 


(32.37) 


En procédant de la même façon que dans le cas des centres donneurs, 
la solution de l’équation (32.7) avec nr & Ni sera: 


F=E,-rinl+ | 


= 1 | (32.38) 


Lorsque N3 = N,etn N., on trouvera: 
a a a? 


Na 


é 
No 


FE, in | 


p 


(32.39) 
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La fig. 54 représente la variation thermique de la position du niveau 
de Fermi dans un semiconducteur de type p. 

Il nous reste à évaluer la température à laquelle se manifeste 
l'exhaustion de l’impureté. Puisque dans le domaine d'exhaustion 
doivent être valables l'équation (32.17) (limite inférieure) et l’équa- 
tion (32.30) (limite supérieure), ces deux équations conduisent au 
résultat suivant : 


NT 
SMS Non (Tu) (32.40) 


La limite inférieure du domaine d’exhaustion est caractérisée par 
la condition 


ne (T'int) = Na. (32.41) 
En tenant compte de l'équation (28.9r), il vient: 
Tint \3/2 m \3/2 {8 N7 9 
(5 = me } 410718 NA, (32.42) 
Tint m e { Na \‘/s 
En posant mi — 0,25m, on trouve: 
Tint Na \°/3 
0 =10(55) : (32.44) 


Lorsque NW; — 10! cm-*, Tins — 3 000 °K, tandis qu'avec N4 — 
— 101% cm“, Tinr — 30 °K, autrement dit, dans le premier cas on 
arrive à l’exhaustion à 3 000 °K, et dans le second cas déjà à 30 °K. 

La limite supérieure de la région d’exhaustion peut être déter- 
minée à l’aide de l'équation (32.36) à condition de remarquer que 
Teup fait partie des expressions déterminant W.et W,. 

Pour se faire une idée de l'importance relative des différents 
termes figurant dans les équations déterminant x, p et F, on doit 
comparer la valeur de ÀT à celles de AE, et de AE. Rappelons 
que la constante de Boltzmann vaut k — 1,38.10-% J .(K)-1— 
= 1, 38-10-16 erg-(°K)-! — 8,6167 -10-5 eV -(K)-!. La valeur inver- 


se + — 11605,4 °K -eV-!, autrement dit, 1 eV correspond à 
11605,4 °K. Le tableau ci-dessous établit la correspondance entre 


Tableau 8 
T,°K 1 4,2 20 | 100 200 213 290 300 500 
| 
ET, eV18.6-1075 Non AS 8.6-10-3! 0,017 |0,0235 | 0,0250 | 0,0258 | 0,043 
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différentes valeurs de la température et de ÀT exprimé en électrons- 
volts. 

Notons que les énergies d’ionisation des impuretés sont de l’ordre 
de quelques centièmes d'’électron-volt. 


Résumé des $$ 30 à 32 


1. L'énergie de Fermi représente le potentiel thermodynamique 
de Gibbs rapporté à une particule. On l'appelle également potentiel 
chimique. Cette énergie représente l'accroissement de l'énergie d’un 
système de particules lorsqu'on lui ajoute encore une particule. 
C'est pour cette raison que l'énergie de Fermi dépend du nombre 
total des particules. Dans les semiconducteurs la valeur de l'énergie 
de Fermi dépend de la distribution des électrons suivant les niveaux 
de la bande de valence, ceux de la bande de conduction et les niveaux 
discrets des états localisés. L'équation qui décrit la distribution des 
électrons suivant les états est appelée équation de neutralité : 


n+nj—-p—pPa=Na—N,. (32.1r) 


En exprimant n, ny, p, p, en fonction de F on arrive à l'équation 
(30.13) qui permet de calculer dans le cas général la position du 
niveau de Fermi. 

2. La fonction de distribution des électrons suivant les niveaux 
discrets doit être différente de la fonction de distribution suivant 
les états d’une bande car un niveau correspondant à un état localisé 
ne peut être occupé que par un seul électron : 

LE, = 75 —. (32.21) 
1 RT 
. e + 1 

Pour un niveau donneur g — 2 et pour un niveau accepteur 
g = 14/2. La fonction de distribution des trous f, (E1, T) est obte- 
nue à l’aide de la relation: f, (E1, T) = 1 —f(E, T). 

3. Un semiconducteur est dit intrinsèque s’il ne renferme aucune 
impureté: NV, = N4 — 0. L’équation de neutralité d'un semicon- 
ducteur intrinsèque s'écrit : 

n —p (32.3r) 


et la position du niveau de Fermi F peut être établie par l'équation: 


__ EotE KT 3, No _ EctEn à GT 
nn de 7 T3 


In 


hd (32.4 
N. TP (32.4r) 
Pour 7 = 0, le niveau de Fermi se situe au milieu de la bande inter- 
dite, et lorsque la température croît, il se déplace vers la bande pour 
laquelle la masse effective de densité d'états est la plus faible. 
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&. Dans un semiconducteur intrinsèque la concentration des 
porteurs de charge dépend de la largeur de la bande interdite : 


AEa 
n=n=p=YVNN,e AT. (32.5r) 


5. Dans un semiconducteur renfermant un seul type d'impureté 
(des donneurs, par exemple) l'équation de neutralité prend la forme: 


n=p+ Ni. (32.6r) 


Aux basses températures, lorsque p & nr, le semiconducteur manifeste 
une conduction extrinsèque et la position du niveau de Fermi se 
détermine à l’aide de l'équation: 


AVANT A 
F=Estarin( 4 | 1+-7< e AT mi (32.7r) 


Pour T7 =0,F = Set £a : lorsque ]a température croît, F tend 
vers la bande de conduction, atteint un maximum, puis décroît 


(voir fig. 53). L'abaissement du niveau de Fermi est particulière- 
ment rapide lorsque tous les atomes d'impureté sont ionisés : 


F=E+KT In, (32.8r) 
n=Ni(p< n). (32.9r) 


Cet intervalle de températures est désigné sous le nom de domaine 
d'exhaustion de l’impureté (on l'appelle parfois domaine de satura- 
tion). 

6. Dans l'intervalle de températures où tous les atomes d’impure- 
tes sont ionisés et se manifeste l’ionisation des atomes du semicon- 
ducteur, l’équation (32.6r) doit être remplacée par l'équation: 


n = Nat p, (32.10r) 


et l'équation déterminant F devient: 


_ (: F 145 F Fe. (32.117) 


qui reste valable dans l'intervalle compris entre le domaine 
d'exhaustion et la concentration intrinsèque. 

7. La conduction intrinsèque apparaît à une température d’au- 
tant plus élevée que la largeur de la bande interdite et la concentra- 
tion en impureté sont grandes. 


F=E, +ar in | 56 
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$S 33. Les semiconducteurs renfermant simultanément 
des donneurs et des accepteurs 


Considérons le cas général où un semiconducteur renferme simul- 
tanément des impuretés donatrice et acceptrice. Posons pour com- 
mencer que Z — 0. Dans ce cas le système d'électrons doit occuper 
tous les états de faible énergie. La bande de conduction sera donc 
complètement vide et la bande de valence entièrement occupée 
(donc nr — p = 0). Or, puisqu'on dispose de W, états libres et de 
N a électrons, les électrons appartenant au donneur se fixeront sur 
les accepteurs. Si N; — N, on verra apparaître dans le semiconduc- 
teur un nombre égal d'ions de charge opposée Nâ et N3. Faisons 
croître la température. Vu que le niveau donneur ne renferme pas 
d'électrons, l'apparition d'électrons dans la bande de conduction 
ne pourra être due qu'aux transitions depuis Ja bande de valence 
ou du niveau Æ£,. Or, comme l'intervalle Æ,. — ÆE, est peu diffe- 
rent de la largeur de la bande interdite, l’accroissement de la con- 
centration »r des électrons en fonction de la température sera à peu 
de chose près semblable à celui que l’on observe dans un semicon- 
ducteur intrinsèque. Le niveau de Fermi se situe presque au milieu 
de la bande interdite, comme c’est le cas dans un semiconducteur 
intrinsèque : 

Ej+ E; 

2 


F — (T = 0). (33.1) 
Un tel semiconducteur est dit compensé, puisqu'il se produit une com- 
pensation mutuelle presque complète des impuretés de types différent- 
qui ne peuvent alors fournir ni électrons ni trous libres. Puisque Na =N; 
et ñ4 — Pa, l'équation de neutralité s'écrit n — p. Bien que la 
concentration des porteurs de charge d’un semiconducteur compensé 
soit identique à celle d'un semiconducteur intrinsèque, le semicon- 
ducteur compensé se comporte différemment de ce dernier, notam- 
ment en ce qui concerne la mobilité des porteurs de charge. Cela 
est fort compréhensible puisque dans un semiconducteur compensé le 
nombre d'imperfections du réseau est beaucoup plus important que 
dans un semiconducteur intrinsèque. 

Si les concentrations des impuretés des deux sortes ne sont pas 
égales, la compensation ne sera que partielle. Posons Na > NW. 
Dans ce cas la différence N 4 — N, — Na pourra jouer le rôle d'une 
impureté d’un seul type, puisque la différence VA — Na sera utili- 
sée à compenser l’impureté acceptrice. 

Le comportement d'un semiconducteur partiellement compensé 
est cependant quelque peu différent de celui d'un semiconducteur à 
compensation complète. Pour bien ressortir la différence, reprenons 
l'équation de neutralite : 


n+na—P—pPa= Na—Na= Na. (33.2) 
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Lorsque T —+ 0, n et p deviennent nuls et l'équation ci-dessus devient : 


Na — Pa = NV (33.3) 
ou bien 
N N : ; 
pe a Na 4 (33.4) 
AO RT | RT 
7° + 4 T° +1 


Des considérations physiques les plus générales permettent de 
supposer que dans ce cas F > E,, ce qui entraîne p, = O0 pour 
T = 0; on peut donc écrire: 


na =Na—Naz Na. (33.5) 


Il devient alors facile de déterminer la position du niveau de Fermi 
correspondant à ce cas limite: 


Eq-F = Va, (33.6) 
1 RT _, 
9 * 1 
ou 
Ej-F , | 
D D (33.7) 
Nà Na—Na 
On en tire: 
N à — 
F= Eg+-kT In 2. (33.8) 
ia 


Lorsque T — 0, F — E, ce qui signifie que le niveau de Fermi 
se confond avec le niveau donneur. La concentration des électrons est 
alors : 


+. E, 
dd — 
n=N,. SN. Le *T, ” 
ou encore E, (33.9) 
n — (Na — Na) Ne »kT 
2N; 


L'énergie d'activation ÔE, est égale à l'énergie d'ionisation AE 
du donneur, tandis que dans un semiconducteur dopé seulement avec 


æ e e e æ « AE LA e 
des donneurs, l'énergie d'activation est égale à —<. Les équalions 


(33.8) et (33.9) sont valables aux très basses températures voisines 
du zéro absolu. On peut cependant les utiliser pour T £ 0. Dans les 
équations (33.8) et (33.9) N, doit être différent de zéro et inférieur 
à Na: O<N, < Ny. Dans le cas où N, > N, > 0, on utilisera 
une expression analogue à (33.9) : 


Na—N 
F= ET In 7 (33.10) 


15—0898 
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et 


AE, 
p= rate RT 5: EE, = AE,. (55.11) 


L'équation (33.8) montre que lorsque La température croit Le niveau 
de Fermi se déplace depuis la position F = E4, à T = 0, vers Le haut 
ou vers Le bas en fonction de la relation 
existant entre N, et Ni. Dans le cas 
particulier où Ni = 3N,, F = E,et 
ne dépend pas de la température 
(dans l'intervalle de températures 
où les équations sont valables). Lors- 
que Ni > 3N,, le niveau de Fermi 
monte d'autant plus rapidement que 
N, est plus petit. Lorsque WNi< 3N,, 
le niveau de Fermi descend à mesure 
0 T que croît la température (voir fig. 55). 
Connaissant la valeur limite de 

Fig. 55. dti ce Ha de F dans un semiconducteur partielle- 
Fermi coienction els lemPé ment compensé, on peut établir 
renfermant simultanément des Une équation plus générale, valable 
atomes donneurs etaccepteurs: aussi dans un intervalle de tempéra- 
D NN; 2) Na>3Nai tures plus large, en faisant appel à 

3) Ni<3N,; l'équation de neutralité: 


ntn=Na—Na= Na; n=Na—-n=N\«. (33.12) 
Connaissant la solution de cette équation pour les basses tempéra- 
tures, on peut écrire: 


Ee+Ea , AT 1, Na _ Ec+Ea | KT je Na—\a 
Ps og Mer 2 | 2 ls. (33.13) 
et 
—— AE, 
n= y Fan le ART , (33.14) 


A la différence des équations (33.8) et (33.9), ces deux dernières 
équations ne sont pas valables pour T = 0, car nr est comparable à 
Pat N.= 0 pour W, 0. La limite inférieure de validité de cette 
équation peut être déterminée à l’aide de la relation: 


n = Pa; (Pp € Pa) avec F & Eu. (33.15) 


On en tire aisément une expression donnant la valeur de T pour 
laquelle (33.8) doit être remplacée par (33.13) : 
AEo—AEa _ AE 
In Na—Iin2N, 7 InNa 


KT — (33.16) 
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Cette expression montre que:l’intervalle de températures O0 — T, 
où l’équation (33.8) est valable et l'équation (33.15) ne l’est pas, 
est d’autant plus large que W, est plus grand. 

La présence d'une impureté de compensation entraine une variation 
plus rapide de la position du niveau de Fermi en fonction de la tempé- 
ralure. 

Examinons l'allure de la variation de la position du niveau de 
Fermi aux basses températures en fonction du rapport des concen- 
trations V, et N.. 

Un cas particulièrement intéressant est celui où #, Æ M4. 
L'équation de neutralité s'écrit alors: 


n+na—p—pa=Ni—N;, (33.17) 


que l’on peut simplifier encore aux basses températures en élimi- 
nant x et p. Cette simplification est d’autant plus justifiée que la 
température est plus basse et que la différence Na — N, est plus 
faible. Le cas où Na D NA: a été examiné ci-dessus. L'équation 
(33.17) peut être mise sous la forme suivante 


Na— na =: à = Pa= Na— Pa=N3= na (33.15) 
ou encore 
Na Na 1) 40 
EE Er = (33.19) 


de hT +4 2e RT 4 
Adoptons pour simplifier les notations suivantes: 
Æ_ Fa Fa 


———— z ———— V °° 
nr pe er =D: 2e =A; er; r—1=s. (33.20) 
“Va 


L'équation (33.19) s'écrit avec les nouvelles notations: 


À 20) 
r(<+1)=(5+1), (33.21) 
ou en ordonnant les termes en x 
x° — sDx — rAD = 0. (33.22) 


On en tire: 


(1 LV 14) 2 (sep s+ir À). (35.23) 


Vu que F est une grandeur réelle, x > 0 et on doit donc conserver 
les deux racines en tenant compte du signe de s. 
Pour s > 0, ce qui correspond à : 


LL = 


sD 
2 


r=T>iÂ et Max N.. 
a 


1% 
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fes A (1 LV iEe + 25) (33.24) 
pour s < 0, donc | 
€ et Ni<N, 
a 
on obtient 


z= (1 -y/1+#4) (33.25) 
enfin pour s = 0, soit 
T = 4, N4 = IN: 
on trouve 
TR — À “d V2. Fatfa pe 
z=VAD=(2eT 5 1e) me ZT —enRT., (33.26) 


Pen # 


Dans ce dernier cas on retrouve l’expression de F déjà établie ci-des- 
SUS : 


F= ie. (33.27) 
Pour s > 0 l'équation (33.24) permet d'écrire: 
F=kTin{ (14/1454 )}. (33.28) 
— Ed—Ëa 
Puisque $ — 4e ÀXT  _,0 lorsque 7 —>0, on trouve pour les 


grandes valeurs de s pour lesquelles 5 & 1 


— Na 1 Li 
_ 2= KT In ne Te = 


= ET In ER (33.29) 


5 4 
et pour les petites valeurs de s où SD 1 


F=#itis, (33.30) 
Pour s < 0, l'équation (33.25) donne 
D 4rA 

F=uTin {Ep 1+ “D 1]}. (33.31) 

Lorsque |s]| est grand en module, pour L<1 on a 

ls D 2rA » 

F=kTIn Url ++ Li} U 

Na— Na 

€ = Ms (33.32) 


qui est équivalent à (33.29) pour s > 0. 
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Pour |s]| petit et > 1 on obtient : 


pair 10 7) kT in AD --Æ 


qui est équivalent à (33.30). 
Les équations (33.28) et (33.31) décrivent complètement la 
variation de F en fonction de s à une température constante. 
Compte tenu des équations (33.29) et (33.32) les concentrations 
des électrons et des trous seront : 


+ Eq 


, (33.33) 


el 5 


Na -— a) FT TE 
PL: (4 de Ce ÀT., (33.34) 


(Va — Va) N ie )) or 
P EE PRE [3 RT . (53.39) 


En dressant le graphique 1n n = f (1/T), la pente de la droite obte- 


nue sera déterminée par a ou es, elle sera donc deux fois plus 
grande que la pente de la droite obtenue dans le cas où le semiconduc- 


leur ne renferme qu'un seul type d'impureté. 


Résumé du $ 33 


1. En faisant varier les concentrations des impuretés donatrice 
Na et acceptrice V,, on peut modifier dans de larges limites 
les concentrations des électrons nr et des trous p libres. Le produit 
des concentrations nr et p est, lui, indépendant du type et du nombre 
d'impuretés présentes, tant que le semiconducteur n'est pas dégé- 
néré : 

np= NÉ. (35.1r) 

2. Un semiconducteur dans lequel V, = #W, est dil compensé 
et son niveau de Fermi se situe près du milieu de la bande interdite. 

3. Lorsque la différence des concentrations des donneurs et des 
accepteurs est suffisamment importante, le niveau de Fermi à T — 0 
se confond avec le niveau énergétique de l’impureté majoritaire. 
A mesure que la température croît le semiconducteur tend à devenir 
intrinsèque à une température d'autant plus basse que la différence 
de concentrations des impuretés de types contraires est plus faible. 

4. Lorsque les concentrations W, et N, diffèrent fortement, le 
semiconducteur se comporte comme s’il ne renfermait qu’un seul 
type d’impureté. 


$S 34. Le semiconducteur dégénéré 


Nous avons défini au $ 29 un semiconducteur dégénéré comme celui 
dont le niveau de Fermi se situe à l'intérieur d'une bande permise 
à une distance supérieure à 5 kT du bord de la bande. La concentration 
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des porteurs de charge libres est dans ce cas indépendante de la tempéra- 
ture. Nous allons montrer maintenant que l'état dégénéré apparait 
lorsque le semiconducteur est fortement dopé avec une impureté. 

Ainsi que nous l'avons montré ci-dessus, le niveau de Fermi d’un 
semiconducteur extrinsèque se rapproche d’une bande permise 
lorsque la température croît. Déterminons la position d’un maximum 
de F lors d'une variation de la température. L'équation (32.14) 
permet d'écrire: 

dk, NM kT Na 2  dN. 
AT ZEN 2 2m Na ar 0 (841) 


ce qui s'écrit également : 


Or puisque 


aN,. 3 Ne 
TT 2 FT GE 
l'extrémum de la relation (34.1) ou (34.2) sera atteint lorsque 
Na … 3 . Na nn 4/: 
Mr -= : 2N. = e”/2, (34.4) 


La température T,., à laquelle F atteint sa valeur maximale F — 
= Fmax Se détermine donc par la relation 


NV (D = (34.5) 


2e%/2 


En y portant la valeur de {V, donnée par l'équation (29.22), on 
obtient finalement l'expression suivante 


Tax 8145: (%)- (He) (34.6) 


L'équation (34.6) montre que la température Tinax croit avec la 
concentration de l’impureté proportionnellement à N°’ Calculons 
maintenant la valeur de Fax : 


1 N 
Fax = Set Ea + KT max In d 


2 2Ne (max) 
E,.+ E 3 re 
nt Ca d T2. KT max» (34.i) 
que l’on écrira encore 
F = #etËa 5 3-10 (= (<<) (34.8) 
MAX 9 , m% ) 1018 . . “ 


Dans l'équation (34.8) ainsi que dans toutes les expressions qui 
suivent k est exprimé en électrons-volts. La concentration pour laquelle 
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F se confond avec le bas de la bande de conduction est appelée concen- 
tration critique NS et peut être déterminée en posant 


Fmox= Eee + 5,3.107 ( mL PET (34.9) 


à 
ma 


d'où l’on tire 
NS (em) = 10225. (24 [AE (eV). (34.10) 


Evaluons la concentration critique Vä lorsque mi — m et AE — 
— 0,03 eV. En portant les valeurs convenables de mä et de AE4 
dans (34.10), on trouve Va — 1,6-1029 cm-$. Si mä/m était égal 
à 0,3, la concentration critique serait 2,5-101° cm. 

Cet exemple montre que La concentration critique dépend fortement 
de l'énergie d'ionisation de l’impureté et de la valeur de la masse effec- 
tive. Dans les composés A! BY la concentration critique peut être 
notablement inférieure à 10! cm*. En effet, en posant mä/m — 
— 10-3 et AE, — 0,0001 eV, on trouve NY — 101? cm-*, valeur 
que l’on observe dans l'antimoniure d'indium. Connaissant la 
concentration critique, on peut évaluer la concentration d'impureté 
qu'il faut avoir dans un semiconducteur pour atteindre l'état de 
dégénérescence. En effet, lorsque F — E,, le semiconducteur n'est 
pas encore dégénéré puisque la concentration des porteurs de charge 
ne dépend pas encore de la température et ce n’est plus un semicon- 
ducteur non dégénéré. Pour qu'il le soit, il faut avoir une concentra- 
tion d’impureté encore plus grande. En principe on pourrait déter- 
miner la position du niveau de Fermi et la concentration des por- 
teurs de charge en faisant appel à l'équation de neutralité dans la- 
quelle pour W, — 0 on peut négliger pet p,;il reste alors n + n4 — 
= Nyx, soit encore nr — pa — Nô. En utilisant les expressions 
convenables pour n et pa, on obtient : 


— Din (= — 7 —. (31.11) 
bL/ be TE 
F 2e ÀT + 1 


Dans le cas où le semiconducteur est complètement dégénéré, on 
peut négliger l'unité devant l’exponentielle dans l'expression déter- 
minant p4. En remplaçant 4,4 (E) par son expression, on écrira: 


NS DFE \R Na 
4e — Le ce NVd RIT - 34 49 
3 Ve TT De ; (34.12) 
Cette dernière équation permet d'établir l'égalité suivante: 
AE, 
._ RT 
ses = (EVE) nv, (31.13) 
8 N. 


qui, fournissant E en fonction de V4, permet de calculer n. 


232 LA STATISTIQUE DES £LECTRONS ET DES TROUS [CH. ITT 


On doit remarquer cependant que les relations (34.12) et (34.13) 
sont presque dénuées de sens physique puisqu'aux très fortes con- 
centrations d'impureté assurant la dégénérescence, le niveau d'impureté 
s'élargit en une bande d'impureté qui recouvre la bande de conduction. 
La bande d’impureté n'étant cependant pas entièrement remplie, 
la dégénérescence n'est pas levée même aux très basses températures, 
puisqu'il subsiste une conduction assurée par la bande d'impureté. 
Grâce au recouvrement de la bande d'impureté et de la bande de conduc- 
tion, la dégénérescence subsistera dans un large intervalle de tempéra- 
tures. Dans le cas de certains composés intermétalliques, la dégéné- 
rescence s'observe depuis la température ambiante jusqu'à la tem- 
pérature de l’hydrogène liquide. 11 est à noter d'autre part que du 
fait de l'apparition d'une bande d'impureté, l'énergie d'ionisation de 
celle-ci décroit à mesure qu'augmente sa concentration ; conformément 
à l'équation (34.10), ceci à son tour diminue la valeur de la concentra- 
tion à laquelle apparait la dégénérescence. 

Dans le cas de semiconducteurs complètement dégénérés il 
est souvent nécessaire de déterminer la position du niveau de Fermi 
connaissant la concentration des porteurs de charge: on utilise 
pour cela les relations suivantes: 


on (a (a), (34.14) 
Bref) (Re C4 


La concentration des électrons ou des trous peut être déterminée 
expérimentalement. 

Les semiconducteurs dégénérés trouvent de nombreuses applica- 
tions pour la production de dispositifs électroniques tels les diodes 
à effet tunnel et les lasers à semiconducteurs. Ils présentent d'autre 
part beaucoup d'intérêt pour la théorie. Un semiconducteur forte- 
ment dopé est par principe un objet d'étude théorique extrêmement 
difficile. En effet, la présence d’une grande concentration d'élec- 
trons entraîne une forte interaction de ceux-ci avec les ions donneurs 
provoquant ainsi un effet d'écran. Ce dernier conduit à une diminu- 
tion de l'énergie d'ionisation pratiquement jusqu'à zéro et on ne 
pourra donc plus parler d'un élargissement en bandes des niveaux 
d’impureté. Pour procéder à l'étude théorique des semiconducteurs 
fortement dopés, on doit faire appel à des procédés spéciaux tels 
la méthode des fonctions de Green. 

Remarquons pour conclure que dans un semiconducteur forte- 
ment dopé la densité d'états d'une bande est fortement altérée par 
la présence d’une grande concentration d'atomes d'impureté. Cette 
altération de la densité d'états se maintient même à des concen- 
trations moins fortes. Il en découle la disparition d’une frontière 
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nette de la bande permise et la décroissance de la courbe décrivant 
la densité d'états selon la loi exponentielle, qui s’étend jusqu'à 
l'autre bande permise (queue de densités d'états). 


* Résumé du $ 34 


1. Lorsqu'on fait croître la concentration d’impureté on provo- 
que un accroissement de la concentration des porteurs de charge, 


ME) ME) 


£y ———_— Er Sn 


Fig. 56. Densités d'états et position du niveau de Fermi d'un semiconducteur 
dégénéré de type nr (a) ct de type p (b) 


ce qui entraîne à son tour une réduction de la distance séparant le 
niveau de Fermi et le bord de la bande permise. Quand la concen- 
tration d'impureté atteint une valeur critique {V°, le niveau de 
Fermi se cnfond avec l’extrémum d'énergie de la bande correspon- 
dante. Lorsque la concentration d'impureté est supérieure à la 
concentration critique, le semiconducteur est partiellement ou 
complètement dégénéré. 

2. On appelle température inférieure de dégénérescence Ta' 
la température à laquelle le niveau de Fermi atteint la bande per- 
mise. Pour toute température inférieure à T#" les porteurs de charge 
de la bande permise se fixent sur le niveau d’impureté. 

3. Par température supérieure de dégénérescence Ta” d’un 
gaz électronique on entend la température à laquelle celui-ci com- 
mence à se comporter comme un gaz classique; cette température 
est déterminée par la condition 


KTAP=—F—E,; KTIV=E,—F. (34.1r) 
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Cependant, la concentration des porteurs de charge peut rester 
invariable si la température du corps est inférieure à celle où la 
concentration des porteurs de charge atteint sa valeur intrinsèque. 

4. La température inférieure de dégénérescence peut être indé- 
terminée du fait qu'un accroissement de la concentration d'impureté 
entraîne un élargissement du niveau d'’impureté en une bande d'im- 
pureté. Il peut se faire que la bande d’impureté ne soit pas complè- 
tement occupée, ce qui entraîne qu'à toute température, y compris 
T — 0, des porteurs de charge peuvent être libres même si la bande 
permise et la bande d'impureté sont séparées par un intervalle 
énergétique. Lorsque la concentration d'impureté est suffisamment 
grande, la bande d'’impureté peut recouvrir la bande permise. Dans 
tous les cas le bord de la bande permise devient diffus lorsqu'on 
introduit des impuretés dans le semiconducteur (fig. 56). 


$ 35. Influence d'un champ magnétique 
sur la densité d'états 


Ainsi que nous l'avons montré au paragraphe 23, le spectre 
énergétique des électrons subit une forte influence en présence d'un 
champ magnétique et on y voit apparaitre des niveaux de Landau: 


h°k= { = 
E — D Ba à TON (n ++) ss E.=0, (35.1) 
où n — 0, 4, 2,... est le nombre quantique et © = L la fré- 


quence de cyclotron. Dans ce cas la notion de surface d'égale énergie 
dans une zone de Brillouin perd toute son sens puisque £ ne dépend 
plus de k. et de k,. On doit cependant ne pas perdre de vue que lors- 
que B —+0 l'équation (35.1) doit se réduire à l'expression : 

h°k2 HÈkE h°k= 


ET 
— — 


ne l'os los (35.2) 
Autrement dit, on peut écrire: 


: 1 N° (KE + ki) 
A OT (r - | 5e 
Lorsqu'un semiconducteur est soumis à l'action d'un champ magné- 
tique, on peut utiliser les grandeurs dynamiques k,, n, wo, S: pour 
caractériser l'état d'un électron. 

Déterminons la relation entre la densité d'états et l'énergie 
N 3 (E). Pour un intervalle d'énergie compris entre Æ et E -+ dE 
on doit trouver un nombre d'états permis égal à: 


24S = 2N,(E) dE. (35.4) 


11 est évident que le nombre total d'états permis doit être égal à 
2N£, où N est le nombre d’atomes du cristal, g, facteur de dégéné- 
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rescence de la zone et 2, facteur introduit pour tenir compte de la 
dégénérescence due au spin: 


Era x 


2 | No(E)dE=2N er. (35.5) 


min 


Le nombre d'états permis (par rapport à kÆ,) par unité de volume 
du cristal et dans l'intervalle dk,, n et w, étant constants, est égal à 


dk. 
dS», Er . (35.6) 
L'équation (35.1) permet d'établir une relation entre dk, et dE: 
2m* \1/2 1/2 Pare 
kz = +) LE — 109 (r ++) * (99.7) 
dk, = (+ PE E— ho | n++)] dE. (35.8) 


L'équation (35.6) peut s'écrire maintenant : 


is = (FE) TE ro (n ++) | Far. (25.9) 


Jr AT 


Afin de pouvoir établir l'équation définissant la densité d'états 
en fonction de l'énergie, on doit tenir compte de la remarque sui- 
vante. Pour un intervalle d'énergie donné compris entre Æ et £ + dE, 
on doit trouver plusieurs tranches d'épaisseur dk,, ainsi qu’il res- 
sort avec évidence de l'équation (35.8) et de la fig. 57, a. 

En effet, à chaque valeur d'énergie ÆE correspondent v paraboles, 
la valeur de v étant déterminée par la relation 


ht. (35.10) 
Comme x peut prendre toutes les valeurs comprises entre 0 et v, 
à chaque intervalle d'énergie compris entre Æ et E + dE doivent 
correspondre v tranches dk,. Il en résulte que pour calculer dS;. 
on doit faire la somme de tous les états permis contenus dans les v 
tranches d'épaisseur dk, : 


dSy, = ( (2) S DE — to (n ++) dE. (35.11) 
ñn: !() 


D'autre part, puisque dans l'équation définissant l'énergie figure 
la grandeur h@o — 2B, la densité d'états permis doit également 


être fonction de B. Posons que cette dernière relation soit décrite 
par une fonction g (B) dont la forme analytique peut être déterminée 
par étude des transitions correspondant au cas où B tend vers zéro. 
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En comparant les équations (35.11) et (35.4) et en tenant compte 
de la fonction g (B), la densité d'états sera : 


Na) LU (EE) DCE ten (n à L) = 
n =0 


= D NG'(E). (35.12) 


n -0 


Considérons un des termes de la somme (35.12): 
(n g(B) f 2m* \1/2 1 \1-12 dun 
ND (E) = An ( = | [E— RO (n + +) | . (39.13) 


Puisque la valeur de » est fixée, la densité d'états V4” (Æ) sera 
: L : é à 
petite pour £ © wo (n + 5) et varie proportionnellement ET 


Me(E) 
E Ab(E) 


nn... 
0 brad - 0 fiwo hat Son Two 
a) ô) 2 2 2 


Fig. 57. Relation existant entre la Fig. 58. Densité d'états d'un semicon- 
valeur de l'intervalle d'énergie 4£Æ  ducteur soumis à l'action d'un champ 
et l'intervalle des valeurs de dk. magnétique 


Comme la grandeur N%$? (Æ) doit être réelle, elle n’est déterminée 
: : . Î 

que pour des énergies £ >> hwo(n + 5) Lorsque £ + how (r + 7) 
N$'(E) — oo. On a représenté fig. 58 la variation de V,(E) lors- 
que n = (. 

La densité d'états permis totale Nÿ? (E) est égale à la somme de 
v hyperboles identiques décalées les unes par rapport aux autres le 
long de l’axe des énergies d’un nombre entier #w,. Aux points £ — 
= ho (n _e + Jla densité d'états WN,(E) devient égale à l'infini, 
ce qui a un sens physique évident. Partant d'un spectre continu, 
l'apparition. de niveaux discrets sera marquée par une variation 
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de la densité d'états caractérisée par une courbe en forme de 6, 
Je nombre d'états permis étant fini. L'équation (35.13) montre en 


effet que pour tout intervalle d'énergie fini { h @o (r + 5). Es }on 
trouve un nombre fini d'états permis 


Eo 
NO (E) dE — se? ( 2m* a " 


h° 
hoo(n+1/2) 


X | [E — ho (n +1/:)]7"/2dE — 


Rop(n+1/2) 
B) f 2m* \1/2 le 
— El Te | [| E— RO (n ++) | . (35.14) 
Ainsi, en n'importe quel intervalle d'énergie fini {fiwo (R++): 
TOYS (n + 5) + AE } le nombre d'états sera fini: 


: (B 2m* \1/2 : 
EL (+ ) “(AE)". (35.15) 


Une densité d'états permis infiniment grande ne peut correspondre 
qu'à la valeur k, = 0. 

En l'absence de champ magnétique, la densité d'états au point 
k, = 0 (et k, — k, — 0) sera nulle (nous supposons qu’au point 
k — 0, on trouve un extrémum d'énergie). 

En traçant la courbe V, (E) on constate que la variation de la 
densité d'états au voisinage des points singuliers n'est déterminée 
que par le terme VW (E); entre les différents points singuliers on 
doit tenir compte en ie de la somme de v hyperboles. Il est évi- 
dent que plus £ sera grande, plus v doit être grand, et donc la den- 
sité d'états entre les points singuliers sera d’autant plus grande que 
plus grande sera l'énergie. La fig. 58 montre en effet qu'à mesure 
que l'énergie augmente, N , (E) crott avec v du côté gauche de chaque 
point singulier. Lorsque B —0, le nombre v tend vers l'infini, 
mais pour n'importe quelle valeur de l'énergie on doit avoir 
lim vhoos = lim vhws — E. Donc, lorsque B —+0, on doit avoir: 
V— 00 B-»0 


Na(E)— No(E)=2n() EN(E) (3516) 


On peut calculer dans ce cas la valeur limite de la densité d'états 
N, (E) en remplaçant la somme en n par l'intégrale: 


S LE — fo (r ++ + } | n> -| [E— 10 (r++) | de 


n =—0 


2m* 


0 


_—_ 1 -l/e _ 2 TO 1/2 = 4 
De | xz-"2dx = Lu (E—) ; (35.17) 
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Lorsque le champ appliqué est faible, la somme 


Ÿ LE—hiwo(n+/;)]-"2 se réduit à EE (£ _ 7. Pour B + 


ef TO) 
—0,@ —0 et (E _ Re) EU et simultanément Er. 
Introduisons maintenant dansnoscalculsla fonction £g (B). En posant 

£g (B) = G-hwo, (35.18) 
la somme (35.17) ne sera plus divergente. Pour déterminer G, on 
écrira : 


No(Ejn Ce (2e) STE ju (n+ À) 


An h° 
n— 


CO 
=2n( 5) (35.11) 


En comparant les valeurs limites de VW, (E) et de N (E), il vient: 


G 2m* \1/2 2m* \S/s $ 
2n \ 2 ) 7 a (Se hè | | (20) 
Les équations (35.20) et (35.18) donnent : 
4rum® ne. 
C= <<, (35.21) 
g(B)=Gho0= 2 =, (35.22 


3/97 


N8 (E) _ LS [ 29 


(r+<)l". (35.22) 


Cette dernière équation détermine la densité d'états permis correspon- 
dant au cas où le cristal est soumis à l’action d'un champ magnétique. 
En établissant cette équation nous avons omis de tenir compte du 


moment magnétique propre de l'électron 5S = u*, dont l'existence 
communique à l'électron une énergie  pplémeutaire égale à 


—(u"B)- (5 S)=—(S0)=+ntB= +, (45.21) 


où 


a R ae 
Uo = en me PO (55.25) 


est le magnéton de Bohr d'un électron de masse effective m*, uo = 
— #!_, la valeur du magnéton de Bohr et S, le vecteur spin dont 
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la projection sur B vaut ee . En négligeant le dédoublement du 


niveau énergétique, chaque état permis se trouve multiplié par 2. 
En désignant par F (B) l'énergie de Fermi, la fonction de Fermi- 
Dirac s’écrira : 
— Î = TE 
= E-F(B) (59.20) 
e 7 4 


La concentration nr, des électrons sera alors: 


ra = 2 | Ne (E)f(E, ThdE— 


mes (R TTL 3 [eme (+5 
E-F(B) 
x[e FT +1J'dE. (35.27 


Calculons la concentration des électrons dans deux cas limites: 
semiconducteur dégénéré et semiconducteur non dégénére. 

Pour un semiconducteur dégénéré, la fonction de distribution peut 
ètre remplacée par une « marche» rectangulaire et la concentration 
des électrons est alors définie par l'expression: 


NE LI [En (n-+4) 48 


n—= 


FU | 
= ho, [2x ( Le )*] 3 mat [E— ho (" ++) 1 dE — 


= 2h0%o [ 2x (+ 


_)"] 3 [F(B)— too (n : +)|. (25.28) 


Lorsque le champ magnétique est faible, la somme peut être rempla- 
cée par l'intégrale: 
v 
4 \ 11/2 
ho D) | F(B)— fo (n ++) [+ 


n=0 


&æ RO [ F(8)— TOR (n ++)" dn Re <F (B): (35.29) 


ln = — (+ hs } F"?(B). (35.30) 
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On tire de (35.30) la valeur de F (B): 
Fa ee) = Fo. (35.31) 


2m* 8x 
Lorsque le champ magnétique est fort, la grandeur v sera petite. 
Considérons le cas où la valeur du champ appliqué est telle qu'il 
ne subsiste qu’un seul niveau non excité n — 0 (limite quantique): 
la somme (35.28) ne comportera alors qu’un seul terme : 


ns = 20 | 20 (-e 1 [F(B— (353) 


On en tire: 
ee n° _ RQ 1 ! Fo 3 ‘ 
Ro Re ne à A+ (ne) |: (35.33) 
167? ( ) (wo)? + 


Fo étant déterminé par l’équation (35.31). 
Pour un semiconducteur non dégénéré la concentration des élec- 
trons est donnée par l'équation : 


2m sa FE. v oo 
nn = ho | 27 (+ ) "Je" À J. Fa 
=0 hoo(n 
— too (r++) |" QE. (35.34) 


L'expression se trouvant sous le signe somme présente la particu- 
larité telle qu'au point £ — fw, (n + 1/2) elle se comporte comme 
une fonction 6 et la divergence de l'intégrale n’a plus lieu. En effet, 
considérons l'intégrale 


| (x—a) "te b dx=2(z—ae v |+ ? | (z—a)e"® dr - 
a a a 
Re ee 
=—b"e Lt | —e bd d(—)—2b"*e ? \ y'/2e"! dy — 
b Ï V6 (5) 
a a 
—2%be bT(.)—=V be »b. (35.35) 


Nous voyons de (35.35) que l'intégration fournit la valeur de la 


fonction e au point x = a, ce qui montre que V%’ (E) se comporte 
effectivement comme une fonction ô. Reprenons l'équation donnant 
n, en tenant compte de ce que b = XT et a — how, (n + 1/2): 


; ____ F(B) © _huwnn+1/2) 
se )”| V niT e RT > e RT 3 (35.36) 


n—0 


Na = AO) [ 2x ( 
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hop 
Or, comme(e #7)" De une progression géométrique, il vient : 


0 n n 
Se : = — (35.37) 
ut ES RT 
En remarquant d'autre part que 
Run 
2RT 
a  — a 1 TON ER | | : 
LR ä 2R O9 BRUNE =[2s sh (+ KT }| . (35.38) 
4—e ÀT e ZT _e 2RT 


la concentration des électrons peut être déterminée par l'équation 


F(B) 
Jing N e ÀT ar: 
— | SET } Ve a) . (59.39) 
2RT 
Connaïissant la concentration »,, le niveau de Fermi sera: 
TOY, 
n Sh 
F(B)=ÆT In Er — (35.40) 
2kT ] 
Dans le champ magnétique faible 
hop Roy 
: (5 2ET }= (+ 2RT me): 6229 
F=RT In. (35.42) 
C 


Si le décompte de la position du niveau de Fermi s'effectue à partir 
de E, (ou E, = 0), l’équation (35.42) devient: 
E -F 
n = Ne RT (35.43) 
On peut constater que l’on retrouve l'équation (29.11r). 
Dans le champ magnétique fort 


L Noe_ 
sh ( D ) me, (35.44) 
F(B)- es 
hoQ ———— 
Na = (+) Ne KT , (35.45) 
ou bien 
RG 
nn = (5) Ne IT (35.46) 


16—0898 
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La grandeur 


E.+- =E, (B) (35.47) 


caractérise le niveau d'énergie le plus bas (nr — 0) qui se manifeste 
lorsqu'on applique un champ magnétique; on peut donc dire que 
le champ magnétique contribue à lever la dégénérescence et provoque 
un accroissement de la largeur de la bande interdite. 


Résumé du & 35 


1. En présence d’un champ magnétique extérieur la densité 
d'états permis se modifie notablement. Elle devient infinie aux pics 
des paraboles de Landau et diminue lorsque l'énergie croît propor- 


tionnellement à 7 . Ce caractère particulier de la variation de la 


densité d’états permet de définir les niveaux discrets dits de Landau. 

2. Les formules utilisées pour le calcul de la concentration des 
porteurs de charge et de la position des niveaux de Fermi dans un 
cristal sollicité par un champ magnétique faible ne diffèrent pas 
de celles établies pour un semiconducteur qui n’est pas soumis à 
un champ magnétique. Lorsque le champ magnétique appliqué 
est fort, les équations correspondantes doivent être notablement 
modifiées. 

3. Dans ce chapitre nous n'avons considéré que des porteurs de 
charge apparaissant du fait d’une excitation thermique ; les porteurs 
de charge apparaissent du fait de l’interaction du gaz électronique 
avec les vibrations thermiques du réseau ; le gaz électronique (d’élec- 
trons ou de trous) se trouvant en équilibre thermodynamique avec 
le réseau, les porteurs de charge correspondants sont dits porteurs 
d'équilibre et. la concentration est dite concentration d équilibre. 


CHAPITRE IV 


LES EFFETS DE TRANSPORT DANS 
LES SEMICONDUCTEURS 


$ 36. L’équation de Boltzmann 


Les phénomènes physiques déterminées par le mouvement des charges 
électriques sous l'action des champs intérieurs ou extérieurs ou sous 
l'action d'une différence de température sont appelés effets de transport. 
Les principaux effets de transport sont : la conductibilité électrique 
et thermique, les effets galvanomagnétiques, thermomagnétiques 
et thermoélectriques. Les effets de transport sont également à la 
base des effets photoélectriques et photomagnétiques. Pour une 
description qualitative des effets de transport il suffit de faire appel 
aux considérations générales concernant le mouvement d'une parti- 
cule dans un champ de forces. Cependant ce modèle simple ne saurait 
suffire pour arriver à une description quantitative des phénomènes. 
On n'arrive à établir des relations précises entre les grandeurs en 
question qu'en faisant intervenir des méthodes d'étude plus géné- 
rales permettant de tenir compte de l'importance relative des por- 
teurs de charge se trouvant dans des états différents. La méthode 
théorique la plus convenable pour procéder à une telle étude est 
la méthode fondée sur l'équation cinétique de Boltzmann, qui caracté- 
rise la modification de l’état des particules provoquée par diffé- 
rentes actions. 

Dans un cristal parfait l’état , (r) peut subsister indéfiniment. 
La fonction de distribution des électrons suivant les états f (r, k) 
doit donc elle aussi rester invariable. Si on applique maintenant à 
notre cristal parfait un champ de £srces extérieur V (r), l'état de 
tous les électrons renfermés dans une zone de Brillouin devra se 
modifier selon l'équation: 


dP dk 1 
dd — — VY ; 7 = Fa (36.1) 
coit 
t 
P(4)= | Fa () dE + Po(0). (36 2) 
0 


La variation de la quasi-impulsion dans le temps { est indépen- 
dante de P,, et n’est déterminée que par l’impulsion de la force 


10% 
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appliquée : 


t 
AP=P(t)—P,(0)= | F, (Ë) d£. (36.3) 


Cette équation laisse apparaître que si à l'instant { — 0 précédant 
l'application d’une force extérieure les électrons occupent les états 
permis correspondant à une fonction de distribution f(r,k) = 


= f (re) , à l'instant t{ la nouvelle fonction de distribution sera: 
1 7, — 
[re KO TRE ]=7(r, 0. (36.4) 
0 


On peut donc dire que toute force extérieure par rapport au champ 
périodique du réseau modifie la fonction de distribution des élec- 
trons. 

La variation en fonction du temps de la fonction de distribution 
donc sa différentielle totale par rapport au temps, s'écrit : 


df(r,k.t)  df , of dr , ôf dk 
di ” à D a hd 
(e) : 
= Lier) + (aie F). (36.5) 


Nous avons tenu compte de l’équation (36.1) ainsi que de ce que 
g — vest la vitesse de l’électron. Er vertu du théorème de Liouville 
affirmant que le volume de phases reste invariable lorsque le système 
se déplace le long d'une trajectoire de phases, ou, plus simplement, 
en tenant compte de ce que le nombre d'états permis se conserve, 


on écrira: 


df 
"dt = O0, (36.6) 
ou bien 
F; 4 
Le (viv+ (ou). (36.7) 


Cette dernière équation montre que la variation de la fonction de 
distribution en tout point de l'espace des phases (r,k) provient de la 
superposition des mouvements de la particule dans l'espace du vecteur 
d'onde et dans l'espace usuel. 

La force F, est due aussi bien aux champs macroscopiques ap- 
pliqués qu'aux défauts de toutes sortes perturbant le champ pé- 
riodique idéal du réseau : lacunes, atomes et ions d'impuretés, vibra- 
tions thermiques du réseau. 

Dans la plupart des cas présentant un intérêt pratique, il importe 
de connaître le comportement d’un corps solide soumis à l’action 
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de champs macroscopiques extérieurs. Dans ce cas toutes les forces 
dues à des défauts locaux du champ périodique du réseau doivent 
être considérées comme des champs intérieurs, inhérents au cristal 
donné et doivent donc être classées dans un groupe particulier des 
forces perturbatrices. Nous avons donc à considérer deux groupes 
de forces F, : les forces F, produites par des champs macroscopiques 
extérieurs, et les forces Fb produites par tous les défauts du réseau 
cristallin. Les actions des forces de ces deux groupes sont antago- 
nistes. Les forces extérieures ont pour effet d'imposer aux particules 
un mouvement directionnel dans l’espace de la quasi-impulsion 
et dans l’espace des coordonnées. On peut en effet écrire pour toute 
particule du cristal 


t 
AP = | F (£) dE = Fi, (36.3) 
0 


à condition que F soit constante dans le temps. Pour les forces Fp 
on écrira de même: 


Î 
AP— | Fp (Ë) dë. (36.9) 
0 


Or, Ja force FD est en tout point du réseau la résultante d’un très 
grand nombie de champs locaux et dépend fortement et d'une maniè- 
re compliquée des coordonnées de l’électron ou du trou. Il est facile 


Fig. 59. Influence qu'exercent les champs produits par les ions sur la quasi- 
impulsion des électrons 


de s’en rendre compte en considérant l'action des champs de deux 
jons sur trois électrons. dont la quasi-impulsion initiale était iden- 
tique au départ. La fig. 59 montre que les variations des quasi-im- 
pulsions de trois élcctrens sont essentiellement différentes, du fait 
que les ferces agissant sur les électrons dépendent des coordonnées 
de ceux-ci. C'est la raisen pour laquelle l’action des forces intérieures 
Fb sur la fonction de distribution ne peut être calculée sur la base d'une 
étude dynamique; le seul procédé que l'on puisse mettre en œuvre es 
une étude statistique. 

Les champs extérieurs F provcquent en général une variation 
«lente» de l'état d'une particule. Par contre, les champs intérieurs 
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Fh ont pour effet une variation brusque de l’état des particules, 
qui, traversant une région localement perturbée, ne sont soumises 
à l’action de la force intérieure que pendant un temps très court. 
La zone d'action d'une perturbation locale ne s'étend en effet que 
sur une distance de quelques pas du réseau, donc sur une distance 
de l’ordre de 10-* cm; la vitesse thermique d’une particule étant 
de l'ordre de 10° cm/s, la durée de son interaction avec le centre 
perturbateur ne sera que de 10-l s. Une interaction de si courte durée 
entraine une forte variation de la vitesse et de la quasi-impulsion de 
l'électron, analogue aux effets que provoque un choc en mécanique; 
c'est pourquoi ce type d interaction est désigné sous le nom de choc 
ou;de collision. Du fait des chocs le nombre de particules douées d'un 
mouvement directionnel se trouve modifié, aussi les collisions sont- 
elles également désignées sous le nom de processus de diffusion des 
porteurs de charge. 

Pour mieux faire ressortir les différences existant entre les 
actions exercées par les forces extérieures et les forces d'origine 
intérieure, il est utile de récrire l'équation (36.7) en mettant en evi- 
dence ces deux types de forces F et FL: 

—Le(s, VLC, Vif) +2 (Fn, Vif). (8610) 
Ceci montre que la fonction de distribution des porteurs de charge 
se trouve modifiée par suite de leur mouvement avec une vitesse 
v et, d’autre part, lorsqu'ils sont sollicités par les forces extérieures 
F et intérieures Fp. 

Désignons par (2). la variation de la fonction de distribution 
due à la circulation des porteurs de charge et à l’action des forces 
extérieures 


() 1 
—(<) = vh + Va). (36.11) 
Dans ce cas la grandeur (9). est le terme de l’équation de Boltz- 


mann caractérisant les effets des champs extérieurs appliqués. Dé- 
signons d'autre part la variation de la fonction de distribution due 


aux seules collisions par (5) : 


ôt J coll” 
of _{ 
= lou + >: Vu) CE 
La grandeur (2). est désignée sous le nom d'’intégrale de collision, 


car elle se présente généralement sous une forme intégrale. La varia- 
tion de la fonction de distribution en fonction du temps comporte 


donc deux termes, (2) qui représente la variation de f sous l'effet 
C 
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ôf 


des champs extérieurs, et (5 
dl } coll 


représentant la variation de f due 
aux seules collisions: 


Le Ce Cu 8°) 


Ôf 
ot 
les procédés statistiques de la description des phénomènes physiques: 

Posons que sous l'effet des collisions les particules passent d'un 
état (r, k) à un état (r’, k”). Désignons par w (k, k”) la probabilité 
de ces transitions par unité de temps. Il est évident que du fait 
d’une collision les coordonnées ne peuvent être modifiées notable- 
ment et donc la probabilité de transition doit être indépendante de 
ret de r’. Considérons deux volumes élémentaires dtx et dtz- entou- 
rant les points k et k’. En tenant compte du spin des particules, 
le nombre d’états permis contenus dans ces volumes du cristal est 


Pour déterminer la forme analytique de ( ] je NOUS utiliserons 
co 


dt d'u 
égal à Pr et rt respectivement et le nombre d'états occupés est 
dy nn À TL = | 
alors f (r, k) ms € f (r, k”) Ze et le nombre d'états libres est 


d d Tr, 
respectivement [1 —f(r,k)] Het [if — fr, ke. Du fait 


des collisions les électrons passent du volume dtx dans le volume 
dti: et inversement. Le nombre de transitions doit dépendre non 
seulement de la probabilité w (k, k’) mais également du nombre 
d'états initialement occupés et du nombre d'états libres subsistant 
après une collision (on tient compte du principe de Pauli). A la 
suite de transitions directes des électrons de dt à ds’ et des transi- 
tions en sens inverse, le nombre d'états occupés devra varier durant 
dt de 


ä dt, 
_ dt {w(k, k) TE f(r, k){[1—f(r, k°)] E }+ 


+dt {w(x’, k) RE f (r, k’)[1—j (r, NES (36.14) 


Le premier terme de cette somme définit la diminution du nombre 
de particules contenues dans le volume dt due aux transitions dans 
Je sens dtx —+ dtx’ ; le second terme définit l'accroissement du nom- 
bre de particules dans le même volume déterminé par les transitions 
des particules dans le sens inverse dts: — dt dont la probabilite est 
w (k’, k). En étendant l'intégration de l’équation (36.14) à tout le 
volume VX de la zone de Brillouin (domaine de variation de k’), 
on obtient la variation totale du nombre d'états occupés dans ce 
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volume pendant le temps di: 


CATR M ’ , 
dt | {w(k',k)f(r, k)(1—f(r, k)]— 
(Vu) 

uw (k, k')f(r, k)1—f(r, k'))} (36.15) 
Le nombre d'états permis qui sont occupés par des particules à tout 
d 
La et la variation de ce nombre du 
fait des collisions dans le temps dt peut être représentée par 


dty- 
4n3 


instant £{ est égal à fr, k) 


ôf dt 

(5 )oon 478 SE8) 

En égalant les équations (36.15) et (36.16), on trouve après réduction 
| dt. 
par dt Ta: 

ôf 1 ,n 
CAE u 7 Vai (r, k))= 
= À {rt M) f(r KA, H]—uw(k, k')f(r, k) x 
(Vu) 
, ‘dtye ’ ’ ’ 
x fr KI} = | Get", ke) fr k°)—u (ie, k°) f(x, 


(Vw) 
—{w(k, )—w(k, K)f(r k)f(r KE. (86.17 


Si les probabilités des transitions directes et inverses sont égales: 


w (k, k”) = w(k’, k), (36.18) 
l'intégrale de collision (36.17) prend une forme plus simple et devient: 
af > ; dx, 
Jen | w(k, k'){f(r, k)—f(r KE. (86.19) 
k) 


En combinant les équations (36.13), (36.11) et (36.17), il vient : 


(CL) = 0 ven, van+ | w(k, k')1f(r k9— 
(VK) 
— f(r, k)] a . (36.20) 


Cette dernière équation est appelée équation cinétique de Boltzmann. 

L'intégrale de l’équation (36.20) renferme la fonction que l’on 
cherche à déterminer, c'est donc une équation intégro-différentielle, 
dont on ne connaît pas la solution générale. 


8 36]. L'ÉQUATION DE BOLTZMANN 249 


Dans le cas stationnaire 1 = 0, et l'équation de Boltzmann 
s'écrit : 


LE) =). (36.21) 
ou encore: 
(v, Vrf (r, k)) +T(F, Va (r, k)) — 
E | w(k, k°)[f(r, kK)—f(r, k)] 7. (36.22) 


(Vu) 


Les équations (36.21) et (36.22) montrent qu'à l'état stationnaire la 
variation de la fonction de distribution sous l'effet de champs exté- 
rieurs appliqués et du mouvement des particules se trouve compensée 
par les collisions des porteurs de charge et des perturbations locales du 
champ périodique du réseau. Dans le cas où (4 (2) 

L ot /ch ôt J coli 
on doit avoir Le 0, ce qui signifie que la fonction de distribution 


varie en fonction du temps dans un sens ou dans l’autre selon la 
nature de l'effet prépondérant : de celui des champs extérieurs appli- 
qués ou de celui de la diffusion des particules. 

Les conditions où l'équation cinétique doit être valable peuvent 
être formulées de la manière suivante: 

1. L'application de forces extérieures ne doit pas modifier le 
spectre énergétique de l’électron du cristal. Ceci impose une limite 
à l'intensité des champs appliqués. 

2. L'équation cinétique étant une équation quasi classique, on 
ne peut l'utiliser pour l'étude de processus de très courte durée se 
déroulant dans de petits volumes, car cela entraînerait une trop 
grande incertitude sur les valeurs de l'énergie et de la quasi-impul- 
sion. 


Résumé du $ 36 


1. Les processus physiques qui accompagnent le mouvement des 
porteurs de charge dans un semiconducteur soumis à l’action d'un 
gradient de température ou à l’action de champs extérieurs ou inte- 
rieurs sont appelés effets de transport. Pour procéder à l'étude de 
ces effets, on fait appel à l'équation cinétique de Boltzmann. 

2. Etant donné que le nombre total d'états permis existant dans 
un cristal est constant, la dérivée totale de la fonction de distribu- 
tion f (r, k, £) par rapport au temps doit être nulle : 


d 
= (36.1r}) 


En différentiant la fonction composée f (r, k, t) par rapport au 
temps où r et k sont des fonctions de t on obtient en tenant compte 
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de (36.1r): 
LARPAUTS Vif (r, k, t))+(F, Vuf(r, k t)). (86.21) 


La variation dans le temps de la fonction de distribution se présente 
sous forme d’une somme de deux termes: celui dû à l’action exercée 
par un champ extérieur et celui déterminé par les collisions: 


of _ {of of 

"dt (Sat ou | (36.55) 
avec 

(LE), =— 0, m5 (F, va) (86.4r) 
ot Jch ? % h L ° 
et 
1 
À Jen = — 7 nr Va). (555 


3. Les collisions provoquent la transition des électrons d'un: 
état donné à un autre état avec une probabilité w (k, k”). On peut 
alors représenter l'effet des collisions par l'équation: 


Te )eou = | {w(k”,k)f(r, k)[1—7(r, k)] — 


(VK) 
dtL, 
—w(k, k°)f(r, k)[1—f(r, k)} +. (36.6r) 
4. L'équation cinétique de Boltzmann est de la forme 
9 k, 
DORE (y, Grf (rs k, D) (F, Vaf (r, k, #)+ 
() = 
LA (Sr Jeou Foun 


Pour l’état stationnaire, compte tenu de ce que w (k, k’) = w (k”, k), 
l'équation de Boltzmann devient : 


Cv, Vrf(r, K))+ UF Vaf(r, K))= 


1 ; , 
= | wkk')[f(r k)—f(r, kldme. (86.81 
(VK) 
Donc à l'etat stationnaire les modifications conditionnées par un 
champ appliqué sont compensées par les collisions. 


$ 37. Le temps de relaxation 


Il est fort difficile de trouver une solution générale à l'équation 
de Boltzmann; cette tâche est cependant notablement allégée lors- 
qu'on introduit un temps de relaxation des processus en cause. 
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Supposons tout d’abord qu’à un instant £ — 0 le terme dü aux 
effets des champs extérieurs devient nul (c'est-à-dire que l’action 
des champs est supprimée): 


(a 0: 9 


Il ressort de l’équation (36.13) que la variation de la fonction de 
distribution est alors due aux seules collisions : 


+ s (+ ) on” (6252) 


Lors de la suppression du champ appliqué le système de particules 
se trouve dans un état stationnaire hors d'équilibre, puis lorsque le 
champ n'agit plus, ce système doit revenir à l’état d'équilibre grâce 
aux collisions ; Les collisions assurent donc le retour à l'état d'équilibre 
perturbé par application d'un champ extérieur. L'hypothèse la plus 
simple que l’on puisse imaginer pour décrire l'évolution du proces- 
sus de relaxation est de poser que la vitesse de rétablissement de l'équi- 
libre est proportionnelle à l'écart [f (r, k, t) — f, (r, k)] à l'état d’équi- 
libre : 

0f _{ 0f ____f(r.k.t)—folr, k) 

dt (5 Jon oi + (k) j (37.3) 
f, représente ici la fonction de distribution à l’état d'équilibre, 
f(r, k, t), cette même fonction lorsque l'équilibre est rompu et 


10 coefficient de proportionnalité qui en général dépend des 


valeurs de r et de k. Cependant, comme nous aurons surtout affaire 
à la relation entre k et t, nous omettrons la dépendance de © de r. 

En considérant t comme une grandeur positive, nous avons été 
amenés à faire précéder le deuxième membre de l'équation (37.3) 
du signe moins, ce qui caractérise le retour du système à l’état d'équi- 
libre. La solution de (37.3) est facile à trouver: 


{ 
fr k,t)—folr, k)=1f(r, k, 0)—fo(r, kjje *. (37.4) 


La grandeur * (k) indique à quelle vitesse se rétablit l’état d'équilibre 
perturbé par des champs appliqués; aussi l'appelle-t-on temps de rela- 
zaltion. 

En introduisant dans nos raisonnements le temps de relaxation 
nous pouvons exprimer l'intégrale de collisions sous une forme nota- 
blement plus simple. En effet, combinant les équations (37.3) et 
(36.19), nous obtenons: 


" , | dTy — 
(Sr ) con = À w(k, k ) [7 Cr, k’, t)—f(r, k, t)] 7 LE £ rs 
k 


(37.5) 
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Nous pouvons tirer de (37.5) une relation explicite entre le temps 
de relaxation, la probabilité de transition et la fonction de distribu- 
tion : 
1 1 n fr, kt)—f(r k”,t)] 7 
tk) 478 Î w(k, k) [Fr k, t)—fo(r, k,] GERS 169) 
(Vu) 

Pour arriver à une solution de l'équation de Boltzmann nous 
devons faire une autre hypothèse encore: le temps de relaxation 
t (k) caractérise pleinement les interactions des porteurs de charge 
avec le milieu où ils se meuvent, aussi bien lors de la relaxation 
que lors de l’action d’un champ extérieur. L'hypothèse se réduit 
donc à affirmer que Le temps de relaxation est indépendant des champs 
extérieurs. Nous justifierons cette hypothèse ultérieurement, utili- 
sons-la maintenant pour trouver la solution de l'équation de Boltz- 
mann concernant un état stationnaire. Les équations (36.8r) et (37.5) 
permettent d'écrire : 

s Vef (rs k))+(F, Vif (r, k)= CRE (37.7) 
L'expression (37.7) est l'équation qui décrit des effets de transport 
dans les états stationnaires dans tous les <as rù le temps de relaxa- 
tion permet de caractériser les effets des collisions. Nous chercherons 
une solution à l'équation (37.7) sous forme d'une série telle que: 


f(r,k)=fo(r, k)+709 (r,k)+79 (r, k) + ..., (37.8) 
où ft(r, k); f@)(r, k), etc., sont des termes correctifs de différentes 
approximations à la fonction de distribution à l’état d'équilibre. 
Les dérivées de f? (r, k) par rapport à k et à r doivent être du même 
ordre que f* (r,k), de sorte qu'une solution approchée peut être 
trouvée en rejetant tous les termes d'ordres supérieurs. En première 
approximation la solution de l’équation (37.7) est donc de la forme: 

fr, k)=fo(r, k)+ f(0 (r, k). (37.9) 
Portant (37.9) dans (37.7), on obtient l'équation déterminant 
fo (r, k): 
(V, Vefo(rs k) + Veft (r, ke) + CF, Vafo(r, k)+ Va (r, k))= 


tr, k = 


Calculons w.f, (r, k) et wuf, (r, k) en remarquant que F et T sont 
fonctions de r, et £ dépend de k: 
E-F 


e Vel VT 
Vefo (ke — = — Te UF + (EF) — À 


(73.11) 
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et 
E-F 
26 VKE _ 0 
Vo (r, k) — 5 7 Je y. (31.12) 
F #4 441] 
On voit que dans ces expressions figure la grandeur: 
E-F 
ô e #7 1 
Do (37.13) 


Disposant des équations (37.11) et (37.12), l’équation (57.10) peut 
s'écrire : 
ft (r, k) 


Of 


ÔE 
+ (9, VO (r, k)) + (CE +e [VB], v) 20 + 
++ (eE +e[vB], Vaf(o). (37.14) 


Nous avons remplacé F par l'expression de la force de Lorentz. En 
admettant que les dérivées de f®? sont aussi petites que f * , on 
peut omettre les troisième et quatrième termes de l'équation (37.14), 
ce qui donne: 
— 1 00 (EE vF—(E—F)VenT},v. (37.45) 
T(k) dE d S RS à | 

On constate alors qu'en première approximation /(! (r,k) est indé- 
pendante du champ magnétique. Si l'on voulait tenir compte de 
l'influence de B, on devrait conserver dans (37.14) le terme en 
Vif (r, k). 

Nous pouvons calculer ce terme à l’aide de (37.15). Commençons 
par mettre f() (r, k), toujours à l’aide de (37.15), sous la forme sui- 
vante! 


FO (re, k)= — To (y (r, k), v), (37.16) 


x (r, k) étant une fonction vectorielle inconnue qu'il faut déterminer 
pour trouver l'expression analytique de f (r, k). Dans le cas où 
l'on peut négliger les effets dus à un champ magnétique, en égalant 
les équations (37.15) et (37.16), cette nouvelle fonction peut être 
mise sous la forme suivante: 

X(r,k)=t(k) {EE — y F—(E— F)yrln T}. (37.17) 
Or, puisque E = —w9 (r), 


ur, k) = —T(k) {yep + F)+(E— F)yrln T}. (37.18) 
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Trouvons vwxf? (r, k) à l’aide de (37.16): 


d fo 0fo h 
1 ds sie — = 
Vafii ( K)= À SE (x 5 )) 5E (x im® 
d_ ôfo e 
—(V TE x) - (37.19) 
2 
Ici L= 2 représente le tenseur généralisé de l'inverse de la 


masse effective. En portant (37.19) dans (37.14) où nous ne rete- 
nons que le dernier terme du second membre renfermant B, il vient: 


BA) 5 (19, BL (x )) Se — 


(rs (em))=e([ 5], v) de, 6720 


puisque le second terme est identiquement nul, car [v v]—0. L'équa- 
tion (37.14) se réduit donc à l’expression : 


f® (r, k) 1 dfo = 
TWD 70 Æ UT 


0 
= (v,eE—vF)—(E—F)V InT+e[-L, B |) (37.21) 
La grandeur # (r,k) se définit par l'équation: 
x" k)=—T(k) {Ve(F+ep)+(E—FvenT-e[-#,8]) 


m* ? ° 
(37.22) 
Introduisons, pour simplifier, l'écriture: 
Vr(F+ep) +(E — F)wlnT = —L, (37.23) 
T (k) L = A. (37.24) 
L'équation (37.22) devient alors: 
4=A+eTt (37.25) 


Le mode de résolution de l'équation (37.25) est différent selon que 
la masse effective m* est un scalaire ou un tenseur. 

1. Masse effective scalaire. Etant donné que m* est un scalaire, 
nous pouvons définir un vecteur q (k) tel que 


p(k) = B. (37.26) 


L'équation (37.25) peut s’écrire alors: 
x = A + [xvl. (37.27) 
En formaat le produit scalaire de (37.27) et de @, on trouve: 
(xp) = (Ap) + ([xp]l g) — (Ap), (37.28) 
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puisque : 
({xplæ) = ([pp] x) = 0. (37.29) 
Ecrivons maintenant le produit vectoriel de (37.27) et de œ: 
lp] = [Ag] + [y] qi = [Al + p (xp) — x (py) — 

= [Ag] + (Ag) — xq° = x — A. (37.30) 
Les simplifications successives que nous avons effectuées dans (37.30) 
sont basées sur les règles du développement d’un double produit 
vectoriel en ses formes simples et nous avons remplacé (y) et [lywl 


par (A®) et % — conformément aux équations (37.28) et (37.27). 
On tire alors de (37.30) : 


1 (1 + æ) = À + [Al + y (A). (37.31) 
et on trouve: 
A—+[A A 
q= AtlAgite (ae (37.32) 


En y portant les expressions développées de A et de on trouve 
finalement : 


—T{V (egLF)HL(E—F)V_.InT}— 
x, k)= TV, (ep+F)+( )V.InT} ” 


1+ TT pe 


m*° 


— 5 IV, Cp+F)+(E—F) Vin T,B]— 


a —— 2 ———— 
1+ — B° 
e° Ts 
— 5 B(V(ep+F)+(E—F)V,InT, B) rs 
D 
1+r P° 


Les effets de transport dont l'intensité dépend de f'‘? (r, k) et donc de. 
x (r, k) sont dits effets transversaux, lorsque B 1 L, et lorsque B || L, 
ils sont appelés effets longitudinaux. Dans le cas d'effets transversaux 
(L, B) = 0 et 


= <EL (37.34) 
Pour les effets longitudinaux [LB] = O0 et 
= RE SR An TV (ep+ F)+ 
L(E—F)YiinT} (37.35) 


Nous voyons ainsi que si m* est un scalaire, l'application d'un champ 
magnétique longitudinal ne modifie aucunement les phénomènes obs2r-. 
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vés lorsque B = 0. Si cependant on observe un effet longitudinal, on 
doit en conclure que la masse effective est un tenseur. 

2. Masse effective tensorielle. Supposons que m*”! est un ten- 
seur diagonal: m* sera alors également diagonal. Considérons le 
produit vectoriel [m*-1 +, B] — D. Posons m*-!# = n. Il est facile 
de voir que 


4 = mn. (37.36) 
Déterminons les composantes du vecteur D: 
D, =n,B; —n,B,; D, = n,B, — 1n.B;; 
D, = 1n,.B, — n,B.. (37.37) 
Or, puisque 
ur = {m*-ly}; = D mi x; — mi'X; = . À (37.38) 
J 
on doit avoir pour D, par exemple: 
XuBz _ XzBy 


D;= (37.99) 


Considérons maintenant le tenseur m*-!D, Es ni par ses composantes 


{m*-1D}; = 2 mt); = 97.40) 
Tenant compte de (37.37), il vient: 
{m*”-1D}; ps en = 
a Qu: Bz—YX:MyBy) — 
= |m*{| Cu > MB; — };: > myiBi) . (37.41) 


ce qui s'écrit: 
m*D=m°"t[m*ty, BJ=|m*t|[y, m°B]. (37.42) 
On désigne par | m* | le déterminant de la matrice du tenseur m*: 


m,  O O0 
|m*|=Det| O0 m, 0 ] mins (37.43) 
O0 O0 mm; 


Reprenons l'équation (37.25) et formons son produit scalaire par 
m*-!, Tenant compte de (37.42), il vient: 


m*-t.y=m"t.A+ermi[m!ly, B] = 


= m°I.A+t——_1[y, n°B]. (37.44) 


Fa 
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Le produit vectoriel de (37.44) et de B donne 
(m*y, BJ={[m°"A,B]+rllx, m°B]B]. (37.45) 


En développant le double produit vectoriel : 
(Lx, m*B] B] — (4B) m*B — (B, m*B) (37.46) 
et en reportant le résultat dans (37.45), on trouve: 


[m*-1y, B]=[m*tA, B]+—m°.B(yB)— 


|m*] 

7__(B, m°B 37.47 
— ms] (  Mm ) L- ( {. 1) 

Or, il ressort de l'équation (37.25) que 
(xB) — (AB), (37.48) 
et(m*-!y, B]=7y7—A. (37.49) 

En égalant (37.49) et (37.47), on a: 
.— e°t? * 
x—A=et[m"""'A, B] +577 (AB) m° Be (B, m°B) 7. 


(37.50) 
Un regroupement des termes semblables fournit alors: 


A+et[m*-iA, B + F (AB) m*.B 
= ———————— 59% ——— ———— = | (37.51) 


Si la masse effective est un scalaire, cette dernière équation se 
réduit bien à l'équation (37.32) puisqu “alors tous les éléments diago- 
naux sont égaux à m* et |m*| = m* 


Résumé du $ 37 


1. Les collisions des porteurs de charge avec les imperfections 
du milieu où ils se meuvent rétablissent une distribution des élec- 
trons et des trous correspondant à l’état d'équilibre. L'effet de ces 
collisions peut être caractérisé par un temps de relaxation t+ (k) 
que l'on peut évaluer à l’aide de l’équation (37.6). Le temps de rela- 
xation + est égal à la durée moyenne de l'existence d’un état hors 
d'équilibre subsistant après suppression des champs primitivement 
appliques. 

2. En admettant que le temps de relaxation est indépendant 
des champs extérieurs, l'équation de Boltzmann pour l’état station- 
naire peut être mise sous la forme suivante: 


(6, Vef (n, k)+(F, Vif(r,k)= 109 CRE, (8741 


17—0898 
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3. En résolvant l'équation (37.1r) par la méthode du développe- 
ment en série par rapport aux champs, on obtient la valeur de la 
correction à aprliquer en première approximation : 


fD (r, k) le 
1) — 


(v, + Ve(E—F)—(E—F) Ven T)+ 
se — ([VB] Vif). (37.2r) 


4. En posant que la fonction f‘® (r,k) peut se mettre sous la 
forme 


FO (re, k)= — D (y (r, k), v), (37.3r) 


on peut montrer que % (r, k) est de la forme 


x (r, k)=A-+er| 1 | B | (37.4) 
avec : | 
A=tL=—T(k){Ve(ep+F)+(E—F)VelnT}. (37.5r) 


5. Dans le cas où la masse effective est un tenseur, la solution 
de l'équation (37.4r) est : 


A-bet[m®*-1.A, B]+- (AB) m°B 
Xx(r k)= nn ta (37.6r) 
1 [ms] (B, m*B) 


Si la masse effective est un scalaire, 


2 —— (AB) B 


(rm k)= (37.7r) 


m*° 


En portant (57.7r) ou (37.6r) dans l'équation (37.3r) et en tenant 
compte de l'équation (37.5r), on arrive à la solution de l'équation 
de Boltzmann du système à l’état stationnaire. 

6. Toutes les équations établies dans ce paragraphe sont égale- 
ment valables pour les électrons et pour les trous, à condition d'utili- 
ser les grandeurs convenables caractérisant les propriétés de ces 
particules. Il s’agit non seulement de la charge e, de la masse effec- 
tive m* et du temps de relaxation t, mais aussi de la fonction de 
distribution f, (r, k) qui doit satisfaire aux conditions exposées au 
$ 25. Lorsque le semiconducteur comporte des porteurs de charge 
de types différents, chaque type de porteurs peut être décrit par sa 
fonction de distribution. ” 
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$ 38. Densité du courant électrique et densité 
du flux d’énergie 


Nous avons indiqué à plusieurs reprises que pour assurer une 
circulation dirigée des porteurs de charge il est nécessaire de rompre 
la symétrie de la fonction de distribution, de perturber donc l'état 
d'équilibre du système de particules. Le flux de particules chargées 
crée un courant que l'on peut caractériser par le vecteur densité 
de courant aisément calculable. 

Dans un volume élémentaire dix et dans un volume unité du 


dd“. 
cristal on trouve 2—* états permis, dont un nombre 


Sn3 
dy 
dn — 7) (r, k) (38.1) 
sont occupés par des porteurs de charge (électrons ou trous) animés 
, : 14 dE ; « _ 
d une vitesse v — Fa el donnant lieu à une densité de courant 


élémentaire : 
dt 
dj=ev-— f(r, k). (38.2) 
La densité de courant totale est : 


= | vi (x, kjdne= | v(k)f(O(r,k)dte. (38.3) 
(Vx) (Vu) 
En écrivant (38.3) nous avons tenu compte de ce que fo (r, k) est une 


fonction paire de k, tandis que le produit vf, (r, k) est impair, donc 
l'intégrale définie dans des bornes symétriques est nulle: 


| vho(r, k)d = 0. (38.4) 
(V) 
Le sens physique de ce résultat est que dans un corps solide à l'état 
d'équilibre thermodynamique il ne peut circuler aucun courant élec- 


trique. On peut donc exprimer la densité de courant j par l’expres- 
sion : 


. e 
= — 7 | V3E (AV)dK = 
VK) 
e 9f0 dE \ dE 
ANA Î dE (re) du 65) 
(Vi) 
Un mouvement dirigé de particules chargées crée non seulement un 


courant électrique, mais assure également un transfert d'énergie 
puisque chaque particule possède une énergie E. Par conséquent, la 


17° 
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densité du flux d'énergie W, qui est la quantité d'énergie transférée 
par unité de temps par section droite unité, est déterminée par expres- 
Sion : 
W= | Evio(r, kjdu=—-À | Ev 0 (yv)d 38.6 
’ k— Ans XY) TK. ( * ) 
Fo (Vx) 


En portant dans les équations (38.5) et (38.6) la valeur de % donnée 
par (37.52), on obtient: 


[4 0f0 
= — 75 | JE * 
pe 


- ({L +-et* [m*-iL, BJ+ sr _. (LB) mB } v v) vd 


_ Ù 


(38.7) 


. { tL+-et* [m*-iL, B] 


1+ ST (B, m*B) 


Afin de faciliter le calcul des densités de courant et du flux d'’éner- 
gie, considérons une équation telle que 


G d 
VW Fa | E'-1r" < RE 
(Vu) Le | (B, m*B) 


ets . 
— (LB)m°B }v}vdr 
= Ds jr)vé (38.8) 


(38.9) 


le vecteur G étant indépendant de k. La relation correspondante 
pour la i-ème composante de M sera : 


À Er-17s 2 
473 | —@@— —— << | r (2 Gp;) V; dtx. (38.10) 
(V1) + sr ay (B, , m*B) 


En posant pour simplifier l'écriture : 


__ [ LE ouvidu = Kr, (88.11) 
7e Le 7 
l'équation (38.10) s’écrira : 
M:= KG; (38.12) 
J 


et 
M=K;,G. (38.13) 
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K;, est ici un tenseur du deuïième rang et K,; est sa composante 
en ij définie par l'équation (38.11). | 

Les équations (38.7) et (38.8) font voir que j et W peuvent être 
reliées à un tenseur du type ;, que nous appelerons tenseur (géné- 
ralisé) du coefficient cinétique. Posons que la masse effective est un 
scalaire et déterminons j et W. 

En remarquant que l’on peut représenter L par la relation : 


= —Vr(eg+F)—(E—F)V.InT = 


VT VTT à 
= ŒÆ—VF-E + VT=E- ER TV, E, (38.14) 
et en omettant l'indice r auprès de l’opérateur V, on a: 
tv {E—rv SN AL 
us € | ôfo T T dx _. 
1 — 1 DE TE po k 
(Vi) 1+ m2 
e F VT 
: | on Pr [E-N+-ER, Bla 
7 4218 dE et" on 
TSv? B (E—7v PS LL ] T 
— 20 “ : 2 38.15 
| 1273 0E ir ee (38.15) 
k) + #2 
et 
F E VT } 
w = " ôfo ETv* {ÆE—7v T T dty 
1213 dE TE pe 
(Vo) l+-ss 2° 
F V 
"| Î ôfo Ex"v- * [ET T E T , B | dty … 
| 4273 dE ex? 
k) PF m*? 
e F VT 
32 ee ns Pa, 
i ôfo ET — 55 B (<E TV Er; Bay 38.16) 
| 127 dE CT po 0e 
(Vyx) ee me 


On peut faire apparaître dans ces deux équations des coefficients 
cinétiques. On a pour j: 


]— (E—Tv—) eK,,—e 


e° 


çT 
TT. 
., B | K+-<5B (ŒE—Tv—., B)K;— 

Cas B (=, B) K;.. (38.17) 


m*2 


a 
e* 
m* 


Kit [eE-TV+, B|K:- 


m* 
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L'expression correspondante pour W est de forme analogue, à la 
différence près que le premier chiffre de l’indice du premier coeffi- 
cient cinétique est d’une unité plus grand et l'exposant du symbole 
de la charge est d’une unité plus petit: 


F TK K: 
W=(eE-TV—)K:— Kite [eE— —TV+ BK 
VT 
[+ ,B|Ki+ sB(ÆE-TV +. B) Æ:,— 
e” VT , 
LE» ( (——-; B) K:.. (38.18) 
Regroupons les termes de l'équation (38.17) : 


j— ge PQ L + 
+ ke: e= Le, SVT 
+ na ASE B |+ 
” 7 F . | 
HEURE SE KT Hu, B)B. (3849) 


Le premier terme du membre représente le courant électrique de 
circulation; les second et troisième termes sont relatifs aux courants 
déterminés respectivement par l'existence de gradients du potentiel 
chimique et de la température et caractérisent donc les courants de 
diffusion et thermoélectrique ; le quatrième terme détermine les courants 
transversaux galvano el thermomagnétiques et le cinquième terme 
détermine les variations que subissent les courants longitudinaux sous 
l'action d'un champ magnétique appliqué. 


Résumé du $ 38 


1. La densité de courant j et la densité du flux d'énergie W dé- 
pendent des gradients du potentiel électrostatique , du potentiel 
chimique F, de la température T, du champ magnétique B et des 
caractéristiques du matériau semiconducteur telles que la masse 
effective et les tenseurs du coefficient cinétique K;,: 


où due dr À L F}+ 
++ m* K;.E—— KolV 7 An mr K 7 T , B|+ 


+ (= \; ES KV KT, | B (38.1r) 


— 
et 


W = Lure K. TV FT) Fe 
+le Ka B]+ 
+(SRLE- GET VE- GEL, B)B. (38.25 


m°? 3 T ! 


2? 22 


$ 39] LES COEFFICIENTS CINÉTIQUES 263 


2. Le tenseur du coefficient cinétique K;, est déterminé par 
ses composantes K,° : 
K:ÿ — | | Pr 
vo 1+ en Be m*B) 


Il importe de noter que le sens physique de X;, dépend des valeurs 
des indices r et s. 


Si VU; dtx.  (38.3r) 


$ 39. Les coefficients cinétiques 


La masse effective est un scalaire. Puisque j et W sont déterminés 
par les tenseurs des coefficients cinétiques K;, il importe de savoir 
calculer ces tenseurs dans les cas les plus divers. Supposons d’abord 
que la masse effective des porteurs de charge est une grandeur scalai- 
re. Pour raison de symétrie le temps de relaxation doit être isotrope : 
t(k) = t(]|k}]), ce qui revient à dire que le temps de relaxation ne 
dépend que de l'énergie x — x (E). Nous poserons que l’énergie est 
une fonction quadratique de la quasi-impulsion en tout point de la 
zone de Brillouin, ce qui est commode puisque dans l'expression 


déterminant K;, figure = 010 qui décroît rapidement lorsque l'énergie 


croit. La vitesse peut s’ . rimer soit à l’aide de k, soit à l’aide de P: 


P Uk 
V= =: (39.1) 
de sorte que 
A QU | FU 
E=E+ SE, + (39.2) 
Reprenons l'équation définissant K; : 
is | Er-1xs Of 
Rs À ER 0e bide Po 
4? eu Tnre 7 


Une intégration étendue à la zone de Brillouin peut être ramenée à 
une intégration par rapport à l'énergie, si on utilise la relation 
existant entre le volume élémentaire si et ee dE (k): 


où dk est la projection du vecteur dk sur sn" PA à une surface 


d’ égale énergie. Désignons par dS£ un élément de la surface d'’éner- 
gie; on pourra alors définir un élément de volume par la relation: 


dti = dS p dkn = ET . (39.5) 
Portons (39.5) dans (39.3) : 
vi { Er-lrs  9f v;v'; 
Ke | 1e 39 dE | El dSe. (39.6) 
(E) 


(Sp) 
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Dans l'équation (39.6) on a posé pour simplifier l'écriture : 


HU — m® = (E£), (39.7) 


u (Æ) étant la mobilité des porteurs de charge doués d’une énergie £. 
Une intégrale étendue à une surface donnée peut être réduite à une 
intégration dans un angle solide. En effet, puisque 


dS £ = k° dQ, (39.8) 
on doit avoir 
i hk;hk | kik; 
| 7 dSx=M de = | PE dQ. (39.9) 
Sp) Sig) PAR ee (Sir) 


Dans cette dernière équation on a remplacé l'intégration étendue à la 
totalité de surfaces énergétiques par celle qui n’est étendue qu'à 
une seule surface S,£E parmi les 1 surfaces énergétiques existantes. 
En posant que la zone de Brillouin est rapportée à un système de 
coordonnées sphériques à axe polaire orienté le long de 4,, on écrira: 


ky 


; =sin6sin; ke _ cos 0. (39.10) 


k 
La solution de (39.9) dans deux cas particuliers est : 


= = sin 0 cos ?; 


x 2x 
| ie dQ = | | ‘sin? 6 cos? y sin 0 dO dp= + , (39.11) 
(8, g) 0 0 
a 2x 
k 
| = de = | | sin? 6 cos @ sin q sin 6d8dp—0. (39.12) 
(Six) 0 0© 


LL: 
[| “do #6, (39.13) 


Nous voyons ainsi que pour des surfaces énergétiques de forme sphé- 
rique le tenseur K;, est du type diagonal. Exprimons l'intégrale éten- 
due à une surface d'énergie par la valeur de l'énergie se rapportant 
à cette même surface: 


ViUj M 47 
| dSr = me À 3 di 
(S) 
ca 
4x M [2m*(E—Eo) |? 
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Or, l'expression 
E 
2 


2nM (> ) Œ— ET =N(E) (39.15) 


n'est autre que la densité d'états énergétiques, et ceci permet de 
mettre l'équation (39.14) sous la forme suivante: 


CHE 
| + ds, = 
(Sp) 


as (E— Es) 8n°N (E) dis (39.16) 


En portant maintenant (39.16) dans (39.15), on trouve pour £,= 0: 


4Ô;; e Erxs 


ôfo - 
ET ] re NO GE p dE. (39.17) 


Ka = — ue 

Cette équation montre que tous les éléments diagonaux de K,, 
sont identiques et que, par conséquent, dans le cas de surfaces d'égale 
énergie sphériques les coefficients cinétiques sont des grandeurs scalaires : 
KE = K,. 

1. Semiconducteur non dégénéré. Dans le cas d’un semiconducteur 
non dégénéré la fonction de Fermi-Dirac se réduit à la fonction de 
Boltzmann qui se caractérise par: 


0 
Je = (39.18) 
et donc, 
0 4 ( Er dE 
Kane | TSF fo(E, T)N(E) +: (39.19) 


Posons r = s — 0 et B = 0. Le calcul de X, est tout à fait élé- 
mentaire : 


K 00 = 


3m* m*kT 


Û dE 2 

| fo(E, T)N(E) = 3er ne (39.20) 
U 

Dans cette équation » est la concentration des porteurs de charge 
(électrons et trous): 


n=2 | fo(E, T)N (E)dE. (39.21) 
0 


Ainsi X00 est proportionnel à la concentration des porteurs de charge. 
Or il ressort de (39.19) que X’, doit être proportionnel à la concen- 
tration des porteurs de charge puisque 2fo (E, T) N (E) dE repré- 
sente le nombre de particules dont l'énergie est comprise entre E 
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et £ + dE, de sorte que 


| 2 ( Er 
0 
En multipliant et en divisant (39.19) par la concentration des parti- 
cules, il vient: 


Erxs dn (Ë) 
4+p28? °* 
K: A (39.23) 
T8 m* 3XT oo ° cn 
| dn (E) 
U 
Adoptons la notation 
ue Erxs dr (E) 
4 Lu2B? n 
_2. ) 1+u° _ Erxs ù (39 24) 
ST TT NIUE / | : 
| dn (E) 


0 
On obtient alors une expression représentant le £emps de relaxation 


moyen à la puissance s pondéré par la valeur 


de charge. 
L'expression (39.24) peut être mise sous une forme mieux adaptée 


Er 
TERRE des porteurs 


e , e . e E 
aux calculs en faisant usage d’une variable sans dimension x — re 
dr Le, 
) | À 1 2pe © x 
Errs 0 is _ 
EST: 3 œ n En 
3 (4T) | ess? dr 
0 
æ Î 
(er Tax 
1 + u2BE 
2 art ÿ TA 
no  — (39.25) 


© 

UE 
| e”*rz “ dr 
U 


Un temps de relaxation à la puissance s convenablement pondéré 
est souvent représenté sous la forme suivante: 


Errs ”_ 1 196 
1 —u°B? ; = (.. -{ 1 + u2B2? hé (39.26) 


où T° s'écrit entre des crochets en nombre égal à r. 
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Les coefficients cinétiques peuvent donc être représentés par 
des expressions de la forme : 
Erx® 


Kn= RE (39.27) 


Dans le cas où le semiconducteur comporte des porteurs de charge 
de différents types, les coefficients cinétiques correspondant peu- 
vent être calculés à l’aide de l'équation (39.27). 

Considérons un cas particulièrement important dans la pratique, 
celui où Le temps de relaxation est une fonction puissance de l'énergie : 


t (E) = TEP = 0 xp = var, (39.28) 


. 


To et T, étant des constantes. En portant (39.28) dans (39.25) on 
trouve 


e zP+r+1/2 
_ EcT Lat 
Tr) = (AT). (89.29) 
z° ex dr 


0 


Si on pose B = 0, les intégrales figurant dans (39.29) se réduisent 
à la fonction gamma d'Euler 


(nr) 


(Er) = (AT) res (39.30) 


Nous avons écrit r(+) au lieu de F (5 } dans le dénominateur parce 


que nous avons remplacé le terme 2/3 figurant au numérateur par 
le terme 3/2 au dénominateur et nous avons d'autre part tenu compte 


de ce que ir (5) = Tr (5) . L'équation (39.30) sera souvent 


utilisée dans ce qui suit. 
2. Semiconducteur dégénéré. Pour un semiconducteur dégénéré 


on doit avoir — 7e ô (E — F) et de ce fait le calcul de l’inté- 
grale (39.17) ne présente aucune difficulté : 
4 Frs (F) 


PT En 3m* 14 u2(F) B? N (F)= 
8x f2me 2 À Friu(F) n Frs 
me (Se) Free neue (00:31) 


En mettant X;, d'un semiconducteur dégénéré sous la forme (39.27), 
le temps moyen de relaxation eut. être déterminé à l’aide de l'ex- 
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pression : 


Er) = pr (39.32) 


1+u2B?/  1+pu2(F) B° 


qui montre que la valeur moyenne du temps de relaxation n'est fonc- 
tion que du lemps de relaxation des porteurs de charge situés sur la 
surface de Fermi. 

La masse effective est un tenseur du second rang. Calculons les 
coefficients cinétiques dans le cas où la masse effective est un tenseur 
(du type diagonal pour simplifier) : 


K= — 2 | 5  — 5h ju. (39.33) 
(Vx) 1 He [m "| (B, m*B) 


Posons comme dans ce qui précède que 7 n'est foncrion que de l’éner- 
gie, de ce fait dans le cas présent t devient une grandeur anisotrope 
+ — T(E). Représentons l'élément de volume dx par le produit 
d’un élément d'énergie dE par un élément de la surface énergétique: 


dry = dSy dha = GET = Vi (39.34) 
h°?k° 
m° 


Pour calculer l'intégrale de surface on utilise des échelles différen- 
tes le long des différentes directions dans la zone de Brillouin, et 
pour cela on procède à un changement de variables: 


Wy = = : hk= V 2m; WU}; (39.35) 
ou encore 
— 2m: Ur. (39.36) 


Etablissons une relation entre fa et Wj: 


3 3 
E — E+ 2 = o+ D», wi. (39.37) 


I=1 


Cette dernière équation montre qu'avec les nouvelles variables la 
surface d’égale énergie devient sphérique. 
Pour exprimer KX;, en fonction de w on écrit: 
i 


2 
dt = dés dk, dk, = Cara) Gr. (39.38) 


Conformément à (39.5) on doit avoir: 
dtw = dS (w) dun, (39.39) 
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et d'autre part 
dE — (+ dw)=(wdw)=w dun = VE dun. (39.40) 


Il s'ensuit que 


dE 
et à 
__ (Bmymem )2 dEdS (W)_ 
En tenant compte de ce que 
hk Dr. 
Ur — _— be ns de (39.43) 
on peut écrire 
’ij 1 dfo Er-ixs dE 
K,5 = — 7 
AS \ 0E _ .m*B) VE 
: [m*] 
(1m? D? 4 Fe 2Glm)?M ( %. 
X \ hp al ME" | dE À 
: ( 
x — TE À M d0. (39.44) 
1+p st m“B) VE à, 
Or, conformément à (39.13) on a 
w;t0; 4 
| Lao 6, (39.45) 


(S1) 


et ceci montre que K;, est bien un tenseur diagonal. En reprenant 
l'expression donnant la densité d'états 


LR { 
TET (Ey=0), (39.46) 


l'expression FR le coefficient cinétique devient : 


N (E)= 


vij 4Ôi 0fo N (E) Erx: 
RU 0. | 70 VER 
1 


3Vmim, + E AI (B, m*B) 


dE. (39.47) 


Il est facile de constater que dans le cas où la masse effective est 
isotrope (donc un scalaire), l'équation (39.47) se réduit bien à (39.17). 
L'équation (39.47) peut s'écrire également 


es: nô;] Erxs 
Ky = — #7 ——) (39.48) 
1e] (B, m°B) 
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puisque pour i = ÿ on doit avoir m; — m;. Nous voyons donc que 
tous les coefficients cinétiques sont anisotropes et que le tenseur K;, 
est proportionnel au tenseur m*-!: 


K;,=n 5 — me » m*”i. (39.49) 
mn 


On peut donc affirmer que les effets cinétiques dépendent de la forme 
des surfaces d’égale énergie. 


Résumé du $ 39 


1. Pour rendre plus aisé le calcul des coefficients cinétiques, 
on procède à une intégration étendue à la surface énergetique suivie 
d'une intégration par rapport à l'énergie. Lorsque les surfaces 
énergétiques sont sphériques, les calculs sont notablement simpli- 
fiés et on tient donc à réduire les surfaces énergétiques ellipsoïdales 
aux sphériques par un choix convenable des échelles le long des axes 
de l’ellipsoide. 

2. Le tenseur d'un coefficient cinétique est proportionnel au 
tenseur de l'inverse de la masse effective. 

3. Le tenseur d’un coefficient cinétique s’écrit : 


K:,= nm*"! VE PR) À (39.41) 
1+ 627 (B, m°B) 


En l'absence d’un champ magnétique on omet l'indice « prime» 
et on obtient 


Krs= nm (Er) = 20), (39.2r) 


m* 


4. Le temps de relaxation moyen d’un semiconducteur non dégé- 
néré est donné par l'expression 


he t(z)x  * 


A 


Erxs NE 
2 —) = : 


_ (39.3r) 
14 Fe, n° T LR 
0 


tandis que pour un semiconducteur dégénéré on a: 


si 
1 Fe + m*B) 
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to 
—! 
C2 


$ 40. La conductivité électrique des semiconducteurs 


Pour pouvoir caractériser la conductivité électrique d'un semi- 
conducteur on doit commencer par établir une relation entre la den- 
sité de courant j et l'intensité du champ électrique E donnant nais- 
sance à ce courant. On pose donc B =0et VF UT = 0 et l’ap- 
plication de (38.19) permet d'écrire: 


j—= e°K4,E=0E. (40.1) 


Ceci montre que le tenseur conductivité © est lié au tenseur K;,, par 
la relation 


e’K \ = O0 (40.2) 
et 
> A(E 
= €? LR = en = enpa. (40.3) 


Ainsi, l'équation cinétique de Boltzmann permet non seulement de 
retrouver la loi d'Ohm, mais de préciser la nature de la conductivité 
électrique. La conductivité et la mobilité des porteurs sont déterminées 
par un temps de relaxation moyen convenablement pondéré 


er + 
À 22 ox (2) de 


(rt) = (Et) = — (40.4) 


3 


z°?e-x dr 
0 


Lorsque le temps de relaxation est une fonction puissance de l’éner- 
gie: T — TE? où T—=— tx, alors l’équation (40.4) s'écrit pour un 
semiconducteur non dégénéré 


r(3+r) 


| ALSN 
r(5) 
On trouvera dans le tableau 8 les valeurs numériques du rapport 
5 
r (3+r) 
EUR quelques valeurs de p. 
2 


(D =T 


(40.5) 


Pour un semiconducteur dégénéré on a: 
(t) = 7T(F), (40.6) 


ce qui montre que la mobilité de dérive ne dépend que du temps de 
relaxation des électrons ou des trous se trouvant dans des états voisins 
de la surface de Fermi tandis que la conductivité est déterminée encore 
par la concentration des électrons. Cette contradiction peut être 
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Tableau 8 
p 0 | 1/2 | 3/2 | 2 5/2 3 1 | 32 | 2 

r(i+p) A Æ 2 sys 6 Los vx 2% | 1 ie 4 PE 

() | 


8 32 4 
——— 8 4 —— | —— 3 | — 
1 3V= 32/5 |8/Val 35/4 AE 2/ 5V= 4/3 


facilement levée en considérant la fonction de distribution : 
0 0 
f= fo+ #0 = fo — 0 (yv)=fo—Îe(Ev)t. (407) 


EC = 0 lorsque E  F et de ce 
fait la correction à apporter à la fonction /, non perturbée est nulle. 
Autrement dit, le champ extérieur appliqué E ne peut perturber que 
les états se trouvant à une distance +kT de la surface de Fermi. Puisque 
la relaxation ne peut concerner que ces états-là, le temps moyen de 
relaxation (rt) ne dépend que de 7 (F). 

Pour un semiconducteur non dégénéré 


Pour un semiconducteur dégénéré 


—<h = (40.8) 
et 
f= f0+10 = fo + e (Ev) r, (40.9) 
soit 
JO = for (Ev)T- (40.10) 


Cela veut dire que les états caractérisés par des énergies différentes 
sont perturbés différemment : plus l'énergie est faible, plus la valeur 
de f, Sera grande, et plus grande sera la fonction f(. Cependant pour 

— E,, v = 0, donc les états situés à proximité de Æ, subissent 
une perturbation plus faible que les états disposés immédiatement 
au-dessus de £, (à une distance de l’ordre de ÀT). La variation rela- 
tive de la fonction de distribution est: 


he F (Ev) n (40.11) 


On en tire que la variation relative de la fonction de distribution 
doit croître avec E et ceci entraîne une augmentation de v. D'autre 


1 
part, la variation relative de _ sera d'autant plus grande que la 
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température est plus basse. Uh champ électrique appliqué E pro- 
voque une variation de f du fait du travail dA effectué par le champ 
électrique eË lors du déplacement des électrons dans ce champ. 
Au bout d’un temps dt d'électron parcourt un chemin ds — vdi. 

La différence de potentiel dœ entre des points distants de ds est : 


dp — — (Eds) — —(Ev) dt; (40.12) 

la différence des énergies potentielles correspondante est donc: 
dV — ed @ — —e (Ev) dt. (40.13) 

Comme l'énergie totale du système électron-champ doit rester inva- 


riable, on peut écrire: 
dE + dV = 0, (40.14) 
dE — —dV — e (Ev) dt — dA; dA — —dy. (40.15) 
Cela signifie que lorsqu'un électron se déplace dans le sens du champ 
(Ev) > 0, son énergie diminue (e 0) et l’électron passe sur des 
niveaux de plus basse énergie. Lorsqu'un électron se déplace à l'en- 
contre du champ, (Ev) < 0et dE >> 0, et donc son énergie augmente, 
il passe sur des niveaux de plus grande énergie. Le champ électrique 
augmente l'énergie des électrons qui possèdent une composante de 
vitesse dirigée à l'encontre du champ et diminue l'énergie des élec- 
trons possédant une composante de vitesse dirigée dans le sens du 
champ. Conformément à l'équation (40.11), on doit donc observer 
un accroissement du nombre de particules ayant une composante 
de vitesse dirigée dans un sens opposé à celui du champ et une dimi- 
nution du nombre de particules ayant une composante de vitesse 
dirigée dans le sens du champ. 

La variation du nombre de particules sera d'autant plus notable 
que f sera plus petit, c’est-à-dire que le nombre de niveaux dispo- 
nibles sera plus grand. Dans le cas où les niveaux d'énergie sont 
occupés, la transition d'électrons entre les niveaux devient impos- 
sible et dans un semiconducteur dégénéré f(!) — 0 pour E << F. 
Or, cela signifie que dans les semiconducteurs dégénérés (et dans les 
métaux) ne participent au transport du courant que les électrons dont 
l'énergie est comprise dans un intervalle étroit F + KT. 

Comme le nombre d'électrons se trouvant à proximité de la surface 
de Fermi doit être d'autant élevé que la surface énergétique sera 
grande et que Sr, elle aussi, croît avec la concentration nr des élec- 
trons, le nombre de porteurs de charge actifs doit être proportionnel 
au nombre total d'électrons ; c'est là l'explication de la contradiction 
existant entre les considérations développées et la formule (40.16) : 


—=enp(F)=ext(F) nm", (40.16) 
où nr est le nombre total d'électrons. 


Considérons maintenant la conductivité d'un semiconducteur 
multiellipsoïdal comportant M ellipsoïdes énergétiques (M vallées). 


18—0898 
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En indexant les vallées par le symbole v et en désignant la den- 
sité du courant dû aux porteurs de charge d’une vallée donnée par 
le symbole j(* on obtient pour la densité totale de courant : 

M 


j= à ji. (40.17) 
v=i 


Pour pouvoir calculer j(" on doit exprimer le vecteur E en fonction 
des composantes du tenseur m*”! le Jong des axes principaux de 
l’ellipsoïide v. Posons que E soit de la forme: 


E=(£" ; EM; EW). (40.18) 
Dans ce cas: 
0 = (9 ; 9; jN) =(0MEM ; MEN ; MEN), (40.19) 


» 


où 
2 n(V) 
of — . (t) (40.20) 
reste valable quelle que soit la vallée considérée. n(" désigne le 


nombre de porteurs de charge dans la vallée v. Or, puisque tous les 
ellipsoïdes sont équivalents, la condition 


M 
> nW=n (40.21) 
v=i 
impose que 
ne. (40.22) 


En réduisant tous les tenseurs de conductivité o(Y à un même système 
de coordonnées, le courant j sera: 


M 

j= à 0VE=06E, (40.23) 

v=i{ 

où le tenseur de conductivité © est égal à la somme des tenseurs 
o{v), On sait qu'une composante ij d'une somme de tenseurs est 
égale à la somme des composantes ij des termes à condition qu'ils 
soient rapportés à un même système de coordonnées. Pour transfor- 
mer un tenseur rapporté à un système de coordonnées en un tenseur 
rapporté à un autre système, on doit connaître la relation décrivant 
le changement de coordonnées. Rappelons que si on connaïl un 
tenseur T dans un système de coordonnées {x;}, ce même tenseur 
T' dans un autre système {x;} peut être calculé à l’aide de la rela- 
tion suivante: 

, . 0x; Ôz 

=>: er den Tin (40.24) 


im 
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Dans le cas où 


, 7 
Li = 2 Girls 


on à 
Oz: ; 
er — dj; = COS (Ti, zi) 
et donc 


Ti; = 2 auajmT 1m. 
m 
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(40.25) 


(40.26) 


(40.27) 


Pour déterminer le tenseur T’ dans un nouveau système de coordon- 
nées {r’}, on doit commencer par définir la position relative des 


deux systèmes. 


7! 
Zs 
où À Z JS 
(1) 194 Z2 
AT# 
| T, % T 
CO 4 LAVE 
LL 7 2, V4 Er 
Ts 
À 
4 
CE ÿ5 Zs % 
x. 
L 


Fig. 60. Disposition des axes de coordonnées des surfaces d'égale énergie dans 


a bande de conduction du silicium 


Prenons en qualite d'exemple simple le silicium. Posons que les 
axes de coordonnées (x, y’, z’) décrivant la position du cristal tout 
entier soient confondus avec trois orientations [100] (fig. 60). Les 
axes principaux (x, y, z) des ellipsoïdes Z ct 4 seront définis respec- 


tivement par les relations suivantes 
— pt) — #4 
ZT =2Z = 29, 
— gtl — pt 
y —= 2 = rt . 


Z — y — y, 


(40.28) 


18° 
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Pour procéder au changement de coordonnées on utilise la matrice 
suivante : 


La 


0 O0 1 
AM=AW = {am T1 0 0!. (40.29) 
0 1 O 


Pour les ellipsoïdes 2 et 5 les relations et la matrice correspondantes 
sont : 


x’ — y” > y‘): y Le gt) ie 2%): :' _ 2 _ r5) : 
0 1 0 
A®—A%=—!0O 0 1|]—A". (40.30) 
1 O0 O/ 


Dans le cas des ellipsoïdes 3 et 6 les axes de coordonnées primés se 
confondent avec ceux non primés 


? 


T — x) — AL y 


U 


— y = y: sg — gt — 2 ; 
1 O0 0O 
AM=A®—I0 1 O0). (40.31) 
0 0 1 


Le choix d’une matrice de changement de coordonnées se fonde sur 
les considérations évidentes : le troisième axe principal étant l'axe 
de révolution de l’ellipsoïde, il vient: 


529 = 26 = y 29 — 76 — 7". (40.32) 


Le premier et le second axes se situent dans un plan perpendiculaire 
à l'axe de révolution et peuvent y occuper des positions arbitraire- 
ment choisies. Pour faciliter les calculs du changement de coordon- 
nées on peut les confondre avec les axes primés en veillant cependant 
à ce que le système de coordonnées soir un svstème dextrogyre. À l’aide 
des relations du changement de coordonnées (40.27) rapportons les 
tenseurs o{" aux axes (x’, y’, z'): 


(x 
Oi; = 2 G;10 jmOÏm = 2 Q;1a m0" 0m == D aan0). (40.33) 
m m 


Omettant les calculs intermédiaires mais tenant compte des 
équations (40.33), (40.29, 30, 31), les tenseurs 0" s'écriront : 


où O0 0 oc O0 O0 
g'Ù = g'"t = 0 of 0 - 1 LOU — g'‘5) = 0 (ps 0 . 
0 O0 of 0 O0 of 
of 0 0 
6=gs—| 0 of O0 ]). (40.34) 


0 0 oo!” 
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« 


La forme des tenseurs o’( est facile à obtenir en remarquant que 
les produits des éléments appartenant à deux lignes différentes 
(i£ j) mais à une seule et même colonne (/) des trois matrices A 
sont nuls, de ce fait les ©’ restent diagonaux. La forme de oo’, 
par exemple, se laisse interpréter facilement sur la base des considé- 
rations physiques suivantes: si on applique un champ électrique le 
long de l’axe x’, ce champ sera orienté le long de l’axe de révolution 
du premier et du quatrième ellipsoïdes, et le courant sera donc déter- 
miné par la composante 0;:; pour les deux autres paires d'’ellipsoïdes 
le champ électrique se situe dans un plan perpendiculaire à l’axe 
de révolution, et ce sont les composantes 0, et 6. qui contribueront 
à la conductivité électrique. Déterminons le tenseur de la conducti- 
vite totale qui, lui aussi, sera un tenseur diagonal : 


Oiy = Oidips 
avec 
0, = 2 (0! + of + oû), 
O9 = 2 (00 + of + of), (40.35) 
03 = 2 (0 + où + a). 


Ceci montre que les composantes diagonales de la conductivité 
totale s’obtiennent par la sommation des éléments diagonaux des 
differents ellipsoïdes de conductivité. Si tous les ellipsoides sont 
équivalents, tous les o{") sont identiques et 


= 2 (of + of) of) = 0, 
2 = 2 (0 + 6M + oM) = o, (40.36) 

O3 — 2 (0M + oM + oM) — 0, 
c'est-à-dire la conductivité électrique est un tenseur diagonal dont 
Jes composantes sont égales et se réduit donc à une grandeur scalaire. 
Une répartition symétrique des conductivités anisotropes des vallées 
jait apparaître une conductivité résultante isotrope. Exprimons mainte- 


nant la conductivité par la concentration et la mobilité des porteurs 
de charge: 


= 2 (0{99 + of) + of) = 2e2nt (1) ( ++) = 
— 2e?n (r) (++) (40.37) 


En écrivant cette équation nous avons tenu compte de ce que m, — 
= Me = Met ms = m,. Introduisons une masse effective de conducti- 
vilé « isotope» m* à l’aide de la relation suivante: 
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En utilisant m*, on peut mettre l'équation déterminant © sous 
la forme suivante: 


2n() 
g= En RÉAIEMEPT EE (40.39) 
m* m* 
où 
___ e(t) __ er) 2 | L 
SR. HERVE HE DRE on ns | . (40.40) 


Ainsi la mobilité se trouve déterminée par la masse effective « isotrope» 
m* dont la valeur dépend de la forme des surfaces d'égale énergie. 
m*-!l est égale à la moyenne arithmétique de m;!, tandis que ma! 
est égale à la moyenne géométrique des composantes mï!: 


mi = M?8mimoms = M°8mimi. (40.41) 


On peut analyser de la même façon la conductivité du germanium 
de type n. 

Considérons maintenant la conductivité d'un corps comportant 
différents types de porteurs de charge: électrons et trous de masse 
effective différente. En désignant par j, la densité du courant dû 
aux porteurs de charge de type «, la densité totale de courant ji 
s'écrira : 


i— 2 je = CE — (2 Gœ) E (40.42) 
et 
O — + Oo = >» ec K 11(x) = €? > ere — 2 Extalda. (40.43) 
œ œ [o À 


Reprenons maintenant l'équation (38.2r) qui ni la densité 
du flux d'énergie. En adoptant les mêmes conditions qui furent 
utilisées pour établir l’équation (40.1) on obtient: 


W=eK.E. (40.44) 


Trouvons une relation entre le flux d'énergie W et la densité de 
courant j: 


W=eKAE=eKu-— == IT. (40.45) 


Le flux d'énergie déterminé par un mouvement dirigé de porteurs de 
charge est appelé flux de Peltier et la grandeur TI est appellée coefficient 
de Peltier. I] ressort de l'équation (40.45) que le coefficient de Pel- 
tier est défini par les coefficients cinétiques: 


(40.46) 
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ù 
co 


Résumé du $ 40 


1. Dans un semiconducteur homogène se trouvant tout entier à 
température constante et en l'absence de tout champ magnétique 
extérieur, la densité de courant est déterminée par la relation sui- 
vante : 


j— e°K,1E, (40.1r) 


le coefficient cinétique K,, étant égal au tenseur conductivité © 
divisé par le carré de la charge électrique. 

2. Dans un semiconducteur non dégénéré le temps moyen de 
relaxation (t) peut s'exprimer au moyen d’une fonction gamma: 


5 
r(5+r) 
5) 
r (5) 
à condition que Tt = ToE? = tt”. 
3. Dans un semiconducteur dégénéré le temps moyen de relaxs- 


tion est égal au temps de relaxation des porteurs de charge se trou- 
vant sur une surface de Fermi: 


(t) æ T(F). (40.3r) 


&. L'équation cinétique montre que la mobilité de dérive des 
porteurs de charge dépend de la valeur moyenne par rapport à l'éner- 
gie du temps de relaxation: 


(D=T% 


(40.2r) 


e (t) 
m* 


La = (40.4r) 

5. Dans le cas où le semiconducteur comporte ÀAf vallées équiva- 
lentes, la conductivité totale © sera égale à la somme des conductivi- 
tés de chacune des vallées: 


M 
o— > où). (40.5r) 
v=i 
Les tenseurs o{" doivent être rapportés à un même système de 
coordonnées. Dans le cas où les conductivités dues à chacune des 
vallées sont anisotropes et si les vallées sont disposées dans la zone 
de Brillouin d'une façon symétrique, la conductivité totale devient 
isotrope. On peut la caractériser par une masse effective « isotrope » 
m* qui, pour la zone de conductivité du silicium est liée aux compo- 
santes du tenseur de la masse effective par la relation: 


Late) (Et). een 
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$ 41. Les effets galvanomagnétiques 


Les processus physiques qui se manifestent dans un solide soumis à 
l'action d'un champ magnétique et parcouru par un courant électrique 
dû à l'application d'un champ électrique sont appelés effets galvanoma- 
gnétiques. En d'autres termes, Les effets galvanomagnétiques s’observent 
dans un solide qui subit simultanément l'action d'un champ électrique 
et d'un champ magnétique. On distingue les effets galvanomagnéti- 
ques suivants: effet Hall ; effet de magnétorésistance ; effet Ettings- 
hausen ou effet galvanothermomagnétique transversal ; effet Nernst 
ou effet galvanothermomagnétique longitudinal. 

Dans un sens restreint, l’effet Hal] est appelé effet galvanomagnc- 
tique. Les qualificatifs « transversal» et « longitudinal» appliqués 
aux effets galvanothermomagnétiques sont utilisés pour caractériser 
les directions relatives du gradient de température et du courant 
électrique; vis-à-vis du champ magnétique ils peuvent être soit 
transversaux, soit longitudinaux. 

Üne description qualitative des effets galvanomagnétiques res- 
sort de l’étude du mouvement d'une particule chargée soumise à 
l'action de champs électrique et magnétique et sollicitée par une 
force de Lorenz: 


F —eE + e{vB]— mr. (41.1) 


Remarquons que lorsque les champs electrique et magnétique sont 
parallèles, la particule assume une trajectoire en forme d’hélice 
dont le pas croît constamment. Ce comportement s'explique aisément 
si on se rappelle qu’une particule soumise à l’action d’un champ 
magnétique et avant une compsusante de vitesse vy parallèle au 
champ et une composante de vitesse v, perpendiculaire au champ 
se meut suivant une trajectoire circulaire dont le rayon est : 
m*v, v, 


(41.2) 


FE We 


Sa vitesse angulaire est w,. — Es et sa vitesse de déplacement dans 


Ja direction du champ est égale à cv}. 

Or, puisqu'un champ électrique n'exerce aucune action sur tv, 
mais modifie vy la trajectoire de la particule doit être une hélice à 
pas variable. 

Si les vecteurs E et B sont perpendiculaires (concourants), une 
particule de vitesse initiale nulle se déplace suivant une trajectoire 
cycloïde: elle effectue un mouvement circulaire de rayons: 

m°E 
FR , (41.3) 
et le centre de cette circanférence se déplace uniformément dans une 
direction perpendiculaire aux champs électrique et magnétique avec 
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la vitesse de dérive : 


__ |EB] 
= EPL. (41.4) 


Dans le cas où la particule possède une vitesse initiale v, dont 
la direction se trouve dans un plan perpendiculaire au champ ma- 
onétique, elle décrira une trajectcire en forme de trachoïde (c’est-à- 
dire cycloide comprimée ou allongée). Pour représenter la trajectoire 
de la particule dans le cas où sa vitesse initiale a une composante 
dirigée le long du champ magnétique, il faut tenir compte de ce 
que ni le champ électrique ni le champ magnétique n’exercent aucu- 
ne influence sur celte composante. 

En passant à l'étude du mouvement des particules d'un corps 
solide, on devra tenir compte des collisions qui perturbent leur 
mouvement directionnel imposé par les champs appliques. Après 
chaque collision, la trajectoire de la particule sera une hélice ou une 
trachoide dont les paramètres seront chaque fois différents. 

Pour caractériser l'intensité du champ on doit comparer le 
temps de relaxation à la periode de la rotation acquise par la parti- 
cule sous l'influence du champ magnétique. Si le temps de relaxa- 


lion est notablement supérieur à la période — la particule peut 
C 


effectuer dans le temps + plusieurs révolutions sur une trajectoire 
en hélice ou cycloïde. Üne telle situation surgit lorsque le champ 
magnétique est intense. Si dans le temps 7 la particule ne fait qu'une 
fraction de tour, on dit que le champ magnétique est faible. Ainsi, 
on a dans un champ fort 


OT 7 B 
D me (1) 
et dans un champ faible: 
: B 
= C1. (41.6) 


Ces relations montrent que pour dire qu'un champ est « fort» 
ou « faible» on doit tenir compte non seulement de la valeur de l’in- 
duction du champ magnétique, mais également de la mobilité des 
porteurs de charge. 11 est facile de relier les conditions (41.5) et (41.6) 
au rayon r de la trajectoire circulaire de la particule et à son libre 
parcours l: 

U l 
É=vr, FES ee, 0 (41.7). 
Ceci montre que dans un champ magnétique faible r Ÿ l, et donc la 
trajectoire de la particule ne s'incurve que faiblement, tandis qu’en 
présence d'un champ magnétique fort, la trajectoire de la particule est 
jortement altérée. 
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Pour l'interprétation de certains effets il suffit de considérer 
la vitesse de dérive v4 = L4Ë, tandis que l'interprétation d'autres 
æffets doit tenir compte de la dispersion des vitesses des électrons. 
Toutes ces particularités se trouvent inclues dans l'équation ciné- 
tique qui permet donc d'obtenir une description plus précise de tous 
les effets cinétiques. 

1. L'effet Hall. Procédons à une analyse qualitative de l’action 
d'un champ magnétique sur un semiconducteur parcouru par un 
courant électrique. Posons que le semiconducteur soit en forme d’un 
parallélépipède de section ac (fig. 61). Le champ électrique est 


F 


z , 
++t+hé+++++ 


Fig. 61. Apparition du champ de Hall dans un semiconducteur de type n et 
de type p 


dirigé le long de l'axe zx: E — (E, O0, 0). Le champ magnétique est 
dirigé le long de l’axe y: B = (0, B,0). Lorsqu'on applique un 
champ électrique, il apparaît un courant : 

j = OE. (41.8) 


Les porteurs de charge acquièrent une vitesse de dérive v, qui est 
dirigée dans le sens du champ pour les trous et à l'encontre du champ 
pour les électrons. À l’applications du champ magnétique les élec- 
trons et les trous se trouvent sollicités par une force 


F —=eflv;Bl, (41.9) 
‘qui est perpendiculaire à v, et B. Mais comme 


Va=WE=<® E, (41.10) 
‘On a: À 
F—<® [EB]. (41.11) 


‘Ceci montre que Î1 force de Lorentz est indépendante du signe des por- 
teurs de charge, mais dépend de la direction des champs E et B ou de 
celle de j et B. Dans le cas de ia fig. 61, F pointe vers le haut. Les 
porteurs de charge, électrons et lraus, sont déviés du même côté si leur 
vitesse est déterminée par un champ électrique. 

Nous voyons donc que sous l'effet conjugué des champs E et B 
-et des collisions, les électrons et les trous se déplaceront suivant une 
droite qui est tangente à la trajectoire cycloïde et forme un angle 
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avec le champ E. Autrement dit, le vecteur j sera dévié d'un angle 
par rapport au vecteur E, le sens de la déviation étant fonction du signe 
des porteurs de charge, précisément du fait que les électrons er les trous 
sont déviés du même côté (fig. 62, a et b). C'est ce que l’on devrait 
observer dans un corps infiniment grand. Si cependant les dimen- 
sions du semiconducteur sont finies le long de l'axe z, on se trouvera en 
présence d’une accumulation de porteurs de charge dans la partie 
supérieure du corps étudié (du fait que la composante j, 0), tandis 
que dans la partie inférieure de celui-ci on observera leur déficit. 


F 
Le ° 
E 
Ka Vo 
o 
FE h £ 
a) . 
J 


Fig. 62. Angle de Hall dans un semiconducteur illimité (a, b) et de dimensions 
finies (c, d) (les schémas a et c correspondent à un semiconducteur de type n et 
les schémas b et d à un semiconducteur de type p) 


Dans les parties opposées du corps étudié apparaissent des charges élec- 
triques qui engendrent donc un champ électrique transversal par rap- 
port au champ électrique appliqué F. Ce champ est appelé champ de 
Hall et le phénomène de son apparition sous l'effet d'un champ ma- 
gnétique est désigné sous le nom d'effet Hall. Le sens du champ de Hall 
E® est déterminé par le signe des porteurs de charge majoritaires. Dans 
le cas considéré dans un semiconducteur de type n le champ E' est 
dirigé vers le haut et dans un semiconducteur de type p il pointe 
vers le bas. 

Avant l'application du champ magnétique les surfaces équipo- 
tentielles se présentaient sous la forme de plans perpendiculaires à 
l'axe des x, donc au vecteur j. L'intensité du champ EË pourra donc 
croître jusqu’à ce que le champ transversal ne compense la force de 
Lorentz (41.9). Dès que cette compensation sera réalisée les porteurs 
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de charge ne se déplaceront plus que comme s'ils étaient soumis à 
l’action du seul champ E, et leurs trajectoires redeviendront recti- 
lignes dirigées le long de l’axe des x (il s'agit évidemment de la dérive 
des porteurs de charge), et le vecteur j correspondant est donc à 
nouveau parallèle au champ appliqué E. Le champ électrique résul- 
tant E' — E + EH forme cependant un certain angle œ avec la 
direction x (ou celle de j) (voir fig. 62, cet d). 

Donc dans un semiconducteur infiniment grand, c'est le vecteur 
courant qui tourne d'un certain angle par rapport à sa direction initiale 
et dans un corps de dimensions finies, c'est le vecteur champ électrique 
qui est dévié ; dans les deux cas les vecteurs j et E’ (ou E) forment entre 
eux un angle ç dit angle de fall. Dans un semiconducteur de dimen- 
sions finies les surfaces équipotentielles sont déviées d’un angle 
par rapport à leur position initiale, ce qui fait apparaître une dif- 
férence de potentiel entre les points appartenant à un même plan 
perpendiculaire à j ; cette différence de potentiel vaut VH — cEH, EH 
étant l'intensité du champ de Ilall et c, la dimension du corps le 
Jong de l’axe qui est perpendiculaire à E et à B ; VH est la différence de 
potentiel de Ifall. 

Hall détermina par l'expérience que EH dépendait de la densité 
de courant j etdel'induction du champ magnétique B, ainsi que des 
propriétés du corps étudié. Les propriétés du semiconducteur peuvent 
être caractérisées par la constante de Hall R. Les quatre grandeurs en 
cause: EH, j, Bet R sont liées entre elles par la relation empirique 


EM = R1[Bj] = —R [iB]. (41.12) 


Etant donné que le champ de Ifall doit compenser la force de Lorentz, 
il est facile de calculer R: 


eEHMLF — 0. (41.13) 
On en tire: 


EM FT elveB]=—[véB]= —palEB]. (4144) 


D'autre part l'équation (41.12) peut s’écrire: 


E# — — R1{jB] — —Ro [EB]. (41.15) 
Comparant (41.15) à (41.14), on voit que 
Ro = La (41.16) 
et 
__ Ha __ Î = 
Re (41.17) 


On a désigné ici par r la concentration des porteurs de charge 
qu’ils soient électrons ou trous. On constate que la constante de 
Hall est inversement proportionnelle à la concentration des porteurs 
de charge et son signe coïncide avec celui des porteurs de charge. 
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Une détermination du signe de R permet donc de trouver le signe 
des porteurs de charge et donc le type de conduction. Le signe de R 
étant celui de EH ou de VH, il suffit de définir le signe de V#. L'an- 
gle de Hall est défini par la relation: 


Lorsque les valeurs de E et de B sont données, le champ de Hall ne 
dépend plus que de la mobilité des porteurs de charge. 

Dans un semiconducteur à conduction mixte la valeur de la 
constante de Hall dépend des caractéristiques des porteurs de charge. 
De ce qui précède on peut conclure que si les mobilités des deux 
espèces de porteurs de charge sont égales, le champ de Hall dans un 
semiconducteur intrinsèque doit être nul. 

La constante de Hall doit varier en fonction de la température, 
de sorte que connaissant sa variation thermique, on obtient par 
voie expérimentale la variation thermique de la concentration des 
porteurs de charge: 


Inn =—IÎn(e,R,); In p = —In (e,R;). (41.19) 


Pour se faire une idée de l’ordre de grandeur de À, on pose que 7 = 
= 4016 cm-*, on a alors: 


1 cm° cm* ALL 
Fr npaoimns ee gr NPC 


On trouvera dans le tableau 9 les valeurs de Z? pour une série 
de valeurs de la concentration des porteurs de charge. 


Tableau 9 
n, 
cin-3 1010 1013 1015 16.25.1015] 1016 [6.25.1016! 1017 [625.117 
R, 
cm3.C-116,25.-108| 6,25-106/6.25.103 103 625 100 |62,5 10 
nñn, 
cm-3 1018 |6,25-1018 1019 16,25.1019| 1020 16.25.1020! 1021 |6.25-1021| 1022 
cms.C-1| 6,25 1 0,625 0,1 |0,063| 0,01 |lo,006| 0,001 |0,0006 


Nous avons défini la constante de Hall R en fonction du champ 
EM, bien que l'expérience ne permette de déterminer que la diffé- 
rence de potentiel de Hall VH — Eïc, et au lieu de la densité du 
courant on mesure son intensité Z = jac; il est alors plus commode 
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de mettre R sous la forme: 


Re 2 (41.20) 


Si les grandeurs figurant dans (41.20) sont mesurées en unités volt, 
mètre, ampère et tesla, R sera donnée en m°/C. Si on utilise les uni- 
tés telles que volt, centimètre, ampère et gauss, À sera donnée en 
cm‘/C. Comme 1 m = 10? cm et 1 T = 10! G,on a définitivement: 


cm vH[V]alcm] 
R | e = 10 Er — - (41.21) 


2. La magnétorésistance, l'effet Gauss. L'application d'un 
champ magnétique non seulement fait apparaître un angle de Hall 
entre le vecteur champ électrique E et le vecteur densité de cou- 
rant j, mais provoque aussi une variation de la conductivité élec- 
trique. Sans champ magnétique appliqué les particules se déplacent 
suivant une droite et entre deux collisions elles couvrent un chemin 
égal au libre parcours L. 

Lorsqu'on applique un champ magnétique à un semiconducteur 
infiniment grand, la trajectoire d’un porteur de charge sera repré- 
sentée par un segment de cycloïde de longueur l; pendant la durée 
d'un libre parcours dans La direction du champ E la particule couvrira 
un chemin inférieur à L, soit: 

2 2B2 

Lælospæl(i—-T) x 1). (41.22) 
Puisque dans un temps de libre parcours + la particule n'arrive à se 
déplacer dans la direction du champ E que d’une longueur /. infé- 
rieure à /, cela signifie que la vitesse de dérive est devenue moindre, 
donc aussi bien la mobilité des porteurs que la conductivité sont 
devenues plus faibles : La résistance du semiconducteur doit donc croitre. 
Il est évident que 


a = 2B2 
DS OL. (41.23) 

ou bien 
pee (41.24) 


En tenant compte du caractère statistique des temps et des longueurs 
de libre parcours, on obtient: 


LP p2p?. (41.25) 


Ceci montre qu'en présence d'un champ magnétique la résistance d'un 
semiconducteur s'accroit. 


$ 41] LES EFFETS GALVANOMAGNETIQUES 287 


Si on considère un semiconducteur de dimensions finies, on cons- 
tate que le champ de Hall compense pleinement l’action du champ 
magnétique appliqué, la trajectoire des porteurs de charge reste 
alors rectiligne et de ce fait la magnétorésistance doit être nulle. 
En fait elle ne l'est pas, car on ne peut parler que d’une compensa- 
tion moyenne de l'effet du champ appliqué par le champ de Hall, moyen- 
ne qui correspondrait au cas où la vitesse de dérive de tous les porteurs 
de charge aurait été la même. Or, comme les vitesses dont sont animés 
les électrons (et les trous) sont différentes, les particules dont les 
vitesses sont supérieures à la vitesse moyenne subissent une action plus 
forte de la part du champ magnétique que de la part du champ de Hall. 
Les particules dont la vitesse est inférieure à la vitesse moyenne sont 
par contre déviées de leur trajectoire par le champ de Hall qui est alors 
prédominant. Ainsi, du fait de l'existence de toute une gamme de 
vitesses, les particules les plus rapides et les particules les plus lentes 
contribuent plus faiblement à la conduction que ne le font les autres 
particules, de sorte que la résistance augmente. Cet accroissement 
de la résistance est cependant bien plus faible que dans le cas d’un 
semiconducteur infini. L'effet de magnétorésistance dépend de la 
forme du corps étudié. Le comportement d'un semiconducteur infi- 
niment grand peut être modelé par un spécimen en forme de disque 
(disque de Corbino). Le courant étant radial, les porteurs de charge 
sont déviés par un champ magnétique appliqué dans une direction 
perpendiculaire au rayon du disque et il ne se produit aucune sépa- 
ration et aucune accumulation de charges, le champ de Hall ne se 
manifeste donc pas. 

Dans le cas où le champ magnétique serait parallèle à j, on ne 
devrait observer aucune variation de la résistance électrique; cepen- 
dant dans un certain nombre de semiconducteurs on observe une 
variation de résistivité qui serait due à une forme compliquée des 
surfaces d'égale énergie. Dans certains semiconducteurs placés dans 
des conditions particulières, on observe un accroissement de leur 
conductivité électrique, donc un effet de magnétorésistance 
négatif. 

3. L'effet Ettingshausen. La compensation de la force de Lorentz 
par le champ de Hall n'étant effective qu’en moyenne, Les électrons 
les plus rapides (les plus « chauds») et les électrons les plus lents (les 
plus « froids») sont déviés vers les faces opposées du cristal étudié. Du 
fait des collisions avec le réseau, les électrons parviennent à un équi- 
libre thermodynamique avec celui-ci; lorsque les électrons cèdent 
au réseau leur excédent d'énergie, le semiconducteur s’échauffe et 
lorsqu'ils empruntent au réseau l'énergie qui leur manque le semi- 
conducteur se refroidit ; on devra donc observer l’établissement d'un 
gradient de température dirigé perpendiculairement aussi bien à la 
direction du champ magnétique B. qu'à celle du courant j. Ce phéno- 
mène est appelé effet Ettingshausen que l’on caractérise par le coef- 
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ficient d'Ettingshausen AE: 


VTE — — AE [B;j] — AE {;jBl, (41.26) 
ou encore 
V.TÉ 
Byjx 


ôTÉ : 
5 = AËBiix; AË= 


Lorsqu'on inverse le sens du champ magnétique (ou celui du 
courant), le signe de V,TE change de la même manière que le fait 
le champ de Hall. Les effets Hall et Etiingshausen, dont le signe dé- 
pend du sens du champ B, sont dits effets impairs. 

4. L'effet Nernst ou effet galvanothermomagnétique longitudi- 
nal. Cet effet se manifeste par l'apparition d'un grad'ent de tempéra- 
ture le long de la direction du courant j ; le sens de ce gradient de tempé- 
rature ne dépend pas du sens du champ magnétique appliqué, mais suit 
l'inversion du sens du courant électrique. L'effet Nernst est dû au 
fait que le nombre d'électrons « chauds» et « froids» diminue dans 
le sens du courant. Les effets Gauss et Nernst sont pairs. 

Remarquons en conclusion de ce paragraphe que les effets galva- 
nomagnétiques se classent en effets adiabatiques et isothermes. Un 
effet est dit adiabatique lorsque le corps étudié n'échange aucune énergie 
avec le milieu ambiant, il est appelé isotherme si à la suite d'un 
échange d'énergie avec le milieu ambiant il n'apparait aucun gradient 
de température dans une direction perpendiculaire à B et à j. 


Résumé du $ 41 


1. Les effets qui se manifestent dans un semiconducteur parcouru 
par un courant électrique lorsqu'on le soumet à l’action d'un champ 
magnétique sont appelés effets galvanomagnétiques. Ils sont dits 
adiabatiques si le semiconducteur n'échange par sa surface latérale 
aucune énergie avec le milieu ambiant. Dans les cas où grâce à un 
échange d’énergie avec le milieu ambiant la température dans un 
plan perpendiculaire à la direction du courant est homogène, les 
effets sont dits isothermes. 

2. L'effet Hall se manifeste par l'apparition d'un champ élec- 
trique transversal Eï : 


EH — RI[Bj] = —R [jBl. (41.1r) 
La grandeur 


R 5 41.2 
= — T5 ne: 
est appelée constante de Hall. 

3. On appelle effet magnétorésistif ou magnétorésistance tout 
court, la variation que subit la résistance d'un semiconducteur sous 
J’action d'un champ magnétique extérieur. On caractérise la magné- 
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torésistance par le coefficient’ Æ que l’on définit par la relation: 
—1_P—po 
H=-> a (41.3r) 


4. L'effet Ettingshausen ou effet galvanothermomagnétique 


transversal se manifeste par l'apparition d’un gradient de tempéra- 
ture transversal : 


VTE = AE |{;jB]. (41.4r) 
La grandeur AE est le coefficent d’Ettingshausen défini par la rela- 
tion : 
e _ WT° 
A Bis 
5. L'effet Nernst ou effet galvanothermomagnétique longitudi- 


nal se manifeste par l’apparition d’un gradient de température dirigé 
le long du courant: 


(41.5r) 


N 
= ANBije. (41.6r) 


6. Lorsqu'on inverse le sens du courant électrique, tous les 
effets galvanomagnétiques changent de signe, c'est-à-dire qu'il 
se produit l’inversion du sens du champ ou du gradient de tempé- 
rature. 

7. Lorsqu'on inverse le sens du champ magnétique appliqué, le 

signe de l'effet Hall et celui de l'effet Ettingshausen changent 
(effets transversaux ou impairs), tandis que les signes de l'effet 
magnétorésistif et de l'effet Nernst restent inchangés (effets longi- 
tudinaux ou pairs). 
__ 8. Le sens du courant étant donné, la dérive des électrons et des 
trous s’effectue dans des sens opposés, tandis que leur déviation 
sous l’action d’un champ magnétique, due à des vitesses de dérive 
différentes, s'effectue dans le même sens. De ce fait le signe de l'effet 
Hall doit être différent selon que le semiconducteur est de type n 
ou de type p; le signe des effets Nernst et Ettingshausen ne dépend 
pas du signe des porteurs de charge. 

9. L'effet Ettingshausen ne peut être qu'adiabatique; les autres 
effets peuvent être aussi bien adiabatiques qu'isothermes. 

10. Le signe des effets Nernst et Ettingshausen dépend du méca- 
nisme de la diffusion, puisque 


P=OCT— @ToE?, (41 Tr) 
et lorsque est petit,on a 


TT = 79 — 5 ET, (41.8r) 
19—0898 


290 LES EFFETS DE TRANSPORT DANS LES SEMICONDUCTEURS [CH. 1V 


On peut donc écrire: 


dE l 


Lorsque p = 0, la variation relative du libre parcours des porteurs 
de charge ne dépend plus de l'énergie ; dans ce cas les différences de 
vitesse n'’influent plus sur la contribution relative des différents 
porteurs au courant électrique circulant en présence d’un champ 
magnétique et les effets Ettingshausen et Nernst seront absents. 
Lorsque p >> 4/2, la contribution relative des électrons « chauds» 
se trouve réduite et la température du semiconducteur doit décroître 
dans le sens de la circulation des porteurs de charge ; dans un semi- 
conducteur de type z V,T est orienté dans le sens du courant j, 
et dans un semiconducteur de type p ces vecteurs pointent dans des 
sens opposés. Lorsque p << 0, la contribution qu'apportent les élec- 
trons « chauds» devient prépondérante et le sens du gradient de 
température sera opposé à celui défini dans le cas précédent. 


— (+) = 2POËÎTS EPA, (41.9r) 


$ 42. L'effet Hall dans un semiconducteur extrinsèque 


Nous décrirons maintenant l'effet Hall en faisant usage de l'équa- 
tion de Boltzmann. Soit un semiconducteur soumis à l’action simul- 
tanée d'un champ électrique E et d’un champ magnétique B. Nous 
supposons que le semiconducteur est homogène et se trouve tout 
entier à une même température : VF = VT = 0. 

Conformément à l'équation (38.21), le courant électrique peut 
être représenté par rt 


j=eK E+— de [EB] + 


<- K;,B (EB). (42.1) 
En nous limitant au cas des champs mutuellement orthogonaux 
(EB) = 0, (42.1) se réduit à: 


j=eKE+< K:IEB]. (42.2) 


Pour trouver une solution à cette équation, on doit s'imposer cer- 
taines conditions particulières, analogues aux conditions aux limites 
utilisées pour la résolution des équations différentielles. 

Considérons tout d'abord le cas d’un semiconducteur illimité 
et appliquons un champ électrique E = (£., 0, 0) et un champ ma- 
gnétique B —(0, B,, 0)= (0, B, 0). Le semiconducteur sera par- 
couru alors par un courant j dont les composantes j. et j, seront dif- 
férentes de zéro: 


— À , _ 
jx = KiEx; jy=0; j=— 


K°,BEz. (42.3) 


L'existence de j, est déterminée par la force de Lorentz qui agit sur 
les porteurs de charge animés d'une vitesse de dérive. Le mécanisme 


$ 42] L'EFFET HALL DANS UN SEMICONDUCTEUR EXTRINSEQUE 291 


de la relaxation est caractérisé par le coefficient cinétique X;,2 et la 
vitesse de dérive par la relation existant entre j, et E.. Désignons par 
ç l'angle que forme la direction du courant total j avec la direction 
du champ E et appelons-le angle de Hall. On peut le définir à l’aide 
de la relation: 


goes = 2 Ki pe png. (42.4) 
x 11 
La grandeur uH détermine la valeur de l'angle de Hall ; sa dimension 


étant celle de Fa mobilité, on l'appelle mobilité de Hall: 


K\: 
Ma — PC K : (42.5) 


Son signe dépend de celui des porteurs de charge. Lorsque E,>9 
et B, > 0, on doit avoir ji > O0 pour les trous et j, < 0 pour les 
électrons. La condition j, = 0 caractérise la rotation du vecteur j 
dans le sens contraire ou dans le sens des aiguilles d'une montre. 

Lorsque le semiconducteur est de dimensions finies, le phéno- 
mène se manifeste d’une façon différente. Supposons que le semi- 
conducteur a la forme d'un parallélépipède dont les arêtes se con- 
fondent avec les axes d'un système de coordonnées cartésiennes. 
Conformément au mode d'insertion du semiconducteur dans le cir- 
cuit électrique le courant circulera dans la direction x. Les compo- 
santes du courant }j, et j, sont nulles. Or, cela n'est possible que 
dans le cas où seront différentes de zéro toutes les composantes du 
champ E. En effet, si nous posons E — (£,, 0, O0) et simultanément 
B = (0, B,, 0) et ji — (xs 0, 0), l'équation (42.3) impose que pour 
j. = Oon ait E, — 0 et j, = 0. Ceci montre que les conditions que 
nous avons définies ci-dessus sont dans le cas présent incompatibles. 
Nous poserons donc: 


E = (E;, £,, E,); B = (0, B,, 0); j = (fx, 0, 0), 
[EB] = (—E£,B, 0, E,B). 


Récrivons l'équation (42.2) définissant le courant : 


"A, BE:Æ0; (42.6) 
Ju = eK,,E, = 0 , E, —(); (42.7) 
je = KE. + KBEx= 0. (42.8) 
Nous pouvons tirer Æ, de (42.8): 
K}a 
E,= — RE Re BEx= — "BE. (42.9) 


L'apparition du champ E, Re l'effet Hall, autrement dit, 
E, est le champ de Hall. Le champ résultant E tourne d’un angle 


19° 
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défini par la relation 


ig q = 2 = —uHB. (42.10) 
x 

Cette relation est identique à la condition (42.4) au signe près, et 
c'est tout naturel puisqu'une rotation de vecteur j par rapport au 
vecteur E dans le sens des aiguilles d’une montre est équivalente à 
une rotation du vecteur E par rapport au vecteur j dans le sens 
contraire à celui des aiguilles d’une montre. Nous désignerons l'angle 
p défini par l'équation (42.10) par le même nom : angle de Hall. Pour 
exprimer j. en fonction de Æ,, nous porterons la relation (42.9) 
donnant Æ, dans (42.6) : 


4 K'2 
je KE + x RE B'Ex = 05E2 (42.11) 
où 
9 , 4 K:°:B° o ° n a 
Op etKit er = KA l1+ UHR] (42.12) 


est la conductivité électrique dans la direction du champ E. à l’ap- 
plication d’un champ magnétique. 

Introduisons maintenant dans nos calculs la constante de Hall. 
Conformément à (41.12) R est défini par: 


R E” 42.143 
=: (42.13) 
Or, comme 

EH = (0,0,E,); [iB]l = (0, 0, j,B), (42.14) 


en combinant (42.14) et (42.13), il vient: 


E,=—Rj.,B; R= —- B—_: (42.15) 
Jx0y 
d'autre part, on tire de (42.9) et de (42.11) 
E,= —pMBE, = —uHB x (42.16) 
De la comparaison de (42.15) et de (42.16) on tire: 
H 
R = — (42.17) 
CB 


ou encore 
ph — Ro 3. (42.18) 
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Portons maintenant dans ces relations les expressions définissant 
uE (42.5) et op (42.12) : 


Re 
W: Ki (1+p" *B?] 
€_ Ki: 


= —_———— 2 |, 42.19) 
og? e° Ki 2 a 
eK;, [i+ (<= ] Be | 
Cette dernière expression donnant R est valable pour toutes les valeurs 
du champ magnétique (dans la mesure où on peut négliger l'altération 
du spectre énergétique) lorsque le semiconducteur ne comporte que des 


porteurs de charge d'une seule espèce, donc pour les semiconducteurs 
extrinsèques. Comme 


’ n T 

Ki=—+ TE) (42.20) 
; n +: 

Le TRE): 6420 


l'expression développée de R s'écrit: 

e LE) 
_ 

(TE re 


: (re 
. + (rrm)| a PE Fe) Let «| | 


Nous voyons donc que la constante de Hall dépend d’une manière 
compliquée de l'intensité du champ magnétique; elle est inversement 
proportionnelle à la concentration des porteurs de charge et son signe 
coïncide avec celui des porteurs de charge majoritaires. 

Considérons deux cas limites: celui d’un champ magnétique 
faible et celui d'un champ magnétique fort. 


En remarquant que u—u(E£) = 2 l'équation (42.22) 
s'écrit : 


(42.22) 


A _ Cr) ns ) (42.23) 


ue Ge) +) re 


On dira qu'un champ magnétique est faible lorsque 
u?B? < 1, (42.24) 
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et lorsque 
u°BS 1, (42.25) 


on dira que le champ est fort. 

Si l’on compare (42.24) et (42.25) aux conditions (41.5) et (41.6) 
on constate que les nouvelles conditions sont remplies plus facile- 
ment. 

1. Cas d’un champ magnétique faible. On doit avoir d’une part: 


#9 n T n > . 
Air ir) Br (T) = As; 


= (T°) + K'3, (42.26) 


m* 


Ky 
et d'autre part, puisque Te est voisin de l'unité: 
Ê se (22 \ 8x e° ( K je ) B— 


m* Ki: m2 Ki: 
_ e° (T°) \2 si. (r?)° _— _—. 
= (2) pe LE (Br «1. (42.27 
L'expression de la constante de Hall À prend alors la forme suivante: 
e_ Kyo 
__ m% Kis __ 4  Kys __ 1 (t?) __ A 
Ki em* Ki en (TD? en (42.28) 


Dans le cas d’un champ magnétique faible la constante de Hall R 
donnée par (42.28) ne dépend plus de la valeur de B, et à la constante 
A (facteur de Hall) près on retrouve l'équation (41.17) que nous 
avons établie à l’aide de considérations élémentaires. La constante A 

ne (43.29) 


_ (TY 


dépend du mécanisme de diffusion. Dans le cas où t= TE? = 1;1?, 
pour un semiconducteur non dégénéré, on a 


(3-2) 
5 5 5 
am) CT) op 
r(3+r) [r(5+?)] 
Lr(s) | 
On trouvera dans le tableau 10 les valeurs de A pour différentes 


valeurs de p. 
Nous montrerons dans le chapitre suivant que lorsque la diffu- 


sion est due principalement à la présence d'ions d'impuretés, p = = 
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Tableau 10 
p |0 1,2 ! | 3/2 | 76 | 254 | 2 
A1 Ft 1,40] 1,93 = 1,18 7 5,30 Ze = 2,83 
et À — ne — 1,93, tandis que la prédominance de la diffusion par 
vibrations thermiques du réseau conduit aux valeurs: p = — 5 et À — 
aa 


a — 1,18. La prééminence d'un mécanisme de diffusion sur 


un autre se manifestant dans des intervalles de température diffé- 
rents, aux basses températures c'est la diffusion par ions d'impuretés 
qui sera prédominante et on posera donc À — 1,93; au contraire, 
aux températures élevées, le rôle principal revient aux vibrations ther- 
miques du réseau et on devra poser À = 1,18. 

Dans les champs faibles la mobilité de Hall sera : 


HR Re en, (42.31) 


Comme la mobilité de dérive dans un champ faible s'écrit 


Ha = (Tr), (42.32) 
on en tire: 
nie o ee — Alu, (42.33) 


ce qui signifie que la mobilité de Hall, qui détermine l'angle de Hall, 
est proportionnelle à la mobilité de dérive des porteurs. 

En utilisant les équations (42.27) et (42.12), o3 dans un champ 
faible sera : 


Op = €?X,,[1 + UH°B?] = e°X,, = 00. (42.34) 
D'autre part, on tire de (42.18): 
[re = Ro. (42.35) 


Par des mesures directes de R et de o, on peut donc déterminer u". Si 
le mécanisme de diffusion est connu, on peut donc calculer ua = 


K e e e » Ld e 
= É , et connaissant la valeur et le signe de R on arrive à détermi- 


ner le signe et la concentration des porteurs de charge. L'importance 
de ces données fait que l'effet Hall est un des principaux moyens 
d'étude des semiconducteurs. 
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Pour les semiconducteurs dégénérés et les métaux: 


LR Re 
A=— RUE 1: (42.36) 
et donc 
pH=pa; R=+. (42.37) 
2. Cas des champs magnétiques forts. Pour des champs forts on a: 
mr) 1 
Ke, _ Ge) | Cr) 2e 1 os (42.38) 
et \- 
L CT 5) (Se +) D + B° +) 
et 
Ke. ve : 
(<=) (IST. (42.39) 


En utilisant (42.39) récrivons l’équation (42.19) pour le cas d’un 
champ magnétique fort: 


R Re — (42.40) 
en- en (re ) 


Lorsque le champ magnétique croît au-delà de toute limite, le pre- 
mier terme du dénominateur devient petit devant le second terme et 


1 
=. (42.41) 
ce qui montre que gour un champ fort la constante de Hall devient 
indépendante du mécanisme de diffusion (A = 1), comme cela se produit 
dans un semiconducteur dégénéré. En comparant (42.41) et (42.28) 
qui donnent respectivement R pour des champs fort et faible, nous 
constatons sue R dépend de B : à mesure que B croît, la grandeur R 


passe de À i à +. Cela se produit pour les valeurs de B pour les- 


quelles : 
u°B°? & 1 (42.42) 


Connaïssant la valeur de À dant un champ faible, soit Ro, et sa 
valeur dans un champ fort, soit R.., on peut calculer la valeur de A: 


=. (42.43) 
Remarquons que la notion du champ fort ou faible comporte la valeur 
de la mobilité des porteurs de charge caractérisée par une valeur 
donnée de l'énergie. Cependant lorsque t = tÆ£° et p >0, la 
condition u?B° & 1 ne peut être formellement réalisée quelle que 
soit l'intensité du champ appliqué et quelles que soient les valeurs 
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de l'énergie. Or, en fait, ce râisonnement formel n’est pas valable. 
La contribution aux temps de relaxation moyens des porteurs de 
charge de grandes énergies est peu importante, de sorte que les condi- 
tions (42.24) et (42.25) ne doivent être appliquées que lorsque u représente 
la mobilité de dérive (ou la mobilité de Hall): donc la définition de 
champ fort ou faible doit s'’écrire : 


pb 1; pB>1. (42.44) 


Considérons en qualité d'exemple le composé In Sb. Comme w = 
% 8 m° (V:s)"!, le champ appliqué doit être considéré comme faible 


si B€ & = 0,015 et donc B <0,1T — 1000 G. Dans le cas du 


silicium de type p, ua — 0,05 m* (V:-s)-!, et tous les champs magné- 
tiques utilisés doivent être considérés comme faibles. 


Résumé du $ 42 
1. L'équation déterminant la densité de courant 


j=eK,E+- K, [EB] (42.1r) 


m* 
avec les conditions aux limites 
j e—. Gr 0, 0) (42.2r} 


permet de définir le champ électrique transversal ou champ de 
Hall £,: 


nu | | 
E, — ME B,jx = —RB;j+. (42.3r) 
De là on tire la constante de Hall R : 
H 
R = — (42.4r) 


2. La mobilité de Hall u" permet de définir l’intensité du champ 
de Hall en fonction de l'intensité du champ électrique appliqué 
E,, qui est responsable de la circulation du courant, et de l’induc- 
tion du champ magnétique B = B,,: 


E 
H —= = ° . 

LL BE. | (42.5r) 

L'angle de Hall se trouve déterminé par la mobilité pu“: 
tgp= = AB. (42.6r} 
La mobilité de Hall pu" est définie par les coefficients cinétiques : 

x: 
__ € Ki; _ e r) L 
pH Re Mure : (42.7r) 
1 + u2B? 
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3. Dans un champ magnétique faible tel que uä B° < 1, on a: 
Op Oo—=enlg; UH=— = An; R=+ .  (42.8r) 

4. Dans un champ magnétique fort on a: 


DE (42.9r) 


Le 
nr — 


soit la constante de Hall est indépendante du mécanisme de diffu- 
sion. 

5. L'influence du mécanisme de diffusion sur la valeur de R se 
manifeste par la valeur du facteur A ; dans un champ faible: 


ce 
Hs (42.10r) 


<e qui pour la diffusion due aux vibrations thermiques du réseau 


: 37 : : N se 
fournit la valeur À — 3: lorsque le mécanisme dominant est lié à 


Î 
la présence d'ions d'impuretés À — DE , et pour un semiconduc- 
teur dégénéré ou un métal soumis à un champ fort À = 1. 
6. La concentration des porteurs de charge est: 


EN 


+R : (42.11r) 


$ 43. L'effet Hall dans un semiconducteur contenant 
des porteurs de charge de différents types 


Nous considérons ici un semiconducteur homogène à tempéra- 
ture constante, comportant des porteurs de charge de différents 
types. Ce sera soit un semiconducteur intrinsèque, soit un semicon- 
ducteur à conduction mixte ou enfin un semiconducteur extrinsèque 
comportant des porteurs de charge de masse différente, par exemple, 
Si de type p ou Ge de type p comportant des trous légers et des trous 
lourds. 

La densité de courant correspondant à des porteurs de charge de 
type a s'écrit: 


= eK: { i@E 


(43.1) 
Le courant total dû à tous les types k porteurs est 


Zi (3 Kio )E+ (Be Kiss) LEB (43.2) 


Toutes les équations établies au ae précédent doivent être 
valables si l’on remplace X,, et X°. par les sommes convenables. 
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Voyons quelle sera la solution de l'équation (43.2) pour un semicon- 
ducteur de dimensions finies: 


B = (0, B,0); E(£E,,E,, E.); (EB] = (—E,B, 0, E,B); 
3 = (x, 0, O0). (43.3) 
La constante de Hall RÀ est définie par (42.15). Trouvons j, et j.,: 
$ 
Ïx = (5 Ki 14) Ex— (5 Kia) BE, ; (43.4) 
œ [ 2 
y = 0, E, = 0; (43.5) 
es 
je= (D eëKi ) E+ (DE Kiw)BE:=0. (43.6) 
Œ [0 2 


+ 
me 


On peut tirer de (43.6) la valeur de Æ, : 


on 
( ms Ki2(a) BEx 
Ge (43.7) 


| eg 
(5 8 Ki 1) 
œ 


Cette équation peut prendre la même forme que (42.9), si on définit 
la mobilité de Hall par l'expression: 
x 
On trouve alors: 
e | 
( > me K 12(@) } 
QE — (43.9) 


(> Ki1() 
œ 


E.=—pHBE,.. (43.10) 


et 


Exprimons E, en fonction de j.: 


(> À Ki ) 
Jx = ( D eeK11() Es + = B'E,-0;Ex, (43.11) 
œ Ki) 


où 
Op= (2 ee Ki1ç) (1 + UF°B?} (43.12) 
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représente la conductivité le long du courant en présence d'un champ 
magnétique. On tire des équations (42.15), (43.10) et (43.11): 
= Ez _ E _ UABE, _ pH 
RES Bee onBEe 65" (1) 
expression tout à fait analogue à (42.17), mais dans laquelle 6: 
et u" sont définies par les expressions (43.12) et (43.9) ; en les por- 
tant dans (43.13), il vient: 


LA pA 


98 { > Ki 14) {1 RCE 


œ 


(X le 2e) 
(43.14) 


(> Ki) + (D Kio) B° 
œ a 


En remplaçant les symboles des coefficients cinétiques par leurs 
valeurs de (29.27), l'équation s’écrira: 


De ee 
Uc 2 ho - Pa 
(Deere (rer )) + (Der (rer )) # 
[e À [o 4 


Lorsqu'il n’y a qu'un seul type de porteurs de charge cette équation 
se réduit à (42.23). 

1. Cas d’un champ faible. La définition d'un champ faible étant 
u&B* & 1, l'inégalité doit être respectée pour tous les types de porteurs 
de charge existants, et avant tout pour ceux dont la mobilité est la 
plus grande. Puisque le produit u£B° est négligeable devant l'unité 
et vu la petitesse du deuxième terme du dénominateur devant le 
premier, l'équation (43.15) se simplifie : 


— 


(43.15) 


N eat (U3) 
RE Dental mn 
œ 
Or, comme 
(Ua) = né (Ta) = Ha (43.17) 
et. 
a es a Ca a e (TS) 
(HÉ)= er (té) = (se) TS = UioAe, (43.18) 
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on a pour la constante de Hall: 


> exaAalic > Cali H 
(S Eañohda) (>, Ga) S 
a œ 
avec 
>» HG Ta 
O — > Ca; LH = —. (43.20) 
21 Ta 
da œ 


Appliquons l'équation (43.19) au cas où le semiconducteur ne com- 
porte que deux types de porteurs de charge: 


__ erAquâ, + eonsAolâe 
(einilai-+ eonoude)? | 
Dans un semiconducteur à conduction mixte, en posant : 
UM=N;, No—=pD; €Ej—=etns Co—eps Mdi—=Mn,; Me =; 


Mn _ _b: 0 
es 5 (b>0), 


(43.21) 


la constante de Hall sera: 
EnrAntè + epPA pl? ApP—Annb° 
pe no pepe dép (43.22) 
(en7tUn + epPhp)* €p (p+ nb}* 
En admettant que A, = A, — À et en posant = x, on obtient 


A p—nb _ A  1—z:b° 


= ——————————— |, 4 2 
ep (p+nb)}*  epPp (1+zb)° F2) 
Nous particulariserons ce résultat pour les cas suivants: 
semiconducteur de type p: 
n=0; R=Ÿ; R>0; (43.24) 
epP 
semiconducteur de type n: 
nn: ” À ___ A, : 19 9s 
p=0; em nn ? R<0; (43.25) 


semiconducteur intrinsèque : 


pæn; 21, RH LA 1 (33,06) 


En règle générale b => 1, et donc pour un semiconducteur intrinsèque 
R <0. Dans le casoùb=1,ona R—0 et E, — 0. Ce dernier 
résultat signifie que les électrons et les trous déviés par le champ magné- 
tique dans le même sens ne peuvent donner lieu à l'apparition d'un 
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champ de Hall car leurs charges se compensent mutuellement. Lorsque 
b=Æ1, RO, et R prend le signe des porteurs de charge dont la 
mobilité est plus grande. 

Puisque 7 et p varient en fonction de la température, R doit éga- 
lement être fonction de la température. Daus l'intervalle de tempé- 
rature où le semiconducteur est intrinsèque, z — 1 et R est une 
grandeur négative qui diminue en valeur absolue à mesure que la 
température croît. Si aux basses températures le semiconducteur 


R R 


0 0 


a) 6) 


Fig. 63. Variation de la constante de Hall en fonction de l'inverse de la tempé- 
rature : 


a) pour un semiconducteur de type n;, b) pour un semiconducteur de type p 


était du type p, alors R >> 0 et donc à mesure que la température 
croît il doit arriver un moment où la constante de Hall sera nulle 
(fig. 63). Cette température est appelée {empérature d'inversion Tiny 
et déterminée par la relation: 


R (Tiny) = 0 = p — nb’, (43.27) 
d'où 
2_ P.. ns P 
m2, b=y/2. (43.28) 
Connaïissant r et p on peut calculer b. 
Pour les composés intermétalliques b S 1, de sorte que la con- 


duction étant de type p (p Ÿ n), R peut cependant avoir une valeur 
négative. En général le signe de R est celui de la quantité: 


11 tt. (43.29) 


Dans les conditions où la conduction d’un semiconducteur est mixte, 
la constante de Hall se trouve déterminée par les quatre grandeurs: 
R, Ps Un: Up. La conductivité © est déterminée par les mêmes gran- 
deurs. 

Dans le cas où les porteurs de charge sont du même signe, comme 
c'est le cas dans le Si de type p ou le Ge de type p, la constante 
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de Hall est : | 
À 12 ENS ol2, 

nn 1P1l pl : En , (43.30) 
ep  (Pilpi-+ Palpo)* 

En posant : 


on obtient 
__ A 1+z° , 


Lé 


Aussi bien l'équation (43.31) que l'équation (43.23) montrent que 
la contribution relative des porteurs rapides à la création du champ 
de Hall est donnée par le produit xb°, tandis que leur contribution à 
la conduction est égale à xb ; ceci montre que les porteurs de charge les 
plus mobiles jouent un plus grand rôle dans l'effet Hall que dans la 
conduction du semiconducteur. 

2. Cas des champs forts. Définissant les champs forts par la 
condition u4B° © 1, on tire de (43.15) l’expressicn suivante: 


D caña 
@ 


| (> ane) + (> Elta 0) ++ | 
œ œ 


Pour un semiconducteur intrinsèque le numérateur de cette équa- 
tion devient nul, tandis que le dénominateur reste différent de zéro 
quel que soit la valeur finie de B; donc pour un semiconducteur 
intrinsèque R = C. 

Si le semiconducteur n'est pas intrinsèque : 


(43.32) 


1 1 
Se  — 13.33 
Sears VA ee 
œ 
soit 
RF=S Ra. (43.34) 
(e 4 


La fig. 64 donne un exemple de la variation de 1g | R | en fonction 
de 7-1 pour plusieurs spécimens d'un semiconducteur de types n 
et p. On constate qu'aux basses températures (de 120 à 200 °K) la 
concentration des porteurs de charge reste constante, ce qui signifie 
que l’on se trouve dans larégion d’exhaustion de l’impureté. La con- 
centration des porteurs libres dans le semiconducteur 1Âp est de 
3-10 cm-* et dans le 4p elle est égale à 1,5-10!° cm-°. La tempéra- 
ture d'inversion est d'autant plus élevée que la concentration d'impureté 
est plus grande, ainsi qu'on peut le voir en comparant les échan- 
tillons 1p, 2p, 3p et 4p. Le semiconducteur devient intrinsèque à une 
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température d'autant plus basse que la concentration d'impureté est 
plus faible. Dans le domaine de la conduction intrinsèque ig | R| 
varie en fonction de l'inverse de la température d’une façon linéaire. 


TK 


Re ===. 

CS GS ES EUR GS GE ER QUE EE 
LOT RDIN TELE TTE 
LL BSUH I RGe L'OTILITT. 


ET 
RERRRRRYENR YEN 
BRERSENRBENTENRE 


CURE CE CURE GER  ŒUEE CUSS ŒRS CE à ©" CD CNED SNS GES 


ed runene À CD Que GENE GC. CD UD D 6 ‘ONE OURS UND 
FES VS D DS D D EE En CE DRE ES 
IITITINMIIINMITI) 


CÉCÉPEORERCPELREE 
23 4 5 6 7 8 39 40006 00016 0024 Q0032 00040 
sOIT /°K WT WK 


Fig. 64. Relation entre Ig| R|etl'in- Fig. 65. Relation entre Inn, et l'in- 
verse de la température pour l’anti- verse de la température pour le ger- 
moniure d'indium de type n et de manium ct le silicium 


type p 


On a représenté fig. 65 la relation entre »; et l'inverse de la tempé- 
rature pour le silicium et le germanium, obtenue en partant de la 


variation de R=f (5): déterminée expérimentalement. 


$ 44. Relation entre la constante de Hall 
et l’intensité du champ magnétique 


La constante de Hall qui apparaît dans l'expression de E" déri- 
vée de l'équation de Boltzmann dépend du champ magnétique d'une 
manière fort compliquée. Les équations (42.28), (42.41), (43.19) 
et (43.33) ne permettent de calculer R que pour des cas limites 
B —0 et B —c; nous désignerons ces valeurs limites de R par 
Ro et R«. I1 nous reste à déterminer les expressions donnant À pour 
B 0 et B= 0. Considérons tout d'abord un semiconducteur 
extrinsèque ne comportant qu'un seul type de porteurs de charge, 
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pour lequel on peut calculer R à l’aide de l'équation (42.23) : 


R-+ — Cr. :) —— (44.1) 
(TE) (rm) F 


Si le semiconducteur est dégénéré, on peut conformément à 
(39.32) remplacer les moyennes par rapport à l'énergie par les va- 
leurs correspondantes évaluées sur la surface de Fermi. L'équation 
(44.1) devient alors: 


Ce EE en (62 


Dust) À True (f) BEF 


La constante de Hall d’un semiconducteur dégénéré est donc indé- 
pendante de B pour toutes les valeurs de B pratiquement réalisables. 
Pour étudier le cas d’un semiconducteur non dégénéré, on com- 


mencera par développer la grandeur 
port à u°B°: 


1 m 9 n2\m 9 D9 
= 2 (—1) (u2B?)" = 1—u2B2+uiBi—u6BS+ ... (44.3) 


m 


1 De 
ET en série par rap- 


Si le champ est faible, on peut se contenter des deux premiers termes 
du développement sans que l’erreur commise soit supérieure à u*Bf- 
On a donc: 


>) —=(u?—piB +...) = (u— (ut) B?, 
(ris) =(u—pB+...)æ(u)—{(u) BE. 


L'expression correspondante de R tirée de (44.4) est alors 


(44.4) 


a UE 
en [qu)— (ns) B°j°+{[(u?)— (ut) B2j° B° 


Tr {1—8 (2 9 {H? +4)». (44.5) 


en (u)° QUE) qu) Tu}? 
O0 | (p° } — # 
r, puisque en qu Ro, on peut écrire 
(u®)* — 2 (ui) (u5) (1) } 44.6 
en Ra= Ro {1— Be ( (p)2 TE (44.6) 


équation qui montre qu'à mesure que l'intensité du champ magné- 
tique croît, la constante de Hall décroit proportionnellement à B'. 


20—0898 
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Le coefficient de proportionnalité est fonction du carré de la mobilité 
et du mécanisme de relaxation. Posons en effet : 


u®) __ (T2) À: (u3) __ (TS) 0. 


qu? (T2 US (TS 
(4) (TA) _ 
tu an — (44.7) 


Avec ces nouvelles notations l'équation définissant la constante de 
Hall devient 


R5= Ro {1—àB? ( A?— 20 ++) }. (44.8) 


Admettons qu'un seul mécanisme de relaxation soit en jeu + = 
= TÆE? et déterminons les coefficients A, C et D: 


{rm 
2_92ç04 D) 9 12 7 ONE 
EUR EE) 
TO, GOT 
re+)f (rs) fr (+) 
Dans le tableau 11 on a indiqué les valeurs de la grandeur défi- 


nie par l'équation (44.9) correspondant à trois cas différents: p— 
— —1/2; p = 0 et p = 3/2. 


(44.9) 


Tableau 11 
p | —1/2 | 0 | 3/2 
2 D Qn° _f 3x \? _ a 
Aî—2C+ | =1,39— (+) 0 | 615—(24,8) 


Lorsqu'on passe de la diffusion due aux vibrations thermiques 
du réseau à celle due aux impuretés ionisées, on constate que le 
facteur devant B* subit une variation brusque: 


R3= Ro(1—1,33uaB°) pour p=—-, 


Ke 


Rp= Ro(i—615u4B?) pour p= 


Ainsi, dans le domaine des champs faibles la constante de Hall 
diminue proportionnellement à u5B*. 

Considérons maintenant le domaine des champs forts où äB* Ÿ 1. 
Le développement (44.3) reste toujours valable, mais la série étant 
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divergente, on devra faire appel à un développement en série par 
rapport à (u4B?)-1!. On écrira donc 


23 (-10"(2)": Ixl>1 (44.11) 


et corrélativement 


RE ea D (-0" (= ) = 2m (t-22t...). ee) 


En utilisant le EE Er en série (44.12), on aura donc: 


re) Ce (de-phrt De 6e (4 


et 
rem) = (4 (5 mt. ))= 
= Dr (UT) — (US) BE). (44.14) 


En portant (44.13) et (44.14) dans (44.1) et en ne retenant que les 
termes de puissances non inférieures à B-* on obtient 


1 De 
FF (1— (u7*) B-°) 


np 2: —_———  ———— 
FE qurt} Bi+ —(1—2(u"?) B-2) B° 
= 1414 (qu) —(u1)) = Rs. (44.15) 
Cette dernière équation peut également être mise sous la forme: 
Rp= LIFE RP. (44.16) 
Dans le cas où t = t,£? et p = — 5, on trouve 
R5= Re (1+ Le 1, ee): (4417) 


eTo 


Mo= sr To—To(kT)?. 


Ainsi dans le domaine des champs faibles et dans celui des champs 
forts, la constante de Hall est déterminée sa les Se 


Rs = À (1— aniB) et Ry=— 


em) (4418) 


20* 
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dans lesquelles a et a” dépendent du mécanisme de diffusion. L’allure 
générale de R (B) est représentée fig. 66. 


Fig. 66. Variation de la constante de Hall en fonction de l'induction magnéti- 
que : 
a) dans le domaine des champs faibles, b) dans le domaine des champs forts 


Voyons maintenant quelle est la relation R (B) dans le cas général 
où le semiconducteur comporte plusieurs types de porteurs de charge: 


3 are Ér) 


R = . (4411) 
[2 ea (TRRÈRE en) b (3 care (TEE nèB? ») #] 
Pour les champs faibles on a compte tenu de (44.4): 
2 Eañta (HE) — (14) B?] 


= ———————— (44.20 
[LS Carta (Ua) —(u3) B)] + [5 cara ((uE)—(u$) B2)]* 8?) | 
œ œ 


En ne retenant dans (44.20) que les termes de puissances non supé- 
rieures à B°, on écrira 


[Y Cañta (u£)] — [> Eat (u#)] B°| 
œ @ 


= —— 
{où , Cala (Ua)]”+ ([S Cara (uà)]"—2 [> ang (UHa)] [Y Ealtæ (u3)]) 82) 
a œ œ 
[> €Eaña ue] » Eana (HG) 
œ 9 œ 
= ——_—_—_—————— #7 11) + 
[2 cara (a) ]" [2 care (13)] 
œ œ 


[LS cana (18)) —2[9 caro (Ua)] [9 eara (u3)] 
Le 2 Le À (e À 


+ , (44.21) 


[ pa Ea"a (Ua) ke 
œ 
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où | 
[Y cata (u)] 
Œ 


À 14.22 
D ol 0 (44.22) 
œ 


Lorsque a — 1, l'équation (44.21) se réduit à l'équation (44.6). 
Dans le cas d'un semiconducteur intrinsèque où n, = ñn = ne = 

— p, en posant (u,) = —b (2), on trouve 

F 2 rl D 3 ; SA 

Ry=Ro {1 — HhaB? | (1-4 62)-+ A2 (1 — 6) — 2C = À |} . (44.23) 


Dans le cas où b < 1 cette dernière équation devient 


LRo= Ro {1 Be [TA 2C |}. (44.24) 


ce qui correspond à l'équation (44.9) étalbie pour le cas où le semi- 
conducteur ne renferme que des porteurs d’un seul tvpe. Lorsque 


b>i,ona ieRbbatleBneRBEt 
ERn= Ro {1— uiabt| + + A—2C|}., 


Les équations (44.24) et (44.25) montrent que dans des champs 
magnétiques faibles la variation de la constante de Hall est essentielle- 
ment déterminée par les porteurs de charge les plus mobiles. 

Nous retrouverons ce même résultat pour un semiconducteur 
renfermant plusieurs types de porteurs de charge de même signe. 

On se trouve en présence d’un tel’cas dans le germanium de type p. 
A mesure que le champ croit, la contribution des trous légers pro- 
voque la diminution de R, puisqu'un champ magnétique donné 
est fort pour les trous légers et faible pour les trous lourds. Dans le 
germanium de type #7, R est pratiquement indépendant de l'inten- 
sité du champ magnétique depuis un champ nul jusqu'à un champ 
atteignant plusieurs kilogauss. 

Il est facile de concevoir que si les mobilités des porteurs de 
charge de plusieurs types sont très différentes, on peut observer sur 
la courbe représentant R (B) autant de points d'’inflexion qu'il 
y a de types de porteurs de charge participant à la conduction et à 
l'établissement du champ de Hall. Ces variations d’allure de la 
courbe seront d'autant plus marquées que les concentrations des 
porteurs de charge de différents types seront plus voisines. 

Voyons maintenant comment se manifeste un état de dégénéres- 
cence sur la relation entre la constante de Hall et le champ magnéti- 
que lorsque la conduction est due à plusieurs types de porteurs de 
charge. Même sans procéder à une analyse détaillée de l'équation 
(44.1) on peut] affirmer que R doit toujours être fonction de B. 


(44.25) 
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I1 suffit de comparer les équations (43.23) et (43.33) d'où il ressort 
gue Ro — Hs. 

Dans le cas d’une conduction mixte où aussi bien les électrons 
que les trous sont dégénérés, ce qui est le cas d'un semimétal qui 
se caractérise par un recouvrement des bandes d'énergie, l’équa- 
tion (44.1) prend la forme suivante: 


_Cilt Pitt. C2 _OGobe 
_ 1+piB?  1+u5B? 
PT (ME - PAT MTV La Dur (44.26) 
1-+uiB® 1+u:B? 1-+niB?  1+pu3B? 
Posons 
1-|-u2B° - 
sup —/ (, B), (44.27) 


ce qui montre que f (b, 0) = 1 et f (b, co) — b*°. Avec cette nouvelle 
notation l'équation (44.26) devient : 


2 zb° En) 


Cette dernière équation se réduit à à (43.23) lorsque B — 0 et à l’équa- 
tion (44.33) lorsque B —> oo. Pour un semimétal intrinsèque on a: 


(4429) 

epñ; | b® 2 

Po (ts) +8 (7x) 

Bien que dans les semiconducteurs dégénérés le champ magné- 
tique appliqué influe également sur la valeur de la constante de 
Hall, mais toutes autres conditions étant égales d’ailleurs, cette 
influence est plus faible que dans le cas des semiconducteurs non 
dégénérés. En effet, l'équation (44.25) montre, par exemple, que 
lorsque le champ de Hall est déterminé principalement par les élec- 
trons, la dégénérescence du gaz électronique rend R indépendant de 
B. Du point de vue des conceptions élémentaires on doit s'attendre 
à ce que R soit fonction de B chaque fois que l’application du champ 
magnétique modifie la contribution à la formation du champ de 
Hall des porteurs de charge d'énergies différentes dans un semi- 
conducteur non dégénéré ne comportant que des porteurs de charge 
d'un seul type ou dans un semiconducteur comportant plusieurs 
types de porteurs de charge, quelle qu'en soit la dégénérescence. 
Dans les semiconducteurs et les semimétaux dans lesquels le rapport 
b des mobilités des porteurs de charge est grand on devra observer 
dans le domaine des champs faibles une prédominance des porteurs 
les plus mobiles même si leur concentration reste faible ; cependant à 
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mesure que le champ croît, leur contribution deviendra de plus en 
plus faible et on pourra observer un changement du signe du champ 
de Hall. On a représenté fig. 67 un exemple d’un tel comportement 
se rapportant à l'inversion du signe de la constante de Hall dans 
Cd,Hg,_.Te pour lequel b æ 60 à 100. 

L'étude de l'effet Hall joue un rôle de premier plan lorsqu'on 
cherche à déterminer les concentrations et les mobilités des porteurs 


-R,cmŸn 


5 10 15 20 8,kG 


Fig. 67. Inversion du signe de la constante de Hall à 77 °K dans Cd, Hg: Te 


de charge dans des semiconducteurs dopés avec des impuretés diffé- 
rentes. En traçant le graphique In | R | en fonction de T-!, on arrive 
à déterminer l'énergie d’ionisation d’une impureté et la largeur de la 
bande interdite et à obtenir donc des renseignements concernant La con- 
centration des porteurs de charge en fonction des conditions extérieures 


ou de la composition du semiconducteur. 


Résumé des $$ 43 et 44 


1. Les équations que l’on utilise pour calculer la constante de 
Hall RÀ ou la mobilité de Hall uH dans un semiconducteur renfer- 
mant plusieurs types de porteurs de charge sont de la même forme 
que les équations se rapportant au cas où il n’y a qu'un seul type de 
porteurs de charge. R et AH sont liées par la relation : 


Ro;= 4. (44.1r) 
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2. La mobilité de Hall définie par 
3 


e 
\t _« , °,,H 
D me K 242) D Cote 
D  _— (44.2r) 
2 Pr 6 ‘ 
D € À 1 1(2) > Ca 
œ (62 


dépend de la mobilité de Hall u}! de chaque type de porteurs de 
charge et de la conduction créée par chacun d'eux. La mobilité de 
Hall 14 détermine l'intensité du champ de Hall en fonction de l'in- 
tensité du champ E, et de l'induction du champ magnétique B: 


E, = —piBE, = tg pE.. (44.3r) 
Dans un semiconducteur intrinsèque la mobilité de Hall est 
O Hg uH Hp H 


Lorsque À, — À,, on a: 


A (1 —b*) [re : 
3. L'équation déterminant la constante de Hall est de la forme 
(43.15). Dans le domaine des champs faibles 


H Ÿ ou 
pd. 
DT AE DEN CR (44.6r) 
œ 


(44.7r) 


Dans les semiconducteurs dont les bandes sont dégénérées les por” 
teurs de charge plus mobiles fournissent une contribution plus i m- 
portante à l'établissement du champ de Hall qu'à la conduction: 
4. Dans le domaine des champs magnétiques forts, pour un semi- 
conducteur intrinsèque on a R = 0 et pour un semiconducteur à con- 
duction mixte 
R1=Y Rè= Y eaña- (44.8r) 
(y 4 œ 
5. Dans le domaine de champs magnétiques faibles et dans celui 
des champs magnétiques forts la constante de Hall diminue pro- 
portionnellement à (u,B)° et à (14B)°° respectivement. 
6. L'étude de l'effet Hall est utilisée pour déterminer les con- 
centrations et les mobilités des porteurs de charge, leurs variations 
thermiques ainsi que pour la détermination des énergies d'activation. 
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4 


S 45. L’effet de magnétorésistance 


Pour analyser le phénomène de magnétorésistance nous partirons 
de l'équation cinétique générale. Considérons un semiconducteur 
de dimensions finies ayant la forme d'un parallélépipède dont les 
arêtes sont dirigées le long des axes d’un système de coordonnées. 
Ce semiconducteur se caractérise par des surfaces d'égale énergie 
sphériques et par l’existence d’un seul type de porteurs de charge. 
Posons que le courant soit dirigé le long de l’axe des x. La résistance 
du semiconducteur dans la direction du champ E, est déterminée 
par une équation du type (42.12): 


op? ei (Ki2)* 9 - 
Op—=eK;, LT Er Cu B° (45.1) 


que l’on peut écrire encore 


( End # | 
(ri) 


Le coefficient de magnétorésistance H est défini par la relation 


Op=en (rs) + en (45.2) 


H— PB —- Po 11 Aps = 9008. 1 (45.3) 


Po BB? po 68 
Connaissant H, la résistance p,; dans un champ appliqué B s'’écrira : 
Ps=PoA+ HE); 057 (45.4) 
Or, puisque ©, = e*K,,, les équations (45.3), (45.1) et (45.2) donnent 


l'expression 


H = — a 
G o , € (Ai2)° B2 
A 


(45.5) 


ou encore 
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Considérons un intervalle de champs magnétiques dans lequel. con- 
formément à (44.4), on est en droit d'écrire: 


que) Be — pe JU) HO BI 


_. n [(u) —-(u$) B°] — 
TBE pe HO BP 
(u)— (us) B°- [(u)--(u3) B?] 
= HP {a+ pe ET) 
= (u? 1+ Qu) qu» Jf° vil 


Dans le domaine des champs faibles (à la limite B = 0), on a: 
— (u2,2 
H = H,= HU 
(pL)“ 
7 (rs)(r)— (1) 


m*: (T)° 


équation qui montre que dans ce cas le coefficient de magnétorésis- 
tance est constant et que la résistance du semiconducteur croit 
proportionnellement à B*: 


Ps = Po (1 + HoB°). (45.9) 


A mesure que le champ magnétique croit, le coefficient de magnéto- 
résistance défini par l'équation (45.7) décroît, ce qui signifie que la 
vitesse de croissance de la résistance diminue. 

Dans le cas des champs forts (à la limite B — oc), on a: 


H = HET LE (Guy (ut) — 1). (45.10) 


Dans le domaine des champs forts le coefficient de magnétorésistance 
diminue proportionnellement à B”°. Il en résulte que dans les champs 
intenses la résistance du semiconducteur atteint une valeur desaturation : 


Pr & Po (1 + (nu) (u-1) — 1) = po (um) (u71) =ps. (45.11) 
La valeur limite de la magnétorésistance (saturation) 
APo = Po — Po — Pom) (71) — 1) = po ((t) (t-1) — 1) (45.12) 


dépend du mécanisme de la diffusion. 
Lorsqu'un seul mécanisme de relaxation est actif et de sorte que 
l'on a rt — 1,£', on peut écrire: 


“(Etre (3) 
doi 


On trouvera dans le tableau 12 les valeurs de [(t) (x-1)]-1 et de 
HB* pour plusieurs valeurs de p. 


(t) (T1) = (45.13) 
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Tableau 12 
D 0 = 1/2 | + DE 2 | 
9x 3 3x 
1,1—1 —— —= — Sms 
[ex) T1) | 1 | 75 864 | E 0,600 35 — os] = 
HB° | 0 0,116 0,400 | 0,705 | 0,914 


» 


On voit qu'une magnétorésistance positive arrive à saturation, 
dont la valeur limite est fonction de p. Lorsque p =+, le rapport 
+= atteint 12 % environ. 

Dans les semiconducteurs dégénérés H = 0 quels que soient des 
champs magnétiques, ce qui signifie que dans les semiconducteurs 
dégénérés et dans les métaux la magnétorésistance en première 
approximation est nulle. Pour obtenir des termes différents de zéro, 
on ne retiendra que certains termes du développement (3.42). Tout 
calcul fait, on trouve: 


Ho 


où 
H=< [0 (45.15) 


Ce résultat montre que dans les champs faibles la magnétorésistance 
varie comme le carré de l’induction magnétique B et dans les champs 
forts, la magnétorésistance arrive à saturation. 

Considérons maintenant un semiconducteur de dimensions finies 
renfermant des porteurs de charge de types différents. Conformément 
à (43.12) et (43.15), on a 


: 2 
(> (2217, ér)) re 


2 De (510 
; (3 care THE | 
œ 
ce qui donne pour les champs faibles: 
[D cart (12) —(u$) B°)]° 8° 
— — 3 2 EE  — 5 
CB > Ealla ((Maæ) — (Ua) B°) + [> care (he) — 3) 8°)] (45.17) 


[e 2 
Le 4 
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En ne retenant que les termes en B de puissance nulle et de puissan- 
ce 2, on trouve: 


[2 care (Hal 

V een GS) — a — 

. : 1j tata [> exña (Ua) | 

FR 

 Æ 68 >. Eaña (Ha) ) 
œ 


Considérons un semiconducteur intrinsèque pour lequel on doit avoir: 


(Mi)= Una; (Ue)=Upas (U3)= (Ha) Au; A1=A2=A; (45.19) 
(Ua) = (Ma) Ca Cr=C=C; m=n=n=p. 

En portant (45.19) dans (45.18) il vient : 
. A (ur — 15) 
ee 
D 

ÿ Up—Hn Fp [ 
Le sens de cette dernière équation est évident. En n'ayant affaire 
qu'à des porteurs de charge d'un seul signe, on a conformément à 
(45.8) H, = u; IC — A]. La grandeur C détermine la magnétorésis- 
tance apparue à la suite de la « rotation» des porteurs de charge sous 
l’action du champ magnétique ; le terme A° représente l'effet compensa- 
teur dû au champ de Hall (tient donc compte des dimensions finies 
du semiconducteur). 

Lorsque les concentrations des électrons et des trous contenus 


1; b3 
1Lb 


— A2 (1 —b} | .. (45.20) 


dans le semiconducteur sont inégales, on peut, en posant — ER 
tirer de (45.20) la relation suivante: 
2 (1+ xb) 2,2 (1—zb°)* 


Ho= CUS Gt) So Tab (45.21) 
Si les porteurs de charge sont du même signe, on a 
us [eo MExb) ae A+ ab) | 
Ho=4h; [ C (1 + rb) À TETE | (45.21a) 


où lp, est la mobilité des porteurs de charge à concentration p, 
(ou n,), z=EÆ,b ee 
5 a pi à , 

La magnétorésistance dans les champs forts peut être calculée 
en partant de l'équation générale (45.16). 

Considérons maintenant quelle serait la magnétorésistance d'un 
semiconducteur illimité. Ainsi que nous l'avons déjà souligné à 
maintes reprises, il n'apparaît dans ce cas aucun champ de Hall, le 
vecteur courant. électrique tourne d’un angle œ et il apparaît une 
composante du courant j. différente de 0. Conformément à (42.2), 
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l'expression définissant le courant 7. s'écrit : 


j= e° 


: de (45.22) 
les conditions aux limites étant : E = (£E., 0, 0) avec B = (0, B, O). 
Pour les différentes composantes du courant, l'équation (45.22) est : 


Jx — .. = OpxEx ; 

1: = 0; (45.23) 
fi = cr = Op:Ex. 
La conductivité 05, détermine le courant dirigé parallèlement au 
champ électrique lorsque le semiconducteur est soumis à l'action 
d'un champ magnétique; cette conductivité 63. dépend de B puis- 
que X;, dépend de B. La composante o:. détermine la conductivité 
le long de l’axe z, donc dans le sens du vecteur [ EB]. Cette conduc- 
tivité appelée conductivité de Hall est différente de o5,. Lorsqu'on 
parle de magnétorésistance on sous-entend une variation de la résis- 
tance du semiconducteur dans la direction du champ E, (ou de j.). 
Déterminons le coefficient de magnétorésistance 


sn 14. Cru) Ge) 


Fr p° Ge) Ge) 


Dans les champs faibles, en tenant compte des termes dont la valeur 
est de l’ordre de °B*, on a: 


7 — (U9)— (US) 8 (u°) y _ (4) \ pe 2 
H (u)—(u3) B (u) 1+ | (u) (3) )2 } ee) 


(45.24) 


Pour des valeurs du champ telles que 4 B? Æ 0 (B —+0) on a: 


(u3 2 (TS : 
Ho= = pi = Cuë. (45.26) 
En comparant (45.26) à (45.8), nous constatons que les valeurs cor- 
respondantes de H, se distinguent par le coefficient de uà qui est 
égal à C dans le cas d’un semiconducteur infini et à C — A*° dans 
le cas d'un semiconducteur de dimensions finies. Ceci montre que 
dans un semiconducteur de dimensions finies l'effet de magnétoré- 
sistance est moins marqué car il se trouve partiellement compensé 
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par le champ de Hall. Il ressort de (45.26) que: 
i 


Ho \2 un 
Ua = (©) . (45.27) 
Dans un champ magnétique fort: 
2. qu) _ e° (T}° 1 Re 25 9 
He nee on M es SES 


tandis que dans un semiconducteur de dimensions finies H, est défini 
par la relation (45.10). Dans un semiconducteur illimité H est indé- 
pendant de B aussi bien dans les champs faibles que dans les champs 
forts, donc p = Po (1 + HB*) aussi bien pour B —+0 que pour 
B — co. Ce dernier résultat est évident : à mesure que le champ ma- 


gnétique croît, le rayon r— L (p étant l'impulsion) des trajectoires 
circulaires des porteurs de charge diminue, tandis que la dérive le 
? L ® Q B x 
long de l’axe z s'effectue à une vitesse u — E * desorte que la résis- 
tance croît indéfiniment. On donne dans le tableau 13 les valeurs de 
a correspondant à un semiconducteur illimité et à un semicon- 
d 


ducteur de dimensions finies. 


d 
(dim. finies) 


Tableau 13 
1 1 3 À 5 
P OÙ — | 3 | ne | 2 - 3 
H | 
u? 0 0,38 0,11 0,56 2,98 7,7 | 9,2 


Les données du tableau 13 laissent apparaître que, dans un champ 
faible, le coefficient de magnétorésistance d’un semiconducteur 
illimité est plusieurs fois plus grand que celui d’un semiconducteur 
de dimensions finies, leur rapport étant fonction de p, par exemple, 


pour p — Las , ils diffèrent de 11 fois. Cette différence augmente à 
mesure que le champ appliqué croît. On a représenté fig. 68 la varia- 


$ 45] L'EFFET DE MAGN£TORESISTANCE 319 


tion dela magnétorésistance de InSb en fonction de la forme de l'échan- 
tillon étudié. Cette figure montre que Le champ de Hall joue un rôle 
compensateur d'autant plus important que le rapport épaisseur-longueur 
de l'échantillon est plus faible. À la limite, lorsque l'échantillon prend 


Pé 
Po 


(S 
& 


DATES 


/ 
4 5 #0 Bke 


Fig. 68. Variation de la DAPAEMRASRee en fonction de la forme de l'échan- 
tillon : 


4): 2)5:3) 2: 4) 1:5)0,4:; 6) N (disque de Corbino) 


la forme d'un disque (disque de Corbino), il se comporte comme un 
semiconducteur « illimité». 


Pour conclure ce paragraphe, considérons la magnétorésistance 
d'un semiconducteur illimité comportant plusieurs types de porteurs 
de charge. Dans ce cas l'expression du courant électrique s'écrira : 


=(S Ki) E+ (D Kixw)LEB], (45.29) 
les composantes du courant étant: ‘ 
je = (D eSKi1ç)) Ex= OnxE, 
y = 0; (45.30) 
j= D À KaBEs= 098. (45.31) 
a 


Le coefficient de Mare est 


2) ‘ana [He — (Er u2 æ)] 
D © 
B? 2 car (Em) 
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dans les champs faibles: 
D Eaña (Ua) > Ca H0a 


H=H,==———— en s 45.33 
; > Eanta (La) > Oa ) 
Le À 
dans les champs forts: 
D Eaña (Ua) 2 Oa 
à 
>) ana (US) ee FE 
à Le à 
S oœHa, 
H”! = EE _— e 45.34 

= (45.34) 
(o 4 


Dans le cas d’un semiconducteur à conduction mixte soumis à l’action 
d’un champ magnétique faible: 


ChPU? —Canur Cpur 1 + xb3 1 + rb3 
Ho Plp—fUn  Püp 1+zb PTE (45.35) 
où 
DC se 45.36 
p = Wplp = M  : (45.36) 
L'expression correspondant au cas d'un champ fort sera d’une forme 
analogue. 


La théorie de la magnétorésistance que nous avons examinée 
ne s’applique qu'aux semiconducteurs caractérisés par des masses 
effectives scalaires. 

Dans les semiconducteurs dont la masse effective est un tenseur 
on peut s'attendre à ce que la magnétorésistance soit anisotrope. 
Parmi les anomalies que l’on constate dans ce cas, on trouve la ma- 
gnétorésistance négative que l’on interprète actuellement comme une 
manifestation des états d'impureté. 

On a représenté fig. 69 la relation entre la magnétorésistance 
et le champ magnétique d'un échantillon d’une solution solide 
des tellurures de cadmium et de mercure Cd.,Hg,_,Te (x Æ 0,25). 
On discerne aisément sur ce graphique la région d'une magnétoré- 
sistance négative. 

La valeur de la magnétorésistance dépend de la température, 
puisque la concentration des porteurs de charge varie en fonction 
de celle-ci. À titre d'exemple on a représenté fig. 70 la variation 
thermique de la magnétorésistance d’une solution solide 


Cd.Hg,_,Te (x = 0,25). On constate que cette courbe JE (T) pos- 
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sède un maximum. La fig. 74 réprésente la variation de la constante 
de Hall en fonction de la température de ce même semiconducteur. 


AP 
P 


O4 


0,004 


- 0,002 


B,kGS 
Fig. 69. Magnétorésistance négative 


La comparaison de ces résultats expérimentaux montre que le maxi- 
mum de la magnétorésistance se situe aux températures où se mani- 
feste l’inversion du signe de la constante de Hall, donc là où se pro- 
duit le changement de type des porteurs de charge jouant un rôle 
prédominant dans les effets galvanomagnétiques. La diminution 
de la magnétorésistance à proximité de la température ambiante 
doit être attribuée au fait qu’à cette température le semiconducteur 
devient presque intrinsèque, le gaz électronique étant . dégénéré. 


21—0898 
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Fig. 70. Variation en fonction de la température de la magnétorésistance d'une 
solution solide Cd,Hg,_,Te 
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Fig. 71. Variation de la constante de Hall en fonction de la température 
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Résumé du $ 45 
4. La variation que subit la résistance}d'un semiconducteur 
soumis à l’action d'un champ magnétique est déterminée par le 
fait que celui-ci incurve constamment la trajectoire des porteurs 
de charge. On caractérise l'effet magnétorésistif par le coefficient H : 


___ 1 pB—po __Î Co—0g 
Sn BE ge (45.1r) 
qui permet de mettre la résistance p, sous la forme: 
PB = Po (1 + HE). (45.2r) 


2. Pour un semiconducteur de dimensions finies placé dans un 
champ magnétique faible le coefficient H reste constant, tandis que 
dans le domaine des champs forts H = B”°, ce qui entraîne que la 
résistance du semiconducteur tend à une valeur de saturation. 

3. Dans le cas d’un semiconducteur illimité, le coefficient H 
reste constant aussi bien dans le domaine des champs faibles que 
dans celui des champs forts ; on notera cependant que dans ces deux 
cas la valeur du coefficient X est différente. 


$ 46. La conductibilité thermique des semiconducteurs 


Si on soumet un semiconducteur à un gradient de température NT 
il s'établit un flux d'énergie W dirigé dans un sens contraire à celui de 
VT : 


W = —xVT. (46.1) 
La grandeur x — D appelée coefficient de conductibilité thermi- 
que, est numériquement égale à la quantité d'énergie traversant 
par unité de temps une section unité du corps solide dont les extré- 
mités sont sous des températures différant de un degré. En unités 
SI x s'exprime en J/(s-m°-degré/m) — W};(m-degré). En détermi- 
nant W on suppose que le corps solide n’est le siège d'aucun autre 
phénomène physique. La conductibilité thermique assure donc une 
transmission d'énergie d’une « source de chaleur» à un « réfrigé- 
rateur». Dans un système ne comportant ni source de chaleur ni 
réfrigérateur, mais dans lequel un gradient de température a été 
créé, il se produit une égalisation de température, ce qui signifie 
que le système tend vers un état d'équilibre thermique. 

La transmission de chaleur s'effectue par deux mécanismes diffé- 
rents. 

La conductibilité thermique conditionnée par le mouvement des 
porteurs de charge est appelée conductibilité par électrons ou par trous. 
Ce type de conductibilité est caractérisé par le coefficient de conducti- 
bilité thermique %x.. Le second mécanisme est déterminé par les 
vibrations thermiques du réseau cristallin. Les atomes (ou les ions) 


21° 
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du réseau oscillant autour de leur position d'équilibre échangent 
de l'énergie. Si un yradient de température est créé dans le corps 
solide, l'échange d'énergie s'effectue de telle sorte que les atomes 
dont l'amplitude des vibrations est plus grande transmettent de 
l'énergie aux atomes dont l'amplitude de vibrations est plus faible, 
donc dans le sens d’une diminution de température. La conductibi- 
lité thermique déterminée par les vibrations du réseau est dite conducti- 
bilité thermique phonique ou conductibilité thermique du réseau; on 
la caractérise par le coefficient de conductibilité thermique x. 
La conductibilité thermique totale est définie donc par une gran- 
deur %x: 


KL = Ke + #L:. (46.2) 


La grandeur %. doit être liée aux propriétés élastiques du solide 
considéré, tandis que la grandeur x. doit dépendre de la concentra- 
tion des porteurs de charge. Dans les diélectriques x © %., tandis 
que dans les métaux x. © xL. Dans les semiconducteurs la grandeur 
x. doit dépendre fortement de la composition et de la température 
de ceux-ci. Dans ce qui suit nous n'étudierons que la conductibilité 
thermique déterminée par les porteurs de charge. 

Nous commencerons notre analyse en récrivant l'équation (38.20) 
déterminant la densité du courant électrique et l'équation (38.21) 
déterminant la densité du flux d'énergie pour le cas où le corps 
n’est soumis à aucun champ magnétique (B = 0): 


j=(cE—T7V+)ekKu—ekKu (46.3) 
et 
W — (cE—7v+) Ka—Kn (46.4) 


Calculons le coefficient de conductibilité thermique x, défini par 


la condition : 
W = —x,VT, (46.5) 


j = (0. (46.6) 
La condition (46.6) et l'équation (46.3) permettent de déterminer la 
quantité (ee _ TV+ }que l'on porte dans (46.4), ce qui donne: 


en supposant que 


eE—Tv+= RER VT, (46.7) 
Ki VT Kaki — Ki 
W=xr VT—As TT — ou (46.8) 
On peut tirer maintenant de (46.8) et de (46.5): 
x, = SA KE (46.9) 


KT 
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Li 


ou encore : 


__ _n (E)(Et)—(E=} 
he or + (46.10) 


Pour un semiconducteur non dégénéré, en supposant que le temps 
de relaxation est une fonction puissance de l'énergie, l'équation 
(39.30) permet d'écrire : 


_n_ SkTT 
m* 4 


. (46.11) 


Ke = 
a... 


Dans cette dernière expression figure une constante +, dont la valeur 
nous est inconnue. On peut cependant l'éliminer en prenant le rap- 


port de x, et de oc. Plus précisément on prend le rapport . = LL; 


qui est indépendant de x, et que l’on désigne sous le nom de nombre 
de Lorentz: 
_Xe __KykKy—ÆKi 9 
L=— =— GKaTz (46.12) 
A l’aide de l’équation (46.11) le nombre de Lorentz s'exprime dans 
le cas d’un semiconducteur non dégénéré par la relation : 


L= 


Kaki — A3  (< le (46.13) 


mme CE — —— l 

eK?,T? e \2 TP 
Nous pouvons constater que le ncmbre de Lorentz ne dépend que de p. 
En exprimant %x.en fonction de © et de Z, on trouve: 


Ze = 11 = ÀT (3+p), (46.14) 
=0LT=$ (++ p) 07. (46.15) 


L'équation (46.14) exprime La loi de Wiedemann-Franz. 
Pour un semiconducteur dégénéré le nombre de Lorentz est défini 
par la relation 


pan (46.16) 


que l’on obtient n’en tenant compte que des termes supérieurs du 
développement (3.42), c’est-à-dire en deuxième approximation. 
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Dans le cas où le semiconducteur comporte des porteurs de charge 
de types différents, on utilisera pour calculer >%x, les équations sui- 
vantes : 


1 D (ee Ki1mE— TV ea Ke) due D eaKaa = 
œ 


[e 2 


= (> Ke) E— 2 eaKtmVFa) us 
œ œ 


; T = 
+[> Ca (Kite Fa — Kai) | Fr = 0 (46.17) 
œ 


et 
W = ( > CE K astu) E— (> KatVFa) + 


+[S KasmEe— Kai) | (46.18) 


Dans ces deux équations le symbole du niveau de Fermi est 
muni de l'indice a que l’on ne doit pas omettre puisqu: le calcul 
des coefficients cinétiques s'effectue en prenant pour origine des 
énergies la valeur £, (£,. ou E,). Autrement dit, l'énergie de chaque 
type de porteurs est comptée à partir de son origine, donc La valeur de 
l'énergie de Fermi correspondante doit être calculée dans un système 
de référence approprié. I] en résulte que F est exprimé par des rela- 
tions différentes pour les électrons et les trous. Leur somme donne: 


Fa + F, =(F— Es) + (E; — FE) = —AË,, (46.19) 


où F représente la position «vraie» du niveau de Fermi rapporté à 
un système de référence commun aux électrons et aux trous. 
Lorsque les F, sont différents, les valeurs de VF, peuvent cepen- 
dant être identiques au signe près, puisque VF, détermine la force 
qui agit sur les porteurs de charge de type a, cette force étant déter- 
minée par une répartition non uniforme de l'impureté. Posons 


VF, = —e, Ei. (46.20) 
Nous pouvons tirer de (46.17) la valeur de E + E': 


> (Kate — FaKiito) €a 


E+E'- © 


46.21 
(D Kite) d : | 
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$ 45] 
En portant cette dernière expression dans l'équation (46.18), il 
vient ! 
[25 a (Kettu)— FoK11t)] 
W — —, VT = eoK | —_—_— —_——————— + 
= Fo (D Kite) 
œ 
VT 
+ à (FaK ose — Ksico) P (46.22) 
œ 


Considérons un semiconducteur à conduction mixte. Conformément 
à l'équation (46.22) la conductibilité thermique x, s'écrira: 


— (Resp — Ken) (Raip—FpKiip— Ken + Fn nKain] | 
cg (Kisp + Kiin) T 


FpKeip—Ksip+ FnKein — Ksin 22 
a — 


DS es Je 1. 


== 22 
Kia (1+ Jr LE 
CO ST 


La conductivité électrique peut être représentée par l'équation: 
= & (Kyp+ À Ki (4 Fu 46.24 
Ep(K sp + Ain) = Ksip LR . (46.24) 


Calculons maintenant le nombre de Lorentz ou plus précisément 
le produit Le*°T*: 


Koin Ÿ K\1 
. _ Ann K: (1-2 =) (F _p, An } 
2 Kip Koip se à Ka. P # Kitp 
en Aûp (1+ Kiin \? K ; ET 2 on 
A A 
| F oin : Sin “ 
Koip p+Ën Ko1 | K3, K31 
} p p p 
= — ———2—_— + —_—— (46.25) 
Atp (1+ A in ) Kiip (1+ Kiin 
Kiip K41p 
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Examinons maintenant les rapports des différents coefficients ciné- 
tiques : 


Kiin = phase nn . 46.2 
Kiip Pup” 9) 
Koin . (Tp} (Tn)} è 

Ko1p E ((Tp)) (Tn) s (46.27) 
K3in _ ((K(Tn)}} (tp) . ( 46.28) 


Kap Un) (tp) ? 


Koip _ (tp). Kaip _ ((tp})) 


Kiip ne (Tp) ” Kiip (Tp) 


(46.29) 


Dans le cas où il n'existe qu'un seul mécanisme de diffusion, les 
rapports des coefficients cinétiques peuvent être exprimés à l'aide 
de la fonction gamma : 


K21p T ( 2 ) 5 T 0 


[1 ressort des équations (46.26) à (46.29) que 


Eur _ y (Z+) Hein. ME) (46.32) 


K 9 ! Ko . 
#P r(++rp) re r(++r) 


où Pr, et pp caractérisent la relation entre le temps de relaxation et 
l'énergie des électrons et des trous. 

Le rapport des coefficients cinétiques X,; (&) est égal au rapport 
des concentrations et des mobilités, donc égal aux conductivites, 
de sorte que 


Kritn r 
Rest) 2 7j 2 Gn NZ), (46.33) 
Kritp) l (S+r+r) TP r (S+r+ Pp) 
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Connaissant les rapports des coefficients cinétiques, nous pouvons 
calculer maintenant la grandeur ZL (pour p, = P»): 


cal, 
FE 
(ss) (res) 


LeTe= — (++ p) (KT? 


+($+p) GT) 


5 (F+r Op 5 7 nn 
— (+ + p) CT) + (+ p) (+ p) (AT). (46.34) 


(1482) 
Dans Ie cas où 6,/0, = 1, l'équation (46.34) nous donne 
LeTe=(++p)[(z+r)+ 2 ]UTR (46.35) 
et 
Le (Si+pr)[(5+r) +51. (46.36) 


En comparant (46.36) et (46.13) nous pouvons constater que 
dans le cas où le semiconducteur comporte deux types de porteurs de 
charge, le coefficient de Lorentz et donc la conductibilité thermique 


deviennent [+ +p+5e | fois plus grands que dans le cas où il n'y 


a que des porteurs de charge d'un seul type. 

Ce dernier résultat a un sens physique bien évident. Lorsqu'on 
applique un gradient de température, il s'établit un flux de diffusion 
des porteurs de charge : mais l’établissement de ce flux entraîne une 
séparation des porteurs de charge et donc provoque l'apparition 
d'un champ électrique qui s'oppose au déplacement des porteurs de 
charge assurant leur séparation. Conformément à la condition initiale 
(46.6), le courant total j — 0. Donc les flux des porteurs de chürge 
dans le sens de V T el dans le sens opposé doivent être égaux. Or, puisque 
les porteurs de charge se déplaçant dans le sens du gradient de tempéra- 
ralure (donc vers l'extrémité plus chaude) pcssèdent une énergie 
plus faible que celle des porteurs de charge se déplaçant dans le 
sens opposé à celui de VT (se dirigeant donc vers l'extrémité froide 
du corps), on obserre un transfert d'énergie de l'extrémité chaude vers 
l'extrémité froide qui ne s'accompagne pas d'un transport de charges 
électriques. La conductibilité thermique résultante sera relativement 
faible et ne doit pas dépendre de la position du niveau de Fermi, puis- 
que ce phénomène n'est déterminé que par la différence d'énergie 
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des flux des porteurs de charge venant des deux extrémités du solide. 
Cependant lorsque le semiconducteur comporte deux types de por- 
teurs de charge de signes différents, les flux de diffusion des porteurs 
de charge donnent lieu à l'apparition des champs électriques orien- 
tés dans des sens opposés. Dans ce cas le champ électrique résultant 
sera petit puisqu'il doit satisfaire à la condition j — 0, mais les 
flux des porteurs de charge de signes opposés orientés dans le même 
sens produisent des courants électriques de sens opposés. Le champ 
électrique étant faible, il ne peut s'opposer à la circulation des porteurs 
de charge et le flux de particules sera donc important. Ce flux des par- 
ticules, bien qu'étant déterminé par un gradient de concentration, 
ne produira pas une égalisation des concentrations, puisque dans 
la partie du solide se trouvant à plus haute température, des paires étec- 
trons-trous seront constamment générées, tandis que dans la partie 
froide la recombinaison des porteurs de charge sera supérieure à leur 
génération. Chaque acte de recombinaison électron-trou s'accompa- 
gne d'un dégagement d'énergie AË,, énergie qui est consommée à 
l'extrémité chaude pour la production de ces paires. On en conclut 
que chaque paire de porteurs de charge transporte une énergie supplé- 
mentaire ÂË, et c'est ce qui détermine un fort accroissement du nombre 
de Lorentz et donc du coefficient de conductibilité thermique. 

Dans le cas d'un semiconducteur intrinsèque on doit avoir 


—_— b, et donc: 
p 
mg sa __AËo __ [5 ls à 
Le (s+r){(s+r) + +) }- 
(46.37) 
Cette dernière équation montre que lorsque b — 1, celte équation 
se confond avec l'équation (46.36) puisqu’alors ©, — 0,. Lorsque 


b £ 1, le nombre de Lorentz L devient plus petit, sa diminution 
étant d'autant plus forte que la différence de mobilité est grande. 
Dans le cas où b S 1 l'équation (46.37) s'écrit : 


L=(i+p)[1+58 7]. (46.38) 


Lorsque b —+ o l'équation (46.38) se réduit à (46.32) puisque ce cas 
est équivalent à une conduction par un seul type de porteurs de 
charge. 


$ 47. Les effets thermoëélectriques 


On dénombre trois effets thermoëélectriques: l'effet Seebeck, l'effet 
Peitier et l'effet Thomson. Nous commencerons par une étude quali- 
tative de ces différents effets. 

1. L'effet Seebeck ou effet thermoélectrique. Soient deux corps 
différents se trouvant en contact (fig. 72). Si les deux contacts se 
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trouvent à des températures différentes, l'un à T et l'autre à T + dT, 
il apparaît dans ce circuit fermé un courant dit courant thermoëlec- 
trique. Si on provoque dans ce circuit une rupture, on constate 
qu'entre les extrémités de ce circuit ouvert il apparait une différence 
de potentiel que l’on appelle force thermoëélectromotrice. Seebeck qui 
découvrit ce phénomène constata que la différence de potentiel 
d£* aux bornes d'un circuit ouvert dépend de la différence des 
températures et de la nature des matériaux utilisés: 


dés = Œio at. (47 1) 


Par convention d&,: (et 2) est une grandeur positive si le potentie 
du contact «chaud» est supérieur au potentiel du contact « froid» 


Fig. 72. Schéma de l'effet thermoélectrique 


D'autre part, d&;,e = —d£:, et x = —@:,. Dans le cas de la 
fig. 72, si dé,: >> 0 le courant circule dans le sens des aiguilles d’une 
montre et si d&,: 0, Le courant circule dans le sens contraire. Autre- 
ment dit, lorsque d&,: > 0, cela correspond au transfert au point 
du contact « chaud» des charges positives du matériau Z au maté- 
riau 2, et lorsque d&,: -< 0 ce transfert se produit dans le contact 
« froid». La grandeur «&,, qui caractérise un couple de matériaux 
est appelée force thermoélectromotrice différentielle. Elle peut dépendre 
de la température, de sorte que la f. t. 6. m. qui se manifeste dans 
un circuit dont les deux contacts accusent une différence des tem- 
pératures T, — T, est égale à: 


T2 
= | ae (T) AT. (47.2) 
T1 


Considérons d'une manière qualitative l'apparition d'une 
f. t. é. m. dans la région de contact de deux métaux differents. 
On sait que dans tout système se trouvant en état d'équilibre ther- 
modynamique le potentiel électrochimique (niveau de Fermi) doit 
être le même en tous les points du système considéré. Lorsque nous 
établissons le contact entre deux métaux, leurs niveaux de Fermi 
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doivent se confondre. Cependant si ces métaux se caractérisent par 
des concentrations électroniques différentes, les énergies de Fermi 
évaluées à partir du bas de la zone de conduction de chacun des 
métaux seront forcément différentes et de ce fait £., sera différente 
de Æ,.., les énergies de Fermi étant elles-mêmes différentes. La diffé- 
rence E.: — E,\ représente la hauteur de la barrière de potentiel qui 
apparait dans le contact ; on l'appelle différence de potentiel de contact 
interne U'. La valeur de U' est déterminée par la différence des éner- 
gies de Fermi dans les métaux utilisés : 


vi, (47.3) 
Le contact est donc le siège d’un champ électrique qui est localisé 
dans une mince couche entourant la surface de contact. 

Si on prend deux métaux différents pour en former un circuit 
fermé, la différence de potentiel U* apparaît aux deux contacts. 

Il est évident qu'aux deux contacts le champ électrique sera 
dirigé dans le même sens: dans le sens correspondant au passage de 
la plus grande valeur de F à la plus faible. Autrement dit, en parcou- 
rant le long du circuit fermé, un des contacts sera parcouru dans 
le sens du champ et l’autre, à l’encontre du champ électrique. La 
circulation du vecteur E est donc nulle. 

Supposons maintenant que la température d’un des contacts 
ait été modifiée de d7T. Puisque l'énergie de Fermi dépend de la 
température, U' doit varier. 

Mais toute variation de la différence de potentiel de contact 
interne doit s'accompagner d’une variation du champ électrique 
à l'un des contacts, pour cette raison la circulation du vecteur E 
sera différente de zéro, ce qui correspond à l’apparition d'une f. é. m. 
dans le circuit fermé. 

2. L'effet Peltier ou effet électrothermique. Si on fait passer à 
travers le contact de deux matériaux différents un courant électrique, 
le contact sera le siège d'un dégagement ou d'une absorption de chaleur 
suivant le sens du courant. Cet effet est appelé effet Peltier. En inver- 
sant le sens du courant, on inverse le signe de l'effet. La quantité 
de chaleur et le signe de l'effet thermique dépendent de la nature 
des matériaux en contact, de l'intensité de courant et de la durée 
du passage du courant. Autrement dit, la quantité de chaleur dégagée 
est proportionnelle au nombre de charges ayant traversé la surface 
de contact dq = Jdt: 


dQ = IT,e7 at. (47.4) 


La notation dOQ,. (et IL,.) signifie que le courant circule en passant 
du matériau / au matériau 2, tandis que la notation dQ., (et IT.,) 
indique que le courant circule en sens inverse (du matériau 2 au 
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matériau /). Il est évident que: 
dO, = IL,,7 dt — — dQ —= — IL7 dt. (47.9) 


Lorsqu'on observe un dégagement de chaleur, on considère cette 
quantité de chaleur comme positive, donc lorsque le courant passe 
du matériau i au matériau j et que l’on observe un dégagement de 
chaleur, on doit avoir Il;; > 0. 

Il a été établi que si Le sens du courant extérieur est celui du courant 
thermoëélectrique qui apparaît lorsqu'on échauffe le contact considéré, 
ce contact doit se refroidir. Ce résultat se laisse aisément interpréter 


Metal Semiconducteur 


Fig. 73. Schéma énergétique d'un es entre un métal et un semiconducteur 
e type nñn 


par application de la loi de la conservation de l'énergie. Lorsque 
nous chauffons un contact, il apparaît un courant thermoélectrique 
dont le sens doit être tel que la chaleur apportée soit absorbée 
dans le contact, donc si le courant applique circule dans le même 
sens que le courant thermoslectrique, le contact doit se refroidir. 

Il est facile d'expliquer la raison de l’apparition de l'effet Peltier 
en considérant le schéma énergétique d’un contact entre un métal 
et un semicondäücteur (fig. 73). On sait que dans un métal la conduc- 
tion est due aux électrons possédant une énergie voisine du niveau 
de Fermi. Dans un semiconducteur (électronique dans le cas consi- 
déré) le courant est dû aux électrons de la bande de conduction. La 
fig. 73 montre que l'énergie moyenne des électrons de conduction 
du semiconducteur est plus grande que celle des électrons du métal, 
la différence étant égale ou supérieure à £, — F. Pour que les élec- 
trons puissent passer du métal au semiconducteur ils doivent sur- 
monter une barrière de potentiel d’une hauteur égale à EE. — F: 
ils ne pourront le faire qu’à condition d'emprunter de l'énergie au 
réseau, ce qui entraîne un refroidissement du métal au voisinage du 
contact. Il est évident que la quantité d'énergie empruntée dépend 
du nombre d'électrons traversant le contact, donc de la charge totale 
transportée. Si on inverse le sens du courant, les électrons passant du 
semiconducteur vers le métal possèdent un excédent d'énergie vis-à- 
vis des électrons du métal ; pour arriver à l'équilibre, les électrons 
ayant traversé le contact cèderont leur excédent d'énergie (égal ou 
supérieur à £. — F) au réseau métallique, ce qui entraînera un 
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échauffement du contact. Il ressort de ces considérations que le 
coefficient d'effet Peltier relatif à un contact entre deux métaux 
doit être notablement plus petit que dans le cas d’un contact entre 
un métal et un semiconducteur ou dans celui d’un contact entre deux 
semiconducteurs. 

On peut donner une autre explication encore à l'effet Peltier. 
A proximité de la surface de contact de deux corps différents s’éta- 
blit un champ'électrique interne de contact. Si on fait passer à travers 
le contact un courant électrique, ce champ pourra soit favoriser, 
soit s'opposer au passage du courant. Si Le courant est dirigé à l'encon- 
tre du champ de contact, la source d'énergie électrique extérieure doit 
Journir une énergie supplémentaire qui se dégage dans le contact et 
provoque ainsi son échauffement. Dans le cas où le sens du courant se 
confond avec celui du champ interne, le courant est maintenu grâce 
à l'existence de ce champ qui assume le travail de déplacement des char- 
ges électriques. L'énergie correspondant à ce travail est empruntée au 
corps solide et le contact subit un refroidissement. 

Les effets Seebeck et Peltier peuvent se manifester non seule- 
ment aux surfaces de contact, mais également dans le volume d'un 
semiconducteur non homogène. 

3. L'effet Thomson ou effet électrothermique Thomson. Lorsqu'un 
semiconducteur est soumis à un échauffement non homogène, la 
concentration des porteurs de charge doit être plus grande dans la 
région la plus chaude, de sorte que l'existence d’un gradient de tem- 
pérature entraîne l'existence d'un gradient de concentration des 
porteurs de charge ; il en résulte un flux de diffusion des porteurs de 
charge. Cela entraîne une rupture de la neutralite électrique du 
semiconducteur. Une répartition non uniforme des porteurs de charge 
fait naître un champ électrique qui s'oppose a un renforcement de 
l'inhomogénéité électrique. Donc lorsqu'un semiconducteur est soumis 
à un gradient de température, un champ électrique E* appait dans son 
volume. 

Supposons maintenant qu'on fasse traverser ce semiconducteur 
par un courant électrique dû à un champ électrique extérieur E. 
Si le courant est dirigé à l’enccntre du champ intérieur E, le champ 
extérieur doit fournir un travail supplémentaire pour déplacer les 
charges électriques dans le champ E, ce qui entraîne un dégagement 
de chaleur excédentaire par rapport à la chaleur de Joule. Par con- 
tre, si le courant (ou le champ extcrieur E) est dirigé dans le même 
sens que E, le champ E' effectue de lui-même le travail de déplace- 
ment des charges, qui représente le courant electrique. Dans ce dernier 
cas la source extérieure d'énergie dépense moins d'énergie pour 
maintenir le courant que dans le cas où il n'y aurait pas de champ 
E’. Le champ E' ne peut fournir du travail qu’au dépens de l'énergie 
thermique du conducteur lui-même qui de ce fait se refroidit. L'effet 
de dégagement ou d'absorption de chaleur qui se manifeste dans un 
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conducteur soumis à un gradient de température et traversé par un cou- 
rant électrique constilue l'effet Thomson. Lorsque les champs E et E' 
sont de sens opposé, le conducteur s'échauffe, et lorsque ces deux champs 
sont dirigés dans le même sens, le conducteur se refroidit. Thomsen a 
établi que la quantité de chaleur dégagée dans un élément de volume 
dV peut. être décrite par la relation: 


dQ—=—*+(VTj)dtdV; dV=Sdl, (47.6) 


où 7 représente le coejficient d'effet Thomson. 

Il existe entre les coefficients &;., Il, et t une certaine relation 
que l’on peut ctablir à l’aide de considérations de thermodynamique. 

Les effets thermoélectriques sont utilisés pour la réalisation de 
thermogénérateurs, de thermocouples, ainsi que d’autres dispositifs 
encore. Ïls se manifestent lors des mesures des propriétés physiques 
des semiconducteurs. En effet, si lors d’une expérience les contacts 
électriques reliant le semiconducteur au circuit extérieur se trouvent 
à des températures différentes, la force thermoélectromotrice qui 
apparaît est susceptible de fausser les résultats des mesures. 

Passons maintenant à une étude théorique des effets thermoélec- 
triques en nous basant sur l'équation cinétique de Boltzmann. Com- 
mençons par écrire les équations déterminant le courant électrique 
et le flux de chaleur dans le cas le plus général mais en absence de 
tout champ magnétique appliqué (B = 0): 


= CRUE —eKuTV E—eKa (47.7) 
W=eKE—KaT VE Ka: (47.8) 


En tirant E de (47.7) et en le portant dans (47.8), il vient : 


1 È F VT 
E=—— [i+ eKTV ++ eKa 1= 
j 1 Koy— FKs = 
= arte Et VI. (47.9) 


Le champ E comporte trois termes: le premier est déterminé par l'eris- 
lence du courant j, donc par la chute de tension ohmique, le second est 
lié à l'inhomogénèéité du matériau semiconducteur, et le troisième à ce 
qu'il ne se trouve pas dans des conditions isothermes. Pour déterminer 
W, il suffit de porter l'expression (47. 7 dans l’é sn (47.8) : 


W = res _ {i+ eKuTV + +eku 
PRE (47.10) 


eK4 TK: 


Cette équation montre que le transport d'énergie doit être attribué 
à une circulation des porteurs de charge donnant lieu à l'apparition 
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du courant j, ainsi qu'à leur mouvement désordonné qui détermine 
la conductibilité thermique %.: 
1 CPS 
W= ik VT = Uj—xevT. (47.11) 
Reprenons l'expression déterminant E. Dans le cas où le courant 
est nul (j = 0), on a: 
E- vr+ As FAu 


Dr VT. (47.12) 


Le champ électrique qui apparait du fait de l'existence d'un gradient 
de lempérature est appelé champ thermoëlectrique : 


ETES STORE 
E° = APE QT = av. (47.43) 


La grandeur « porte le nom de force thermoélectromotrice différentielle 
absolue et se caractérise par la relation : 


_ K 4— FK4 
= TR (47.13a) 


Introduisons une force thermotlectromotrice intégrale absolue V+- 
en posant : 


T 
Vr= [a E&, (47.14) 


Û 
V- doit être fonction de la coordonnée puisque la température en 
est fonction. Le gradient de V, est: 


VVr= ST VT=a(T)VT=E. (47.15) 


Ceci montre que V- est égal au potentiel d'un point donné changé 
de signe: 
Vr (T (r)) = — (7 (r)). (47.16) 
En utilisant la notation usuelle d'une différence de potentiel entre 
les points 7 et 2 
Pi = P(1)— (2), (47.17) 
on peut écrire: 
Pre = Vr(2)—Vr(1). (47.18) 
Puisque le champ électrique E*se détermine comme le gradient 
d'une certaine fonction et c'est donc un champ potentiel, la circula- 
tion de E° le long d’un circuit fermé doit être nulle : 


S— —& (E* dl) =0, (4T 19) 


$ 47] LES EFFETS THERMOËLECTRIQUES 337 


ce qui signifie que la force électromotrice 8 est nulle. Il en résulte 
l'impossibilité de déterminer la valeur de la force thermoélectromotrice 
absolue œ ou celle de Vr. Le champ E% défini par | équation (47.12) 
ne peut donner lieu à l'apparition d'une f. é. m. et d'un courant élec- 
{rique dans un circuit fermé constitué par un seul et même matériau. 
Cependant si le circuit est constitué par deux ou plusieurs matériaux 
différents, la circulation de Et peut être différente de zéro et le circuit 
fermé peut être le siège d'un courant électrique. I] convient donc de 
considérer un circuit constitué par les matériaux Z et 2 (fig. 72). 
La circulation du vecteur E% est: 


B A 
8=832= — À (E*dl)= — | (E* dl); — | (E* di). = 
A B 


A B 
=—{c, (VT dl) + | «(V7 di) = 
B A 


T(B) T(B) 
= { (æ—a)ar= | axar. (47.20) 
T(A) T(A) 


C'est la mime équation que (47.2) et il en résulte que la f. £. é. m. 
différentielle relative «,, représente La différence de deux forces thermo- 
électromotrices différentielles absolues: 


yo — Œo — Œie (47.21) 


Dans les semiconducteurs dégénérés et dans les métaux K,, — 
—= FK;,, et de ce fait & — 0. Pour obtenir des valeurs non nulles, 
il faut prendre en considération un plus grand nombre de termes 
du développement en série donné par l'équation (3.42). On trouvera 
tout calcul fait: 


a° KT O[lIno(E)] 


Bent eV BEA 
où 
4{Ino(E)] ST = 
2 er ei SE 


de sorte que finalement 
n° KT 
(e ES En FF ‘ (47.24) 


Par exemple, pour T & 309°K et F — 10 eV, a = 104 V/degré. 
La f. t. é. m. relative doit être du même ordre de grandeur. L'équa- 
tion (47.24) peut être obtenue en considérant la dépendance de 
l'énergie de Fermi de la température. En effet, si on tient compte 


22 0898 
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de ce que _ Æ 0 et si on définit & par la relation : 


LATE | Ku— FE 
LT Ke - |, (47.25) 
on trouve avec À, = FK,,: 
14 dF x? K°T 
ES  — 2 
= 7 PRET TEL. (47.26) 
Considérons maintenant le cas d’un semiconducteur non dégénéré. 
Puisque conformément à (46. 28) Ku ED on peut écrire: 
Kyu <> 
_. (x) = 
œ Te — (F— E.) |. (47.27) 


Dans cette dernière équation nous avons remplacé F par F—E,, 
car l'énergie doit être comptée à partir du bas de la bande de conduc- 
tion (ou du haut de la bande de valence pour les trous). Lorsqu'un 
seul mécanisme de relaxation est actif, on a conformément à (46.31): 


Re (7 +p) AT 


et donc 


a=e[à+ — — c|=+[5+p+imée]. f(47.28) 


Ce résultat montre que & dépend d'une manière compliquée de Ja 
composilion chimique et de la température du semiconducteur. Comme 
n << N,, la quantité entre parenthèses est plus grande que zéro et 
le signe de à est déterminé par le signe des porteurs de charge. 
Evaluons à l’aide de l'équation (47.28) l’ordre de grandeur de a. 
En admettant que le niveau de Fermi F se trouve à mi-chemin entre 
E. et Eyu et que AE & 0,05 eV avec 24T = 0,01 eV (ce qui corres- 


pond à T Æ 60°K), on trouve « DE + p + 5 | , donc pour 
+, a m9%. Comme À = 8,62 .10-5V/degré — 86,2 uV/degré, 


on trouve a = 0,7 mV/degré, valeur qui est de trois ordres de gran- 
deur supérieure à la force thermoélectromotrice qui apparaît dans 
le cas des métaux. 

Il est à noter que l'équation (49.28) est inapplicable aux très 
basses températures, puisque &œ —> co pour 7 —+ 0, tandis que, con- 
formément à la thermodynamique, pour 7 — 0, & doit également 
tendre vers zéro. 

Passons dans le domaine des températures plus élevées corres- 
pondant à la région d'exhaustion de l’impureté où NM > Nu et 
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n = Na. Dans cet intervalle de températures on trouve: 


k 15 Ne 
a=(s+p+in Fe ); (47.29) 


ce qui montre que æ& croît avec la température. 

Dans le cas d’un contact entre un semiconducteur et un métal, 
la force thermoélectromotrice relative sera pratiquement égale à la 
f. t. 6. m. du semiconducteur. 

Si on définit & par la relation (47.25), l'expression de la f. t. é. m. 
correspondant au cas considéré ci-dessus doit être modifiée. 

Le fait que le signe de a correspond au signe des porteurs de charge 
majoritaires est largement utilisé pour la détermination du type de 
conduction, donc du signe des porteurs de charge, par le procédé de la 
thermosonde. Le matériau étudié est disposé sur une plaque métalli- 
que et on lui applique une sonde portée à une température supérieure 
à l’ambiante, la sonde étant reliée à un galvanomètre dont l’autre 
borne est connectée à la plaque support. Au point de contact de la 
sonde et du semiconducteur la température s'élève, la concentration 
des porteurs de charge augmente et ces porteurs diffusent dans la 
masse du semiconducteur. Îl apparaît alors un champ électrique et 
la sonde acquiert une charge dont le signe est celui des porteurs 
minoritaires ; dans le cas d’un semiconducteur de type nr la sonde 
acquiert une charge positive par rapport à la plaque métallique et 
dans le cas d’un semiconducteur de type p, cette charge est négative. 
Un courant apparaît dans le circuit, dont le sens est accusé par le 
galvanomètre. Ayant étalonné préalablement le sens de déviation 
du galvanomètre, on arrive à déterminer aisément le signe des por- 
teurs de charge. 

Lorsqu'on cherche à déterminer la valeur de & correspondant à 
la transition d’une conduction extrinsèque à une conduction intrin- 
sèque, il faut tenir compte de ce que dans le dernier cas on a affaire 
à des porteurs de charge de deux types et de ce fait l'équation 
que nous avons établie pour le cas des semiconducteurs extrinsèques 
doit être étendue au cas d’une conduction intrinsèque. Nous effec- 
tuerons ce calcul dans ce qui suit. 

Pour décrire qualitativement les effets Peltier et Thomson on 
doit eommencer par établir le bilan énergétique au sein du semi- 
conducteur. Remarquons tout d'abord qu'en ce qui concerne le 
mécanisme de dégagement ou d'absorption de chaleur, ces deux 
effets ne se distinguent pas l’un de l’autre. Dans les deux cas l'énergie 
mise en jeu provient du travail fourni par les champs intérieurs lors 
d'un déplacement des charges. L'effet Thomson correspond alors à un 
dégagement d'énergie fournie par le champ thermoélectrique E® — 


«= 


— aVT et l'effet Peltier à un dégagement d'énergie fournie par le 
champ EU — + VF dû à la non-homogénéité du semiconducteur. 


22®% 
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Posons donc qu'il existe un VF dans le semiconducteur soumis 
à un gradient de température, ce qui donne naissance au champ 
thermoëélectrique E. Si le semiconducteur est parcouru par un cou- 
rant de densité j, il se dégagera dans l'unité de volume et par unité 


de temps une énergie Q correspondant au travail À produit par les 
forces intérieures et extérieures lors d'un déplacement des charges. 
On doit en outre tenir compte de la divergence du flux de chaleur W 
en chaque point du semiconducteur et on a donc: 


) = — div W + 4. (47.30) 


Pour calculer À, il faut tenir compte des considérations suivantes. 
Le courant traversant le semiconducteur est dû à une source exté- 
rieure d'énergie, qui crée dans le semiconducteur un champ dit 
extérieur Ext. En chaque point du semiconducteur le champ total E 


sera égal à la somme des champs intérieurs E' — — LYr+ aVT 
et du champ extérieur Ext: 

E—E*"+Ei. (47.31) 

En chaque point le courant j est | 

j=0(E"+E)-eK, (E*"+Ei. (47.32) 


La puissance dégagée dans l'unité de volume À s'écrit : 
A=(Ej)=0(E*+E)=0(E")+0E"+20(E'E""). (47.33) 
L'énergie fournie par la source extérieure est : 
GE) = (E%*, o[E*+ Ei) = 0 (E°*)2+0 (EE). (47.34) 


La quantité o Et + o (Eï‘E®*t) représente le travail fourni par unité 
de temps par les forces intérieures pour assurer un déplacement des 
charges lors du passage du courant. Ce travail ne peut être fourni 
qu'au dépens de l'énergie thermique du corps solide. Si ce travail 
est positif, le corps se refroidit, s’il est négatif, le corps s'échauffe. 

On doit pouvoir décrire tous ces processus à l'aide de l'équation 


de Boltzmann. Nous commencerons par calculer Q. Puisque 


A = (Ei), (47.35) 


on peut, en utilisant (47.7) donnant la valeur de j et (47.9) donnant 
celle de E, écrire: 


Am {3 à 1 Key — FK 4: … 
A=GE)= (5 -3r + VF VT)= 


= +1 (VF) + a (iv). (47.36) 


6 47] LES EFFETS THERMOBLECTRIQUES 341 


L'énergie dégagée est donc due d’une part à la chaleur de Joule À 


et d'autre part au travail des forces provenant de l'existence d'un 
gradient du niveau de Fermi et d'un gradient de température. Si 
on tient compte de ce que: 


VF AE YT = Ty ++ _ T= 
: Ko Ku—Fh : 
=T(VT— TE 1) 2 79 (EE) 2 _reqa, (47.31) 
on obtient 
. :0 
À = _ —(j, TVa) (47.38) 
et 
= + divx VT —(j, TVa). (47.39) 
Définissons la chaleur de Thomson QT par la relation : 
QT = —T(jvT). (47.40) 
Des équations (47.40) et (47.39) il vient: 
tVT = TVa. (47.41) 
Or, comme 
Va= + vVT, (47.42) 
on peut écrire 
es (47.43) 
OT " 
et finalement 
T 
œ(T)= | _ dE. (47.44) 
0 


Ainsi, l'équation (47.44) obtenue à partir de l'équation de Boltz- 
mann établit une relation entre & et T. 
Revenons au coefficient d'effet Peltier. Nous l'avons défini par 
l'équation : 
W = Ii — x. VT. (47.45) 
Dans la théorie phénoménologique des effets de transport, le coeffi- 
cient d'effet Peltier x apparaît dans la relation: 


— (x+ ») J— Xe VT, (47.46) 


où p désigne le potentiel électrochimique : 
u = F + eg, (47.47) 
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et 
j—=— _ OVu— oaVT. (47.48) 


En égalant les équations (47.45) et (47.46), on trouve: 
A=n+ ++. (47.49) 


Ceci montre que x caractérise le flux d'énergie cinétique, tandis que I 
caractérise Le flux total d'énergie, y compris le potentiel électrochimique 
de chaque porteur de charge. 

Si nous posons ® = 0, x sera égal à: 


€ eK4: € € K41 s(47.90) 
En tenant compte de (47.13), on peut écrire : 
ni= aT. (47.51) 


Calculons maintenant la chaleur de Peltier. Puisque 


Q= — div W+A (47.52) 


et ‘que le travail des forces extérieures et intérieures ne peut être 
compensé au sein du solide que par la divergence du flux de chaleur 
(à l'état stationnaire), on doit prendre en considération div W: 


div W = div Ilj — div x.VT. (47.53) 


Comme nous ne cherchons à déterminer que la chaleur provenant 
de l'effet Peltier, on écrit: 


divIlj = (VIL, j) +TI div j = (j, VID); div j — 0. (47.54) 


VII s calcule à l’aide de l’équation suivante: 
VII =Y (x+ =) = Y (ar+=) =TVa+ayT+<vF=— 
=1VT+avT+ 2 VF. (47.55) 


Cette équation montre que La divergence du flux de Pellier est en effet 
liée au travail des champs déterminés par l'existence d'un gradient du 
niveau de Fermi. L'effet Peltier volumique est en général d'impor- 
tance secondaire, aussi ne considérerons-nous que l'effet dû à l'exis- 
tence d'un contact entre deux matériaux. Lorsqu'un courant tra- 
verse un tel contact, la divergence du flux doit être égale à la différence 
de deux flux : 


QE Wa— Wi= os : (47.56) 
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mais puisque : 
W;=lIlj; W: = Ii, 
on doit avoir 


IL — TL, — IT... (47.57) 


Le coefficient d'effet Peltier relatif, c'est-à-dire le coefficient qui 
caractérise le dégagement de chaleur se manifestant à la surface de 
contact de deux corps différents lorsque le courant passe du premier 
corps au second, est égal à la différence des coefficients d'effet Peltier 
absolus. On a donc: 


[ie = TL — 1, = (x+<) — (x ++) = 


= nm +2 (Fe Fi). (47.58) 
Pour un contact parfait F, = F, et donc: 
Lis = To — 704 = (ae — @4) T — Ayo. (47.59) 
d'où l'on tire 
Ie — ŒyoT — Ts. (47 .60) 


En procédant de la même façon, on arrive à établir les relations con- 
cernant les coefficients thermoélectriques relatifs de l'effet Thomson. 

Pour conclure ce paragraphe calculons la force thermoélectromo- 
trice d’un semiconducteur à conduction mixte. En écrivant 


: VT 
1 = > ei K is (GE — VF) + À ei (KicnFi— Kosti)) T (47.61) 


? 


on peut, tenant compte de ce que j — 0 et VF; = 0, déterminer le 
champ thermoëélectrique E®: 


D ei (Koic — FiKqa) 


EE — VT = aVT. (47.62) 
pas 1105) 


Pour le cas où le semiconducteur renferme des électrons et des trous, 
on obtient 

(Kop— FhKiip) —(Kojn — FrKiin) 
= epTl (Kiip + Ain) ° 
En utilisant l’équation (47.13) donnant la force thermoélectromotrice 


d un semiconducteur ne comportant que des porteurs de charge 
d’un seul type, l'équation (47.63) devient : 


œ 


(47.63) 


@pKiip+ GnKi{in … &pOp-t AnOn 


TU Kiip+Kyin _  Op+0n (47.64) 
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On trouve de méme: 


TpO p + AnOn 


fr = Sn 6n (47.65) 
Pour un semiconducteur intrinsèque on a: 
… Gp+ End | _ An + And 
SET ESS Pa deb (47.66) 


Le fait que dans un semiconducteur à conduction intrinsèque 
ou mixte la force thermoélectromotrice se trouve réduite par rap- 
port à un semiconducteur extrinsèque peut être expliqué de la ma- 
nière suivante. Le sens des champs thermoélectriques des électrons 


au WA 


130 200 250 300 J50 400 450 T,K 


Fig. 74. Variation de la force thermoélectromotrice en fonction de la température 
dans le contact « cuivre-tellurure de mercure » 


et des trous ainsi que le sens des flux d'énergie correspondants sont 
opposés et s’affaiblissent donc mutuellement. Toute diminution du 
champ thermoélectrique entraîne un renforcement de la diffusion 
des électrons et des trous, ce qui entraîne un renforcement important 
du transfert de chaleur dû à la recombinaison des porteurs de charge 
à l'extrémité froide du corps. 

En qualité de critère utilisé pour choisir un matériau convenable 
à la réalisation de thermocouples, de générateurs et de réfrigérateurs 
thermoélectriques, on utilise le facteur de mérite Z défini par la rela- 
tion : . 

ao a* 


pus (47.67) 


# px 
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L'utilisation de la grandèur Z est déterminée par les considéra- 
tions suivantes. Pour une différence de températures AT donnée, 
la f.t.é.m. € est d'autant plus grande que plus grand est a. Pour 
que la puissance fournie par un thermoélément soit grande, on doit 
y créer un courant aussi important que possible, dont la valeur dé- 
pend de la conductivité © et de la f.t.é.m. a. La puissance dégagée 
est donc proportionnelle à aoa — oa*. D'autre part, la possibilité 
d'établissement d’une différence de températures convenable dépend 
du flux de chaleur dont la valeur pour une différence de températu- 
res donnée dépend de la conductibilité thermique totale x. Plus x 
est faible, plus le rendement du thermoélément est grand. D'une 
manière plus précise le facteur de mérite doit être caractérisé par 
la valeur de la f.t.é.m. relative et on peut donc écrire: 


De À Are 


+ ()T | 


| 
#1 2 | Ko E 

(#) + | Oo = 
On a représenté fig. 74 la relation entre la force thermoélectromotrice 
du tellurure de mercure dopé avec du cuivre et la température. Les 
atomes de cuivre jouant le rôle d'accepteurs dans les composés 
ATIBVI confèrent au tellurure de mercure une conduction par trous 
dans le domaine des basses températures, ce qui conduit à l’appari- 
tion d’une force thermoélectromotrice positive. Lorsqu'on élève 
la température, les électrons possédant une mobilité plus grande 
commencent à dominer et le signe de a s'inverse. 


Résumé du & 47 


1. On dénombre trois effets thermoélectriques: l'effet Seebeck, 
l'effet Peltier et l'effet Thomson. 

2. L'effet Seebeck ou effet thermoélectrique proprement dit 
consiste en l'apparition d'un champ électrique E% au sein d’un 
matériau lorsque dans ce dernier est créé un gradient de tempéra- 
ture VT: 

Ez — aVT. (47.4r) 


Le champ thermoélectrique volumique Et s'oppose à la séparation 
spatiale des charges électriques due au fait que la concentration 
des charges est différente en des points dont la température est diffé- 
rente. Le champ thermoélectrique E% faisant apparaître un courant 


de conduction je — OËE% compense le courant ji, = —eDVn déter- 
miné par l'existence d'un gradient de concentration Vn: 
J=jet+ijip=0 et a= +, (47.2r) 


où D est le coefficient de diffusion. 
La force thermoélectromotrice de contact est due à ce que la 
différence de potentiel interne est fonction de la température. 
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3. Dans le cas d’un semiconducteur non dégénéré se trouvant 
à des températures où il est extrinsèque, la f.t.6é.m. différentielle 
absolue est égale à 
en (5 
e \2 


a est du même signe que les porteurs de charge majoritaires. Dans 
un semiconducteur dégénéré 


=). (47.3r) 


= (47.4r) 


Dans le cas d’un semiconducteur à conduction mixte © = 6,<+0 
nt Op 
__ AnOn + @phOp 


(47.5r) 


4. La f.t.é.m. absolue a ne peut être déterminée expérimenta- 
lement puisque dans un circuit fermé constitué d’un seul matériau 
le champ E® ne peut faire apparaître de courant électrique, car ce 
champ étant un champ potentiel, sa circulation est nulle. 

9. Un courant thermoélectrique peut circuler dans un circuit 
constitué par au moins deux matériaux différents. La f.t.é.m. 
je est caractérisée par une force thermoëélectromotrice différen- 
tielle relative égale à 


Lyo = Lo — À (47.6r) 
et par une différence de températures : 
T2 
Le | aye AT. (47.7r) 
Ti 
6. Dans un semiconducteur non homogène apparaît un champ 


électrique E*' déterminé par une séparation de charges due à une 
différence de concentration des porteurs de charge: 


Er. (47.8r) 


Lors du passage d'un courant le champ E' effectue un travail de 
déplacement des charges. Lorsque ce champ est de même sens que 
le champ extérieur E®*t qui détermine la circulation d’un courant j, 
le champ E facilite le passage du courant, de sorte que la source 
extérieure produit un travail inférieur à celui que nécessite le trans- 
fert des charges. Le travail qu'effectue le champ E' se fait au dépens 
de l'énergie thermique du corps solide, ce qui entraîne son refroidis- 
sement. Lorsque le champ E'est dirigé à l'encontre du champ Ecxt 
on observe un dégagement de chaleur supérieur à celui qui correspon- 
drait aux pertes par effet Joule et donc un échauffement du corps. 
La quantité de chaleur dégagée dépend de la charge totale ayant 
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traversé le corps (ou un contact). Le signe de l'énergie thermique 
s'inverse lorsqu'on inverse le sens du courant. 

Le dégagement de chaleur correspondant au travail produit par 
le champ E: (47.8r) est appelé effet Peltier. La quantité d'énergie 
dégagée par unité de surface du contact par unité de temps, égale à 


Que = 0% = Iioj = (Ms — 1) j, (47.9r) 


représente la différence de deux flux d’énergie Peltier. Les grandeurs 
II et a sont liées par les relations 


Ile = AyeT — Ts: (47.10r) 
n=ll—#<-o. (47 Ar) 


7. Lorsqu'on fait passer un courant électrique à travers un corps 
soumis à un gradient de température VT, on observe qu'il se produit 
en plus du dégagement de chaleur de Joule un dégagement ou une 


absorption de chaleur O7, ce qui représente l'effet Thomson 
QT= —T(jVT). (47. 12r) 


QT est la quantité de chaleur dégagée par unité de temps et dans 
l'unité de volume et 7, le coefficient d'effet Thomson. L'effet Thom- 
son est le résultat du travail de déplacement des charges qu'effectue 
le champ thermoélectrique E® lors du passage du courant. Les coef- 
ficients a et + sont liés par la relation: 


a(T)= | ZE de. (47. 13r) 


En combinant (47.10r) et (47.13r), on trouve: 
dAy2 


yo 
îT Qye + (Te — T1) = + (Te Ts). (47.14r) 

8. Le rendement d’un thermoélément se caractérise par le facteur 
de mérite Z: 


(47.45r) 


$ 48. Les effets thermomagnétiques 


On appelle effets thermomagnétiques les effets que l’on observe dans 
un semiconducteur soumis à un gradient de température lorsqu'on lui 
applique un champ magnétique en absence de tout courant électrique. 
L'apparition de ces effets doit être attribuée aux interactions des 
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porteurs de charge avec le champ magnétique; on peut dire aussi 
qu'ils sont dus à la relation linéaire existant entre la force de Lorentz 
et la vitesse d’une particule. 

Au nombre des effets thermomagnétiques on trouve: 

l'effet Righi-Leduc qui correspond à l'apparition d'un gradient de 
température transversal (effet thermique analogue à l'effet Hall): 

l'effet Maggi-Righi-Leduc qui correspond à une variation de la 
conductibilité thermique dans le sens du gradient de température appli- 
qué ou encore à l'apparition d'un gradient de température longitudinal ; 

l'effet Nernst-Ettingshausen transversal correspondant à l'appari- 
tion d’un champ électrique transversal ; 

l'effet Nernst-Ettingshausen longitudinal qui correspond à l'appari- 
tion d'un champ électrique longitudinal ou à une variation de La 
Î.t.é.m. 

Examinons brièvement les mécanismes déterminant les phéno- 
mènes thermomagnétiques. 

L'effet Nernst-Ettingshausen transversal ou effet thermogalva- 
nomagnétique se manifeste par l'apparition d'un champ électrique 
transversal £°° (ou d'une différence de potentiel transversale VŸ£) 
lorsqu'on applique un champ magnétique B = (0, B, 0) à un corps 
qui est le siège d'un flux d'énergie directionnel W provoqué par un 
gradient de température VT = (V,T, 0,0). La valeur du champ 
ET° dépend de VT, de Bet des propriétés du semiconducteur que l’on 


caractérise par le coefficient de Nernst-Ettingshausen A”: 
ETF = AFV,T.B,. (48.1) 


Si la dimension du semiconducteur le long de l'axe z est égale à a, 
il suffit de mesurer la différence de potentiel V2 ® pour trouver 
A à partir de la relation: 
Ne. Er Vi L 
AL RTE ab (48.2) 
qui est valable à condition que j = 0. Le courant est nul puisque 
le courant de diffusion est compensé par le courant de dérive dù à 
la circulation des charges électriques sous l’action du champ thermo- 
électrique aVT. Aussi bien le courant de diffusion que le courant de 
dérive sont sollicités par le champ magnétique. Or, comme les flux 
des particules déterminés par la diffusion ou par la dérive sont diri- 
gés en sens contraires, ils subissent sous l’action du champ magnéti- 
que des déviations en sens contraires; la composante du courant 
le long de l’axe z, soit j,, sera égale à la somme de la composante 
du courant de diffusion j», et de la composante du courant de dérive 
JEz° 


Jr = jp: ire. (48.3) 
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ge) 
Le 
Le) 


Cependant la condition 
Îx = Îpz + Îex = 0 (48.4) 
n'impose nullement que la composante j, doit être nulle. 


Or, dès qu'apparaît la composante du courant j}E , elle donne 
lieu à une accumulation de charge sur les faces latérales du semi- 
conducteur, ce qui provoque à son tour l'apparition d’un champ 
E'E qui compense aussitôt le courant pee 


JP +opEr =0, (48.5) 
d'où l’on tire: 
ENE Li _ jetine (48.6) 
OB: OBz 


Si l'on inverse le sens de B, le champ £E?° change de signe de la même 
façon que cela se produit dans l'effet Hall. La valeur du coefficient 
AP doit dépendre du signe des porteurs de charge. En effet pour 
un gradient de température donné le sens du flux des porteurs de 
charge est indépendant du signe de la charge, mais le sens des cou- 
rants électriques sera différent pour les électrons et les trous. Dans 


un semiconducteur donné le signe de A°° peut être différent selon 
que c’est la composante jp. ou la composante }£. qui est la plus 


grande. Le calcul montre que le signe de EŸ° dépend du mécanisme 
de la diffusion des porteurs de charge et donc si ce mécanisme change 


lors d’une variation de température, le signe de EŸ° peut s'inverser. 

On peut expliquer d’une autre manière encore l'apparition de 
l'effet thermogalvanomagnétique. Le fait que l’on ait un flux d’éner- 
gie W, = —%XV,T en l'absence d'un courant électrique (j = 0) 
signifie que les particules plus rapides se déplacent en moyenne à 
l'encontre du gradient de température, tandis que les particules 
plus lentes (plus « froides») se déplacent dans le sens du gradient de 
température V,T. Puisque la force de Lorentz est proportionnelle 
à la vitesse, les particules « chaudes» sont sollicitées par une plus 
grande force que ne le sont les « froides». Admettons que le temps 
de relaxation soit indépendant de l'énergie. Dans ce cas l'angle de 
déviation des particules « chaudes » doit être plus grand que celui 
des particules « froides» et donc les flux des particules « chaudes» 
et « froides» qui sont dirigés en' sens contraires ne peuvent se com- 
penser mutuellement. Le résultat en est que les particules « chau- 
des» s'accumulent sur la face latérale du semiconducteur, ce qui 
égalise les flux des particules « chaudes» et « froides». Le champ 
EL dont l'existence assure que j, — 0 est Le champ transversal de l’ef- 
jet Nernst-Ettingshausen. Le sens de ce champ doit dépendre du signe 
des porteurs de charge. Ce raisonnement reste valable dans le cas 
où le temps de relaxation augmente à mesure que croît l'énergie 
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T = TE? lorsque p > 0. Cependant si p << 0, l'angle de déviation 
des particules « froides» doit être plus grand que celui des particules 
« chaudes » et dans ce cas le signe du champ £°® doit être contraire 
à celui considéré ci-dessus. Autrement dit, La valeur et le signe du 


champ EŸ® dépendent du mécanisme de diffusion des porteurs. 

L'effet Nernst-Ettingshausen longitudinal, que l'on appelle égale- 
ment effet thermogalvanomagnétique longitudinal, consiste en l'appari- 
tion d'un champ électrique longitudinal ou d'une différence de potentiel 
le long de la direction du gradient de température V.T. Cependant puis- 
qu'il existe le long de cette direction un champ thermoélectrique 


E% = aV,T, l'apparition d'un champ supplémentaire dans la même 
direction équivaut à une variation du champ thermoélectrique Ex Lors 
de l'application d'un champ magnétique. L'effet Nernst-Ettingshausen 
longitudinal peut être caractérisé par le coefficient 47° que l'on 
définit par la relation: 


EX (B) —E% (0) = [a (L)—a(0)] VxT = A" (0) B2V:T. (48.7) 
On tire de cette équation A1” : 


AVE _ a (B)— « (0) 1 Aœ (48.8) 


L'interprétation physique de l'effet Nernst-Ettingshausen lon- 
gitudinal est extrêmement simple. Puisque le champ magnétique 
modifie le rôle que jouent les particules lentes et rapides dans le 
transfert de l’énergie et que le champ thermoëélectrique veille à ce 
qu'il n’y ait pas de transport de charge lors d’un transfert d'énergie, 
il est évident que le champ thermoélectrique doit être modifié par 


application d'un champ magnétique. La valeur du coefficient AŸ° 
doit dépendre du mécanisme de relaxation et doit être indépendante 
du sens du champ magnétique. 

Une modification du rôle que jouent les porteurs de charge 
« chauds» et « froids » entraîne que le flux d'énergie le long de l’axe 
x doit se modifier, en conséquence de quoi doit apparaître le long de 
cette direction un gradient de température supplémentaire, ce qui 
peut être considéré comme une variation de la conductibilité thermi- 
que. La variation de la conductibilité thermique x, en présence d’un 
champ magnétique qui se manifeste le long de l’axe x, donc dans 
la direction du flux d'énergie initial, est désignée sous le nom d'effet 
Maggi-Righi-Leduc. Cet effet peut être caractérisé par une grandeur 
À que l'on définit par la relation suivante: 


1 %xe(0)— x. (B) 
= on + (48.9) 


L'effet Righi-Leduc, ou l'effet thermomagnétique proprement dit, 
consiste en l'apparition d'un gradient de température transversal V,T 


$ 48] LES EFFETS THERMOMAGNEÉTIQUES 351 


lorsqu'on applique un champ ‘magnétique à un semiconducteur initia- 
lement soumis à un gradient de température V,T. L'effet Righi-Leduc 
se caractérise par le coefficient de Righi-Leduc ART : 


V-T = ATY,T.B,, (48.10) 
que l’on peut écrire également 
RL V:T 
RAT (48.11) 


Le mécanisme de l'apparition de l'effet Righi-Leduc est le sui- 
vant. Reprenons l'interprétation de l'effet Nernst-Ettingshausen 
transversal que nous avons donnée ci-dessus. Nous sommes arrivés 
à la conclusion que les porteurs de charge les plus « chauds» et les 
plus « froids» sont déviés dans les directions opposées. Cela signifie 
que la face du cristal vers laquelle sont déviés les porteurs de charge les 
plus « chauds» doit s’échauffer, tandis que la face opposée doit se refroi- 
dir. Il apparait ainsi un gradient de température transversal V.T qui 
entraîne l'apparition d'un flux d'énergie W, qui tend à compenser 
la différence des flux d'énergie dus au déplacement des particules 
« chaudes» et « froides» vers les faces latérales du cristal. Lorsque 
cette compensation des flux d'énergie le long de l’axe z est complète, 
ce qui est dû à la conductibilité thermique totale du corps x — 
= %. + XL et à la présence du champ magnétique, le flux d'éner- 
gie le long de l’axe z devient nul : W, — 0, et donc W = (W., 0, 0), 
tandis que VIT = (V,T,0, V,T). Ainsi, entre VIT et W apparait 
un angle pk-;0ontire de (48.11) : 


Lg Ori = FT — AFLB, (48.12) 


Cette dernière expression montre que la dimension du coefficient 
ARL coïncide avec celle d’une mobilité, donc sa valeur et son signe 
doivent dépendre du signe des porteurs de charge et du mécanisme de la 
diffusion. 

L'équation cinétique de Boltzmann permet en principe de calculer 
les coefficients AMF, ANE, À et ART à condition de tenir compte de 


la distribution des particules par états. 
Résumé du $ 48 


Dans un corps qui est le siège d'un flux d'énergie W dû à l’exis- 
tence d'un gradient de température VT et qui n'est parcouru par 
aucun courant (j — 0), l'application d'un champ magnétique 
B = (0, B, 0) fait apparaître toute une gamme d'effets que l’on 
appelle thermomagnétiques. Ce sont: 

a) l'effet Righi-Leduc ou effet thermomagnétique proprement dit 
qui correspond à l'apparition d’un gradient de température transver- 
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sal : 


V.T = AFLBVT ; (48.1r) 


b) l’effet Nernst-Ettingshausen transversal ou effet thermogalva- 
nomagnétique transversal qui correspond à l'apparition d'un champ 


électrique transversal ETF : 
ETF = ANEBVT ; (48.2r) 


c) l'effet Nernst-Ettingshausen longitudinal ou effet thermogal- 
vanomagnétique longitudinal correspondant à l'apparition d'un 
Champ électrique dirigé le long de V,T, et donnant lieu à une varia- 
tion de la f.t.é.m. Aa — a (B) — «: 


192 AFS ; (48.3r) 


d) l'effet Maggi-Righi-Leduc correspondant à l'apparition d’un 
gradient de température longitudinal et provoquant une variation 
de la conductibilité thermique: 


: 1 —x(B 
= re 020, (48.4r) 


U #0 


Les deux premiers effets sont des effets impairs et les deux autres 
des effets pairs par rapport au champ magnétique. 


S 49. Analyse générale des effets de transport 


Tout effet de transport peut être décrit à l’aide de l'équation 
cinétique de Boltzmann et des équations (38.1r) et (38.2r) qui en 
dérivent et qui caractérisent les valeurs de j et de W; ces deux der- 
nières équations doivent être utilisées conjointement puisque ces 
deux grandeurs dépendent des mêmes paramètres, de sorte que, modi- 
fiant les conditions imposées à W, on modifie automatiquement les 
paramètres déterminant j et inversement. Cette interdépendance 
sera illustrée par quelques exemples concrets dans ce qui suit. Il 
n'est nullement nécessaire de reproduire ici les calculs permettant 
de décrire tous les phénomènes thermomagnétiques et les deux effets 
galvanomagnétiques que nous n'avons faits que citer, car une analyse 
générale des équations déterminant j et W fournit une base permettant 
de décrire tout effet particulier. Pour procéder à une telle analyse 
générale, il est nécessaire de mettre les équations caractérisant la 
densité de courant et la densité de flux d'énergie sous une forme 
plus adéquate. 
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Représentons ces équations correspondant au Cas d’un champ 
magnétique transversal *) sous la forme d’une somme de deux com- 


posantes : des composantes « longitudinales» j, et W, et « transver- 
sales» j. et W:. On obtient alors: 


= hits W=W, +Wa. (49.1) 
Ces composantes ont les valeurs suivantes: 


ji=ek, (eE—TVr)—eKu Te : (49.2) 
b=[SK(E-Tv+)-S xs, Bl]: (49.3) 
Wi= Ku(eE—TVr)-Ku : (49.4) 
W=[-£ Ka (eE-TVr)- SR, B. (49.5) 


Considérons la composante j, : 


je; (CE VF) + AE Ta yr = 
E F Rd 
=ek,(E-v—)-ek, (An) vT. (49.6) 
Posons pour simplifier : 
eK,,—=0p. (49.7) 
Si l'on tient compte de ce que 
Ka, —FK: ; 
sr =a(B)=0", (49.8) 
la composante j, peut être représentée par: 
| F , 
08 {(E—V—)-0vT}. (49.9) 
Le premier terme de l'équation (49.3) peut être mis sous la forme: 
€” ; F e” e NT 
Ka (eE-TVS) SK + 
sé Ka F ee. KR 
— e Ki (E—V—)+ HE VT. (49.10) 


*) Nous avons déjà indiqué au $ 37 que dans les matériaux possédant 
une masse effective scalaire on ne doit pas observer d'effets longitudinaux. 
Il convient de noter que les effets longitudinaux de Nernst-Ettingshausen, 
de Maggi-Righi-Leduc, de Nernst et l'effet de magnétorésistance se rapportent 
en fait au groupe des effets transversaux puisqu'ils ne s'observent que ue 
RS, — (JB) — 0. De ce fait les qualificatifs « transversal » ou « longitu- 

inal » appliqués à l'effet Nernst-Ettingshausen ne sont donc pas adéquats. 
Lorsqu'on dit qu'on a affaire à un effet « longitudinal » ou « transversal », on 
ne sous-entend pas la direction de B, mais la direction d'un champ électrique 
ou d'un gradient de température supplémentaires pee rapport au champ électri- 


que ou au gradient de température préexistants déterminant l'apparition d'un 
courant ou d'un flux d'énergie. 


23—0898 
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En remarquant que SR uH représente la mobilité de Hall et 
en posant pour simplifier par analogie avec (49.8) 

K32— FK10 

Au PRE 26(B)—6", (49.11) 


on peut écrire: 
< La Le 6 + ie. Mets = — ouf (49.12) 
et enfin | 
je=cpui{ (E-v—) —p'vr,B|. (49.13) 


On procède d’une manière analogue pour obtenir les équations requi- 
ses du flux d'énergie. La première composante W, peut s'écrire: 


Wi=Ku(eE—VF) + a VT—K, = 


se F K; a : F 
=eK, (E VE) Ra 0, (E-vÈ)n— 
Aa En vT. (49.14) 


Mais comme 
’ ’ ’ K2° K::° 9, 
Ka —FKka=Ks—-z KA TA = me — Fu 


__KsKi1 —Koi Ka —FKS, —_"w° di — 
= + K:, ( HE —h )=#T+KAeTa = 
= KT + TeK,,Ta'—=uxT + 08IIAT, (49.15) 
on a 
Wi=05(E—V——0avT)l—%vT. (49.16) 
Considérons maintenant le premier terme de W.: 
, F e NT x F 
me Aa (E-TV Tr) ee Ka (E-ve)+ 
FK32— 2 A3 X: F 
tar (SES) re ere ere (BV +)+ 
e FK52— K°: a … F 
me JT NU (E-v 2) + 
+ Re y. (49.17) 


Par u° on a représenté la grandeur 


Ka Sn) 
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On remarque que le second terme de ds (49.17) est égal à 


LpRi SR RE D + RÉ —ALF= 
KieK!o— K3E 2 (Kio FK!:) 
= HeheRs 4 RU PRD, (49.49) 


Le deuxième terme du second membre de (49.19) se laisse écrire: 


2 4 — : ° A K, , 
32 (Ris PKis LE FKis) __ Ki eTB — HE Ke em°K,, TP" — 


= pENTR (49.20) 


Le premier terme du second membre de (49.19) multiplié par 7 
peut être mis sous la forme : 


e  KsokKio—K33 __ eK32 Ka Ks2Ki2— 35 _ En” 
m°T Ka on m “Ko K 3 TKi2 ne À | (49.21) 


Les expressions (49.17), (49.18), (49.20), (49.21) permettent d'écrire 
finalement 


=[OHE(E-V<-pvT)n—EvT,B]. (49.22) 
En posant 
E—yŸ-E", (49.23) 


les équations du courant et du flux d'énergie s'écriront maintenant : 


j = 08 (E* — o’VT) + ou [E* — B'VT, B] (49.24) 
et 


W=04(E°—0'VT)I— x VT + 
+ UE [os (E*—$B'VT)I1—N'VT, BI. (49.25) 


À l’aide de ces deux dernières équations on arrive à décrire tous 
les effets de transport déterminés par un déplacement des porteurs 
de charge, à savoir: 

les conductivités électrique et thermique, 

les effets thermoëélectriques, 

les effets galvanomagnétiques, 

les effets thermomagnétiques. 

Tous ces effets se manifestent simultanément se superposant les 
uns aux autres. Pour pouvoir mettre en évidence isolément chacun 
de ces effets, donc à l’état « pur», on devra réaliser des conditions 
expérimentales spécialement choisies, sinon on aura affaire à plu- 
sieurs effets simultanés. Nous indiquerons ci-dessous les conditions 
requises pour observer chacun de ces effets. Les équations (49.24) 
et (49.25) fournissent la description aussi bien des effets isothermes 
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que des effets adiabatiques. Examinons le sens physique des 
différents termes figurant dans ces équations. 

Le terme 643 (E°*— a’VT) caractérise le courant de conduction 
correspondant au champ électrique total, donc au champ déterminé 
par l’existence des gradients du potentiel électrostatique, de l’énergie 
de Fermi et de la force thermoélectromotrice (f.t.6.m.) ; le terme 
6 su [E*B) représente le courant de Hall, tandis que le terme 


—o;u4 p’ [VT, BI (49.26) 


caractérise le courant qu'on est tout naturellement conduit à appeler 
courant de Nernst-Ettingshausen puisque c’est précisément cette 
composante du courant qui donne lieu à l’apparition du champ élec- 
trique transversal de Nernst-Ettingshausen. Puisque les valeurs de 
la conductivité électrique et de la f.t.é.m. dépendent de la valeur 
de B, il est évident que les équations (49.24) et (49.25) caractérisent 
également l'effet de magnétorésistance et l'effet Nernst-Ettingshau- 
sen longitudinal. 

L'expression du flux d'énergie est composée de termes de deux 
types différents: les termes du premier type renferment en facteur 
le coefficient d'effet Peltier; il est évident que ces termes décrivent 
les effets dans lesquels un transport d'énergie n’a lieu que lors du 
passage d’un courant, donc les effets galvanomagnétiques. Les termes 
renfermant VT et B caractérisent les effets thermomagnétiques. 

Voyons maintenant la mise en œuvre des équations (49.24) et 
(49.25) pour la description des différents effets en cause. 


I. Effets isothermes: VT —0. 
1) Le champ magnétique est nul: B — 0. Les équations (49.24) 
et (49.25) s’écrivent alors: 


j = 60E*;, W = 6, E*II = Il; (49.27) 


et caractérisent le courant de conduction et le flux de Peltier apparais- 
sant du fait de l’existence d'un champ électrique: E* — 


z —V (o12) . Lorsque le matériau considéré est homogène, VF — 


— (et le courant électrique n'est déterminé que par le gradient du 
potentiel électrostatique; dans un matériau non homogène, le 
courant est déterminé par le gradient du potentiel électrochimique. 
Dans le cas où j — 0, le semiconducteur est le siège d'un gradient 
de potentiel électrostatique égal à : 


—yvp=v£<; E-ivr. (49.28) 


L'équation (49.28) montre que nous nous trouvons en présence d'un 
nouvel effet : dans tout semiconducteur non homogène doit exister un 
champ électrique volumique. 
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2) Le semiconducteur est soumis à un champ magnétique. Les 
équations correspondantes de j et de W s'écrivent : 


j = 0$8E* + onu [E*B], (49.29) 
W — o4E*1] -- o&uE [E*B]) 1. (49.30) 


Dans l'équation (49.29) le premier terme caractérise le courant chimi- 
que et le second le courant de Hall. Ces deux courants donnent lieu 
à des flux de chaleur de Peltier. En imposant des conditions aux 
limites particulières, on aboutit à l'effet Hall isotherme. Il suffit 
pour cela de poser: 


j Fe (j: ’ 0, 0) ; B — (0, B, 0) ; ET-—= (E*, 0, E?). (49.31) 


L'expression correspondante du flux W ne peut être choisie arbitraire- 
ment, on ne pourra pas poser par exemple W = (W,, 0, 0) puisque 
alors les équations de j et de W deviennent incompatibles. 

On doit poser W — (W., 0, W.), W, étant égal à: 


W. -= 6,E2T -+ o,uÉEXBII, (49.32) 
tandis que: 
j: = OR? + CRUHE,B. (49.33) 


En effet, la condition j, — 0 n'impose nullement que W, — 0. Ce 
résultat se laisse facilement interpréter. Le courant j, devient nul 
lorsque sur les faces latérales du cristal s'accumulent des charges 
qui donnent naissance au champ de Hall qui, à son tour, compense 
l'action du champ magnétique. La situation est toute différente 
dans le cas du flux de chaleur. Le flux de chaleur W, n'est compensé 
par aucune autre source d'énergie thermique et donc il doit s’établir 
entre le semiconducteur et le milieu ambiant un contact thermique 
parfait qui assure la continuité du flux W., ce qui permet de satis- 
faire à la condition VT — C. 

Si on exige que W, — 0, le flux de chaleur dans la direction de 
l’axe z apparaissant du fait de l’application d'un champ magnétique 
peut être compensé par la conductibilité thermique et on voit appa- 
raître alors un gradient de température le long de l'axe z. Ceci montre 
que l'effet Éttingshausen n'est possible que lorsqu'il n'y a aucun échan- 
ge d'énergie entre le semiconducteur et le milieu ambiant, autrement 
dit, l'effet Ettingshausen est un effet adiabatique. Nous poursui- 
vrons donc l'examen des autres effets isothermes. Les équations 
(49.29) et (49.30) sous-entendent la description de l'effet de magné- 
{orésistance isotherme aussi bien dans un semiconducteur de 
dimensions finies (on doit alors tenir compte de (49.31)) que dans 
un semiconducteur infiniment grand (E. — 0; j, 0). 
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II. Les effets non isothermes: VT = 0. 


1) Le champ magnétique est nul: B — 0. Les équations (49.24) 
et (49.25) s'écrivent alors: 


j — 60 (E* — aVT), (49.34) 
W = 0 (E* — aVT) II — 4,VT = Ilj — x, VIT. (49.35) 


La condition j = 0 impose que le flux de chaleur ne peut résulter 
que de la conductivité thermique: 


W = —1,NT. (49.36) 
Le semiconducteur est alors le siège d'un champ thermoélectrique : 
E* = aVT = Es. (49.37) 


Dans le cas où j - 0 sont remplies les conditions requises pour qu'ap- 
paraissent tous les effets thermoélectriques que nous avons exami- 
nés ci-dessus (effets Seebeck, Peltier et Thomson). 

2) Le semiconducteur est soumis à l’action d’un champ magné- 
tique: B-£ OC. 

Le courant j et le flux d'énergie W sont alors déterminés par les 
équations générales (49.24) et (49.25). 

Si le semiconducteur était parcouru par un courant dirigé le long 
de l'axe z et que VT = O0, l'application d'un champ magnétique peut 
modifier la condition VT = 0 de deux manières différentes : 


VT = (0; 0; V,T), (49.38) 
VT = (V,T: 0; O). (49.39) 


Le premier cas correspond à l'effet Ettingshausen et le second, à 
l'effet Nernst. Illustrons le noie d'utilisation des équations (49. 34) 
et (49.35) en les appliquant à l'étude de l'effet Ettingshausen. 

Analyse de l'effet Ettingshausen. Pour pouvoir observer cet effet, 
on doit imposer les conditions suivantes: 


j—= (2x; 0,0); W=(W,; 0; 0). (49.40) 
Ainsi que nous l'avons mentionné ci-dessus, on ne peut satisfaire 


simultanément aux conditions ÿ, = W, = 0 que si V,T 0, ce qui 
nous conduit à poser: 


VT = (0; 0; V,T). (49.41) 


Récrivons les équations (49. he et (49.25) en tenant compte de 
(49.40), (49.41) avec B = (0, 0) : 


Îx = OpEi — LE (E: —$'V.T)B; (49.42) 

jz = 0p(Ei—@'V,T) + ORNHESB = 0; (49.43) 
We=oBEXl—UE(OBEI—-0,B V.TN—NV,T)B; (49.44) 
W,=0n(E?—@'V,T)I1+ uEoLEXIIB — x V:T —0. (49.45) 
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Partant de la condition j, = W, = 0, on peut calculer E* et V,T. 
On tire de (49.43): 


0ÿ(Et— a" V.T)= —0puAE?B. (49.46) 
Portons (49.46) dans (49.45): 
W,=—oQuFEIB + neo ETIB— x;V.T—0. (49.47) 


On tire de (49.47): 
__ (uË—pA) + 
V.T = a 0 BEXBII. (49.48) 
Substituant cette expression de V,T dans (49.46), on détermine E*: 
’ E H 
E? = o'Y,T—uHE*B — (EEE —y#) EtB. (49.49) 


Cette dernière équation montre que dans le cas adiabatique (W, = 0) 
au champ de Hall isotherme (—unHE£?B) viendra s'ajouter le 
champ thermoélectrique a”V,T; il devient alors évident que La 
constante de Hall adiabatique R, doit être différente de la constante de 
Hall isotherme R;. Pour faire apparaître dans les équations les 
coefficients d'Ettingshausen AE et de Hall R,, on doit exprimer 
V,T et ÆE; en termes de j, et de B. Il suffit pour cela de porter les 
expressions de £* et de V,T que nous venons d'obtenir dans (49.42) : 


, E H 
je = 05Es — 0" (Rs. Lu este NY BE: = 
H ? ’ 
= {0,0 utB [te A) de D _ym]}EtosEt. (49.50) 


On peut tirer des équations (49.48) et (49.49) les coefficients AE et 
R, si l’on .ient compte de (49.50): 


AE = ViT og (uË—uH)ESB _ ogll(uË—uil) 


Re ee NN 
et 
H 
2 PEUT — ji Ets 
Far ST 
— pr _a'oBl(u —nu) E__,H) r 4E un. E 
=[i-e re —a'AF=Ri—a'AË. (49.52) 


La grandeur ©, figurant dans cit si caractérise la magnétorésistance 
adiabatique. Calculons AË et R, dans le domaine des champs faibles 
(lorsque B —+ 0). Dans cecasona 6053 = O0; Cpx © Oo et 


AE = un") | (49.53) 


Ke 


R, = Rj — 0AË. (49.54) 
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On voit que R, est différent de R}; le sens physique de cette diffé- 
rence est facile à expliquer. Dans les conditions adiabatiques le champ 
E? doit être inférieur au champ E* cars les conditions isothermes, 
la différence étant égale au champ thermoëélectrique aV.T. D'autre 
part, la valeur de V,T correspondant à un courant unité et à une induc- 
tion unité est exactement égale à AE. 

Calculons AË. I] est à noter tout d'abord que le flux W, est 
déterminé non seulement par la conductibilité thermique électro- 
nique, mais également par la conductibilité de phonors et on doit 
donc remplacer %x, par la conductibilité thermique totale x = 
— Ke + AL: 

AE HR) 1 Ka (SE d Re.) 
* 7x eKyy \ m®* Ko m*  K4\, 
e_ 1  (r» fr) id (Cm) f_ (CT) Cr) 
m% %e (t) ((T)) lee ex (T) Fax (T) on) ) 


L'équation (49.55) montre que l'effet Ettingshausen est indépendant 
du signe des porteurs de charge, mais dépend du mécanisme de rela- 
xation. En effet, si nous posons t = t,£?, on peut écrire: 


5 2) 
(D => (KT), (= (AT)TT ©. (49.56) 


Portons les valeurs moyennes des temps de relaxation données par 
(49.56) dans l'équation (49.55) : 


5 r 
Le Ge) OT ET 
kT ui à r(+ +2p) r (5)  L 1 ÀT Ri100 (49.57) 
= ex 4 e | 


Pour p > 0, le coefficient d' Ettingshausen AË > 0, ce qui signifie 
que V,T > 0 lorsque B > 0 et j, > 0, autrement dit, la face supé- 
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rieure du cristal s’échauffe ct sa face inférieure se refroidit. Ce résul- 
tat ne peut être atteint que si la déviation vers le haut des porteurs 
de charge « chauds » est plus forte. Pour p — 0, le temps de relaxa- 
tion ne dépend plus de l'énergie, tous les porteurs de charge sont 
déviés d'un même angle et aucun gradient de température ne peut 
donc apparaïître. Pour p << 0, le coefficient AË << 0 et les porteurs 
de charge « chauds » sont déviés vers le bas (avec les conventions 
adoptées pour le sens des champs et des courants). Lorsqu'’en faisant 
varier la température ou la composition et la structure du semicon- 
ducteur, on observe un changement de signe de l'effet Ettingshausen, 
on est en droit de conclure que le rôle relatif des différents mécanismes 
de diffusion a été modifié ou que l’on assiste à une transition d'un 
mécanisme à un autre. 

Evaluons l’ordre de grandeur de AË. Pour ce faire soil x—1 W'-cm/ 
/(cm*: degré) 10? W(m:-degré)-!, kT —0,03 eV ; p —10000 cm(V:s), 
AË sera alors égal à (—)150 cm“-degré/J — (—)1,5-10-* m°-de- 
gré/J et 4,5-10-* m-degré/J avec p — (—)1/2 et 3/2 respectivement. 
Pour une densité de courant j, — 1 A/cm° — 10* A/m°et B — 1 T — 
= 101G, V,T — AEËj, B est égal à (—)1,5 degré/m et 4,5 degré/m — 
— 0,05 degré/cm. Comme on le voit, le gradient de température est 
relativement petit. Evaluons aAË: avec a — 1 mV/degré — 
—10-V/degré,p—3/2, lagrandeur aAË--5-10-° m-degré: V/(J -de- 
gré) = 35-1077 m%/C — 0,5 cm*/C. On négligera cette correc- 
tion lorsque le semiconducteur est faiblement dopé, mais dans le 
cas des semiconducteurs fortement dopés, il est indispensable de tenir 
compte de ce que R, est différent de Ri. 

En posant que V,T 0, il est facile de trouver l'expression 
décrivant l'effet Nernst. On observe alors deux effets différents: 
un effet isotherme lorsque V.T O0 et un effet adiabatique lors- 
que W, - 0. Le calcul du coefficient AN est analogue à celui de AË. 

III. Les effets thermomagnétiques. Pour pouvoir calculer les 
effets thermomagnétiques on doit poser: 


j=0; VT HO. (49.58) 
Dans ces conditions on a: 
je Op(Et—oa'V,T)—OomuM(E*—B'V.T)B=0, (49.59) 
j: = On (E° ec a'V.T) NE Oguul (EX - B'V:T) B = 0, (49.60) 
Wr=on(E£Ei —u'V;T)II— x V,T — 


— UËO, (ET —B'V.T) BI --uEL'V.T.B, (49.61) 
W.=08(E?—0@'V.T)N— x V.T + 
+ LEO; (E$ —B'V,T) BH — EL’ V,TB. (49.62) 


Si on tire des équations (49.59) à (49.62) les expressions de E*, E?, 
V, T'et si on les exprime sous forme de fonctions de B et de V,T, on 


362 LES EFFETS DE TRANSPORT DANS LES SEMICONDUCTEURS 


(CE. IV 


trouvera les coefficients des effets Nernst-Ettingshausen trans- 
versal et longitudinal, ainsi que les coefficients de l'effet Righi-Leduc. 
Il est évident que le calcul de E* et de E* peut être effectué pour deux 
cas différents: cas où V,T = 0, ce qui correspond aux effets iso- 
thermes, et cas où W, = 0 correspondant aux effets adiabatiques. 
L'effet Righi-Leduc ne peut être qu'adiabatique. Après avoir calculé 

*, E? et V,T, on les porte dans l'expression de W,, ce qui permet 
de la réduire à l'expression W, — —%x:V,T, d’où on déduit l’équa- 


Tableau 14 
Conditions requises pour l’observation des effets galvanomagnétiques 


Effets galvano- Définition des Effets thermomagné- Définition des 
magnétiques coefficients tiques coefficients 
Effet Hall : Effet Righi-Leduc : 
champ transversal R=— E; gradient de tempé- ARL V:T 
z 7 rature transversal EE BV:T 
(iz = V,T = 0) ; . 
(j= 0) 
Magnétorésistance : Effet Maggi-Righi- 
variation de la ré- Leduc : de 
sistance et appari- variation de la con- 
tion d'une différen- #4 = 1 P (B)—P (0)| Guetibilité thermi- a — 1 *(B) — x (0) 
ce de potentiel lon- B° p (0) ue, établissement B x(0) 
gitudinale AV, ‘une ne de 
SVT 0 temperature longi- 
Ge = Vx ) | tudinale A (V,T) 
G—0) 
Effect  Ettingshau- Effet  Nernst-Et- ; 
sen: établissement tingshausen trans- 
d'un gradient de AE — ViT versal : ANE E, 
température trans- jxBy ne d’un L DA: 
versal V,T champ électrique 
(jz = VaT =0) transversal E, 
G=0) 
Effet Nernst : Effet  Nernst-Et- 
établissement d'une tingshausen longi- 
différence de tem- AN = VaT tudinal: LANE_ 1 a(B)-a(0) 
pérature longitudi- :: opposition d'un RH a). 
nale (gradient de #4 champ longitudinal, 


température Jlongi- 
tudinal V,T) 


(jx = 0) 


d’une différence de 
potentiel et varia- 
tion de la f.t.é.m. 


A (Ex) 
(= 0) 


Effets isothermes : V,T—=0; effets adiabatiques: W,—0. Champ magné- 


tique appliqué B-- 


(0, B, 0). 


0 
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tion décrivant l'effet Maggi-Righi-Leduc (il est nécessaire de rem- 
placer x V,T par (x, + xr) V,T). 

En remarquant que les coefficients cinétiques dépendent du champ 
magnétique, on peut calculer les coefficients des effets galvano et 
thermomagnétiques dans le domaine des champs faibles et dans 
celui des champs forts, aussi bien dans le cas d'une conductior 
extrinsèque que dans celui d’une conduction mixte. 


Résumé du $ 49 


Les équations (49.24) et (49.25) déterminant j et W permettent de 
décrire tous les effets de transport dans un semiconducteur caracté- 
risé par une masse effective scalaire. On a rassemblé dans le tableau 14 
les conditions requises pour observer les différents effets que nous 
venons d'examiner. 


$ 50. Les effets de transport dans un semiconducteur 
dans le cas de la masse effective tensorielle 


Au $ 40 nous avons étudié le phénomène de la conductivité 
électrique dans un semiconducteur dont la masse effective était un 
tenseur. Si on applique à un tel semiconducteur un champ magné- 
tique, l'équation décrivant le courant devient notablement plus 
complexe. Considérons tout d’abord la grandeur (B, m*B). Désignons 
par (B;,; Ba; B3) = B les composantes de B le long des axes prin- 
cipaux du tenseur m* (ou dem* -!, ou encore de 0"). Les composantes 
du vecteur m*B sont alors: 


m*B — (m,B,; maBs: msB.). (50.1) 


Il en résulte que le produit scalaire (B, m*B) dépend de l'orientation 
de B rapportée aux axes principaux de l’ellipsoïde caractérisant m* : 


(B, m°B) — m,B° + m,B5 + m3Bi = mi (B5+ Bi) +m;B$. (50.2) 


Ce produit varie entre la valeur m,B*° correspondant au cas où le 
champ B est orienté le long de l’axe de révolution de l’ellipsoïde 
d'égale énergie et la valeur m,B° correspondant au cas où B se trouve 
dans un plan perpendiculaire à l’axe de révolution. Or, cela signifie 
que le coefficient cinétique K;, dépend de l’orientation du champ 
magnétique B. Si on caractérise l'orientation de B par rapport à 
l'axe de révolution par l’angle 6, on peut écrire: 


(B, m*B) — B° (m; sin° 6 + m, cos° 6) (50.3) 
qui montre que notre produit scalaire est une fonction périodique 


de l’angle 6. 
Ecrivons l'équation (38.7) pour j: 


J"= KE + ekK/% [m*1E, B]+-—% K/(EB)m*B. (50.4) 
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Nous voyons que l’équation (50.4) est beaucoup plus compliquée que 
l'équation correspondant au cas où B — 0. 11 n’est guère instructif 
d'analyser cette équation et de l’appliquer à l’étude des effets de 
transport ; une telle analyse ne comporte aucune difficulté de prin- 
cipe, mais il est préférable de mettre cette équation sous sa forme 
tensorielle. Ainsi que nous l’avons déjà vu, le premier terme de cette 


équation définit un tenseur du deuxième rang 0!>. Le second terme 


peut être représenté à l’aide d'un tenseur du troisième rang 0, 
tandis que le troisième terme permet d'introduire un tenseur du 
quatrième rang o:;f; dont les composantes sont des fonctions du 
champ magnétique. Lorsque le champ B est faible, donc lorsque 
e°t: ë : 
Ts] (B: m*B) <1, les tenseurs que nous venons d'énumérer 


seront indépendants du champ magnétique et j(* pourra être repré- 
senté par l'expression : 


3 3 L 
AV D (v (v Nù | 5 
ji") = DoPE+ > CRE Bs + È _GimkE1BmBx. (50.5) 
1 == s h= MR - 


Nous avons déjà calculé le tenseur du deuxième rang au $ 40: 


Oo, NS .. (50.6) 


mis 


Le tenseur du troisième rang est de la forme: 


(v) {t*) 2 


où £;xx est le tenseur antisymétrique unité défini par la condition: 


+ 1 pour i£lÆk, 
Eiih — 


90.8 
O0 pour i—{; L:_k; k=—i. ) 


On prend le signe plus si la valeur numérique de ilk peut être obte- 
nue par un nombre pair de permutations de (1, 2, 3); on prend le 
signe moins si le nombre de permutations requises est impair. Donc: 


Ey9s — Egg — Enx1o — 1: Eygo — Egoy — Eeya — —1, (50.9) 


les autres termes étant nuls. L'équation (50.5) peut être facilement 
obtenue en développant le terme K{ [m*E, B]. 
Calculons la composante j; déterminée par le second terme : 


=D KE [mtT'E, BJ. (50.10) 
l 


Or, on sait que par exemple 


imE, BL — EyB: E:B, 


My m'} 


(50.11) 
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et que 
HN PRLUALES, GS (50.12) 


My 


Ceci montre que la somme (50.10) comporte des termes de la forme 


me Er By avec i = L= k, le signe de cette expression étant déter- 


miné par la parité des permutations. Si on utilise un tenseur anti- 
symétrique unité du troisième rang on retrouve les équations (50.7) 


et (50.5). En procédant de la même façon, on arrive à représenter le 


troisième terme sous la forme (50.5) où ou peut être représenté par 


CREUSE 


m4 Ma m3 


1 1 4 
" [3 Mile + Momz + mams —)] Fin = — 


(2m, m,)* v) 


REA k 0 Ne 
= met (T) 3mêmy (me + 2m) URI. 


(50.13) 


Les composantes du tenseur d'anisotropie Ff}, sont indiquées dans 
le tableau 15. 


Tableau 15 
Composantes du tenseur | Valcurs des composantes du tenseur 
Fr) =. 3 (18 + 2m) ms 
1e (mi+2m)° 
FO. FU) Te TT EUTE 
1135 2233 (my + 2m)" 
FO) FO) 3(me+ 2m) mi 
29 a 
ue NS (my + 2m) m 
3(ms+2m)me 
FO FN, = FAN 
1212 1313 2323 2 (m1 + 2ms)° 


F}; 0 


Pour pouvoir déterminer les valeurs des composantes des tenseurs 

résultants, il faut déterminer la somme des composantes correspon- 

dantes des tenseurs de l’ellipsoïde v à condition de les rapporter à un 

seul et même système de coordonnées. Tous calculs faits, on trouve: 
pour la conductivité électrique 


e D 


Os — —- Oo — — Og3 — = O; — — €nha ; , n = = Mn, ; , U — — ae ‘ 
m 
1 1/2 1 \. - 
EC A7 7 À Co) 
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pour la conductivité de Hall 


_ en (t*) D 2 
Oijh —= = 42 Ejjh » as Se ) (50.15) 
et 
us) _ ,fm\", 
Oint = 73 ob? (=) bo (50.16) 
m 


Les valeurs des composantes F;,,1 indiquées dans le tableau 15 cor- 
respondent à deux cas différents : les extrémums se situent dans les 


Direction 1 T=78°"K 
o-//00] B=44006 
Direction B a f0) 


(2p/p 8?) 10° 


0 30 60 3930 1/20 150 180 210 0 270 300 330 360 
Angle entre Tet 5 


Fig. 75. Relation entre le coefficient de magnétorésistance et l'angle formé 
par Île courant Z et le champ magnétique B 


orientations {100}, comme c'est le cas du silicium, ou dans l'orien- 
tation [111] comme c'est le cas du germanium. Le tenseur 0;,; dé- 
termine le courant qui apparaît sous l'action d'un champ électrique ; 
O;yx détermine le courant de Hall et l'effet Hall lui-même. La gran- 
deur O;jx, apparaît du fait de la magnétorésistance. Les effets galva- 
nomagnétiques peuvent être décrits à l’aide de l'équation (50.5) 
en utilisant les valeurs convenables des composantes des tenseurs des 
deuxième, troisième et quatrième rangs. En qualité d'exemple on a 
représenté fig. 79 la relation entre le coefficient de magnétorésistance 
H — _ (5) et l’angle formé par le courant j et le champ magnéti- 
que B dans le cas du germanium de type ». 
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$ 51. L’élastorésistance. 
Sensibilité aux tensions mécaniques 


On entend par élastorésistance *) la variation de La résistance élec- 
trique d'un semiconducteur soumis à une contrainte mécanique donnant 
lieu à sa déformation. L'effet d'élastorésistance ne ressort pas directe- 
ment de l'équation de Boltzmann et cependant on doit le classer 
parmi les effets de transport puisqu'il représente la variation d'une 
des caractéristiques fondamentales du semiconducteur, à savoir, sa 
résistance ou sa conductivité, sous l'effet des contraintes apparais- 
sant en son sein sous l’action d'une déformation mécanique. 

L'étude de l'effet d'élastorésistance nécessite la connaissance de 
certaines notions de la théorie de l’élasticité que nous formulerons 
brièvement dans ce qui suit. La déformation d'un corpssolide entrai- 
ne une modification des coordonnées de ses différents points. Si 
avant la déformation les coordonnées des différents points d'un 
solide étaient caractérisées par un rayon vecteur r, ces mêmes points 
seront caractérisés dans le corps déformé par le rayon vecteur r': 
on appelle vecteur de déformation ou encore vecteur de déplacement 
la grandeur : 

U=ET —+r. (51.1) 


La connaissance du vecteur « en fonction des coordonnées des diffé- 
rents points d’un corps cristallin, soit & (r), caractérise pleinement 
l’état du corps déformé. La déformation d'un solide peut être décrite 
à l’aide d'un tenseur déformation symétrique u;x : 
En 1 du; ouh _ 
ir — 2 ( ÔTR Or; ] Ten Pi 2) 
Le tenseur déformation rapporté à ses axes principaux est de forme 
diagonale : | 
Ur = NO ;x . (51.3) 


Le tenseur déformation U;x caractérise la variation de l'intervalle sé- 
parant deux points d'un corps solide lorsqu'il subit une déformation. 

Si on désigne par di la distance entre deux points d'un corps non 
déformé et par dl’ la distance entre ces deux mêmes points dans le 
corps déformé, la relation entre dl’ et dl peut être exprimée à l’aide 
du tenseur déformation u;:. En effet, on peut écrire: 


3 
dl? = dr? + dy? + dr? = D, dxi (51.4) 
1= 1 
et 


3 3 K] 
dl'?— 2 dz'"? 2 (dx; + du) = p2 (dx + 2dr; du; + du?). (51.5) 
1—= i—=1 — 1 


*) L'élastorésistance est parfois appelée piézorésistance. 
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En négligeant la quantité de second ordre de petitesse du et en expri- 
mant du, en fonction de dx: : 


3 
= S ar, (51.6) 


OTk 


on trouve, tenant compte de (51.4): 
3 


3 
dl'?= > dr'=d+2 S < ns dx; dr, = 


i, R=1 


=de+Y En De) dr;drn=dl+2 S'umdridrn. (51.7) 


OT; 
i,hR i, À 


Dans le cas où le tenseur déformation est du type diagonal (51.3), 
l'équation (51.7) peut être notablement simplifiée: 


dl'?— dl? =2 S u6;x dr; drx = 2 Ÿ 2 ut dr. (51.8) 


On tire de cette dernière équation 


=y la +2N yir dr; dry = dl y 1+25 unninn. (51.9) 
i, À 
L'allongement relatif dans une direction n — (n;, ne, n4) peut être 
exprimé à l'aide du tenseur déformation de la manière suivante: 
y = TE V +29 ur —1æ S'uisnins. (51.10) 


i, k 


Déterminons maintenant la variation de volume lors de la déforma- 
tion : 


dx’ = dx’ dy’ dz' = dx (1 + uŸ) dy (1 + u‘*) dz (1 + u%) — 


— dx (1 + u‘l + u‘? + u‘°), (51.11) 
ou bien 


dx'-- dt : OU 3: 
—— = A= Sue ui = 7, “div uw. (951.12) 
1 


1 1 
Ainsi, les valeurs principales du tenseur déformation définissent l'allon- 
gement relatif du corps solide le long des principaux axes du tenseur, 
tandis que leur somme détermine la variation relative du volume. 

Le tenseur déformation {u;.} peut être mis sous une autre forme 
encore. Il suffit pour cela de considérer l'identité : 

3 3 
ua = [un (+ Y un) &ix |+ (+ > un) Oin - (91.13) 
t=1 


l==1 
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Le second tenseur qui apparaît dans cette équation est un tenseur 
diagonal dont les composantes diagonales sont identiques et égales 
au tiers de la variation relative du volume du solide A ; on l'appelle 
tenseur compression omnidirectionnelle. 

Le tenseur défini par le terme placé entre crochets de l’équation 
(51.13) est appelé tenseur cisaillement. Puisque la somme des com- 
posantes diagonales de ce tenseur est nulle, un cisaillement pur ne 
provoque aucune variation de volume. 

Lorsqu'on soumet un solide à une déformation, des contraintes 
internes apparaissent, qui tendent à ramener le solide à l’état d'équi- 
libre non déformé. Ces contraintes peuvent être décrites par un 
tenseur symétrique du deuxième rang que l’on appelle tenseur con- 
trainte {pin}. La valeur de pix représente la projection sur l'axe i 
de la force appliquée à une surface unité perpendiculaire à l'axe k. 
La force F'! qui est appliquée à l'unité de volume du solide peut 
être représentée à l'aide du tenseur contrainte p par la relation 
suivante : 


F® — div p, (51.14) 
HO=S TE (Gi=1,2, 3). (51.15) 
kh 


Il doit exister une relation bien définie entre le tenseur déformation 
et le tenseur contrainte. En effet, les contraintes doivent croître 
lorsque la déformation croît. Dans le domaine des déformations 
élastiques la relation entre les déformations et les contraintes doit 
être linéaire conformément à la loi de Hooke. Le facteur de propor- 
tionnalité entre Les déformations et les contraintes est désigné sous le 
nom de module d'élasticité. Or, puisque dans le cas le plus général, 
aussi bien les déformations que les contraintes doivent être décrites 
par des tenseurs du deuxième rang, le module d'élasticité lui aussi 
doit être un tenseur, mais d'un rang plus élevé, plus exactement un 
tenseur du quatrième rang. En désignant ses composantes par Air, 
Le tenseur À est appelé tenseur module d'élasticité ou plus simplement 
tenseur élasticité. On écrira conformément à la loi de Hooke: 


Pin = > intmUtm- (51.16) 
im 


Le tenseur élasticité À est symétrique par rapport à ses indices pris 
deux à deux: 

Mjue = ji = hijir = hui, (51.17) 
puisqu'il relie entre eux deux tenseurs symétriques p;: et um. Compte 
tenu de (51.17) parmi les 81 composantes du tenseur À, on ne peut 
trouver dans le cas général que 21 composantes au maximum qui sont 
différentes entre elles. Si on tient compte en outre de la symétrie du 
réseau, le nombre de modules d'élasticité indépendants sera encore 
24—U898 
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réduit.fPar exemple, dans le système triclinique le nombre de modu- 
les indépendants est égal à 18, dans le système rhomboédrique il est 
égal à 12, dans le système hexagonal, à 5, et dans le système cubique 
il n’y a plus que 3 modules indépendants, que l’on notera de la 
manière suivante : 


jnt Las a. (51.18) 


Les corps isotropes se caractérisent par deux modules d'élasticité 
seulement : le module de cisaillement et le module de compression 
omnidirectionnelle. 

Lorsqu'un solide se trouve à l’état d'équilibre, la force totale 
appliquée à l'unité de volume est nulle et donc la condition d'équi- 
libre s'écrit : 


GET 


F0 = SP 0, (51.19) 
h 


Désignons par p la pression extérieure appliquée au corps solide. 
Considérons un élément de volume dS. La force extérieure doit être 
équilibrée par les contraintes internes: 


pdSi= pi dS = 2 Pin dSr. (51.20) 


Notons dS = n dS, n étant la normale à la surface du solide. On 
peut écrire alors: 


Pi dS = Ÿ purnin dS, (91.21) 
R 
ou encore : 
Pi= 2 Pixlin, (51.22) 
n, étant la projection de la normale sur l'axe 4. Lorsqu'on applique 
une compression omnidirectionnelle, p; — —p; vu que la pression 
est normale à la surface, on a: 
Pin = — Pô;n. (51.23) 
Si le corps est soumis à une compression unilatérale : p = (0,0, p),on a: 
0 0 0 
0 O —p 


Dans le cas où la valeur de la pression exercée est déterminée le long 
d’une direction n = (7,, n°, n4) le tenseur contrainte s'écrit : 


Pin = — Prin. (51.25) 
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L'équation (51.16) qui établit une relation entre p;x et u,n permet 
d'exprimer les déformations par la pression extérieure. Il est à re- 
marquer que puisque le tenseur module d’élasticité ne comporte qu'un 
nombre de composantes notablement plus petit que le nombre ma- 
ximum possible, qui est de 81, on utilise généralement pour sa nota- 
tion deux indices au lieu de quatre. Ainsi par exemple, dans le cas 
de cristaux cubiques, on utilise les notations suivantes: 


hu = Âxxxz = Cyns Age = Co Moy = Cu. 


Les composantes c;, se caractérisent par des indices symétriques. 

Ces remarques préliminaires étant faites, nous pouvons passer 
maintenant à une étude de l'effet d'élastorésistance. Considérons un 
semiconducteur caractérisé par un tenseur résistivité électrique p° 
dont les composantes sont pi}. 

Après ladéformation la résistivité électrique du semiconducteur 
se trouve modifiée et devient égale à p" ou p7,. La grandeur pT — p° 
ou p7, — pin représente la variation de résistivité qui survient à la 
suite de l'application d'une charge mécanique provoquant la déformation 
et l'apparition de contraintes dans le semiconducteur. La variation de 
résistivité peut être caractérisée de deux manières différentes : d’une 
part, en faisant intervenir les contraintes, et d'autre part, les dé- 
formations. Ces deux procédés sont équivalents puisque entre les 
déformations et les contraintes existe une relation bien définie. 
Exprimons la variation de résistivité p" — p° par le tenseur con- 
trainte pis : 


pt — pl, — P°r D TihkimPim (51.26) 
m 
ou bien 
PA = Pix (1 +2 TikimP1m) (51.27) 
m 
et finalement 
Ph —p}} L 
a  — ) HihkimPim. (51 .28) 
Pir 1 


Le tenseur du quatrième rang Tinim est couramment appelé tenseur 
coefficient de piézorésistance ou encore tenseur piézorésistance. 

Le tenseur piézorésistance d’un cristal cubique ne comporte que 
trois composantes que l’on représente pour simplifier l’écriture avec 
deux indices seulement : 


Taga1 — Mans Marge —= Miss NMyoye — Nas: (51.29) 


En faisant appel à la relation (51.16), pi, peut être exprimé en fonc- 
tion du tenseur déformation et du tenseur élasticité sous la forme : 


PE = PRE mumpim)= PL + EE nimhimsius). (51.30) 
24% 
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Pour procéder à une étude expérimentale de l’élastorésistance on 
utilise un semiconducteur en forme d'un prisme à section rectan- 
gulaire que l’on soumet à une compression ou à une traction unila- 
térale. Si Le courant électrique est dirigé le long de l'axe de déformation, 
on se trouve en présence d'un effet d'élastorésistance longitudinal. Si 
par contre le courant forme un angle de 90° avec l'axe d'application de 
la déformation, on a affaire à un effet d'élastorésistance transversal. 


En tenant compte de la relation (51.25), l'élastorésistance p}, 
d’un semiconducteur soumis à une compression unilatérale (p >> 0) 
s'écrit : 


pi Pi (142 TinimPim) = pt, (1—p DETTE (51.31) 


Dans le cas où le courant j circule dans la direction de l'axe longitu- 
dinal du prisme, on doit avoir j: — jn:. Déterminons en appliquant 
la loi d'Ohm les composantes du champ E, : 


E; = 2 Pr = 2 Pie (1 Pa D Tiximlilim) jnn. (51.32) 


L’intensité de champ E dans la direction de l’axe du prisme que 
l'on désigne par El! est: 
$ 


El= (En)= Ÿ Ÿ En: (51.33) 


Nous appellerons résistivité longitudinale pl! la grandeur définie par 
le rapport de Ell à j: 


>, E;n; 
Eu 
SE MD Hé pi (1—rY TikimimMm) Ran;. (51.34) 
im 
Pour p = 0 
pil — > Puninr — p;!. (51 .39) 
1h 


On appelle coefficient d'élastorésistance longitudinal ou coefficient de 
tension la grandeur 3 (ou Sion) : 
p'—p 
T1 = PEC—P) . (01 .36) 
L'utilisation du coefficient x, permet de caractériser l’élasto- 
résistance le long de l’axe par la relation: 
pll=p, (1—sup). (51.37) 


Ecrivons maintenant le coefficient d'élastorésistance longitudinal x; 
à l’aide du tenseur piézorésistance en utilisant pour cela les équations 
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(51.36), (51.35) et (51.34): 


Ty = 2 TirimiNllim (51.38) 
1RIM 


Le calcul de cette somme devient aisé si l’on tient compte de (51.29) : 
Tu =: Tag (ni ++ NS) +2 (nus +) (rire +nins -+nin) = 

= Ty À 2 (és + Te — nu) (nine +nins +nins). (51.39) 

Si l'axe du prisme se confond avec l'orientation [100] du cristal, le 


vecteur n ne peut avoir qu'une seule projection non nulle, donc 
n = (1, 0, 0). Il en résulte que 


Jtuoo] = Lx = y = Hz = Mn (51.40) 
Dans le cas où l’axe du prisme se confond avec l'orientation [110] 
du cristal, le vecteur n — (== : = : 0) et 
V2 y2 


iiog = MER, (61.41) 
On trouve de même: 
T[111] =+ (io + Tux) +. (51.42) 


Ceci montre que le coefficient d'élastorésistance longitudinal 1 dé- 
pend de l'angle que forme l'axe de l'éprouvette avec les axes cristallo- 
graphiques du semiconducteur (51.39). 

On peut utiliser également un facteur de mérite d'élastorésistance 
S\, par rapport aux déformations u que subit l’éprouvette dans la 
direction de son axe. On sait que le module de Young E* se 
définit par la relation: 

—p = E'u, (51.43) 

où conformément à (51.10) 


TE >: u;nn;ln. (51.44) 
ih 


En portant (51.43) dans (51.37), on obtient : 
pl = p} (1 — pu) = pi(1 + Eu) = pi (1+Siu), (51.45) 
d'où l'on tire: 


HW o!t 
Si = ne =muE". (51.46) 
Il importe de ne pas perdre de vue que le module de Young défini par 
la relation (51.43) dépend de l'orientation. En utilisant les équations 
(51.25) et (51.10), on peut établir une relation entre le module de 
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Young et le tenseur élasticité : 
Y pe 
—p= À pianinn = En D Uimiim. (51.47) 


A l'aide de l'équation (51.16) qui établit une relation entre pyx 
et Um On pourra écrire: 


n > Urmilim 
u Im 
— a 0 (51.48) 
EE  —P ÿ) Mkimuimrink 
ikim 
que l'on peut écrire encore sous la forme suivante: 
+. = Cig 1" Cu + 
EŸ (Cs1 + 2Cy2) (C1 — C2) 
1 2 2,2 2 2 2 _2 
EL: Ci Cat — Cio } (nin: de Nils +nins). (51.49) 


Par exemple, dans le cas où l'axe de l’éprouvette se confond avec 
l'orientation [100], n = (1, 0, 0) et le module de Young est: 


ES (c,, + 2cee) = Enoo]. (51.50) 


Ci1 + Coe 

Le facteur de mérite d'élastorésistance des semiconducteurs est des 
dizaines de fois supérieur à celui desmétaux. Pour le silicium de type p, 
par exemple, dont la résistivité est égale à 0,1Q-cm, le facteur de 
mérite S, est voisin de 125 (le facteur de mérite S, par rapport à la 
déformation relative est une grandeur sans dimension) ; cette valeur 
est près de 60 fois supérieure à celle que l’on peut obtenir avec des 
jauges de déformation métalliques. 


$ 52. Mécanisme de l'effet d’élastorésistance. 
Les coefficients de piézorésistance 


On trouve dans le tableau 16 quelques valeurs expérimentales 
des coefficients de piézorésistance du germanium et du silicium. 

Les données expérimentales du tableau 16 montrent qu’aussi bien 
les coefficients de piézorésistance que le facteur de mérite ou le 
coefficient d’élastorésistance longitudinal dépendent du type et de 
la valeur de la conductivité du matériau. Ils dépendent également 
de la température et même du degré de déformation. Pour pouvoir 
interpréter ces dépendances il est indispensable de procéder à une 
étude de la nature de l'effet d’élastorésistance. Le tenseur résistivité 
électrique peut être représenté dans le cas général en fonction de la 
concentration des porteurs de charge et du tenseur mobilité u: 


pl = enu = 6. (52.1) 


Toute variation de p peut être attribuée à une variation de la con- 
centration et de la mobilité des porteurs de charge. 
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Tableau 16 
Coefficients de piézorésistance adiabatiques (7 — 20 °C) 
M TU = St111] — 
Matériau oc va Fe HE 171111] Eni11] ne. ” 
(10-12 cm3/dyn) UT xr{111] 
Germanium 1,55-101? 
de type n 4,51 —2,31—3,21—138,1 —94,9 —147 
5,71 —2,71—3,9|—136,8 —94,7 —147 
9,91 —4,7|[—5,0|—137,9 — 96,9 —150 
46,6| —5,2|—5,51—138,7| —101,2 —157 
de type p 4,11 —3,7] 3,2 96,7 65,4 101,5 
45,0 10,61 5,0 46,5 31,4 48,7 
Silicium 1,87.101° _— 
de type n 7,8 6,6|—1,1| 138,1 93,6 175 
de type p | 11,71—102,2| 53,41 —13,6|  -—81,3 —142 


1. Cas de compression omnidirectionnelle. Le cas le plus simple 
où se manifeste un effet d'élastorésistance est celui d'une compression 
omnidirectionnelle. Le tenseur déformation se réduit alors à un 


W 


Fig. 76. Variation de l'énergie d'interaction des atomes d'un réseau cristallin 
en fonction de la distance interatomique 


scalaire u;; — u. Du fait de la pression exercée, le paramètre du 
réseau cristallin & diminue: 


a” = ao (1 — U). (52.2) 


Lorsque la distance interatomique diminue, le recouvrement des 
fonctions d'onde électroniques augmente, et l'énergie potentielle 
W (a) qui caractérise les interactions des atomes du réseau varie. 
En admettant que le minimum de W (a) correspond à a = @, il 
est évident que W (a) doit croître aussi bien lors d’une compression 
que lors d’une traction du cristal (fig. 76). Puisque aussi bien W (a) 
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que les régions de recouvrement des fonctions d'onde se trouvent 
modifiées, on peut en conclure que l'intégrale d'échange À (s) ainsi 
que le degré d'abaissement des niveaux d'énergie C qui apparaissent 
dans la théorie de l'électron quasi lié doivent également varier, ce 
qui doit provoquer une variation de la largeur des bandes interdites 
et des bandes d'énergie permises. 

Or, toute variation de la largeur d'une bande interdite doit donner 
lieu à une variation des concentrations des électrons et des trous. 
Désignons par B le coefficient de la variation relative de la largeur 
d'une bande interdite lorsqu'on fait varier la pression appliquée : 


___ 4 dE. 
p — 7 AE ôp 
AËo (p) = AE (1 — Bp). (22.3) 


Si d'autre part on désigne par y le coefficient de la variation relative 
de la largeur d'une bande interdite lors de la déformation du réseau : 


__4 AE. 
Ÿ—= AE) vu ? 
AE, (u) = AE (1 + vu), (52.4) 


les équations (52.4), (52.3) et (51.43) permettent d'établir la relation 
suivante : 


p——+, (52.5) 


où E* est le module de Young. 

Une variation de la largeur de la bande interdite est déterminée par 
un déplacement du bas de la zone de conduction et du haut de la bande 
de valence: les déplacements de E. et de E, peuvent être différents. 
Dans le cas général la position de £. et de E, dépend de la variation 
relative du volume du corps ou de celle du tenseur déformation : 


E.(u)=E.+%eu++ Te u+... (52.6) 


Si on se limite au cas de petites déformations, on peut négliger tous 
les termes comportant le tenseur déformation à la puissance supérieu- 
re à la première: 


E. (u) = E. (0) + Acu. (52.7) 


Le supplément d'énergie potentielle qu'acquiert un électron dans un 
réseau déformé est appelé potentiel de déformation et la grandeur A. 
porte le nom de constante du potentiel de déformation. 

Les mêmes considérations sont applicables à la position du haut 
de la bande de valence: 


E, (u) = £, (0) + Au. (52.8) 
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La variation de Ia largeur de la bande interdite résultant d'une 
déformation peut être représentée par: 


AËo (u) = Ee(u) — E,(u) = AE (0) +(A:—A,)u, (524) 


ce qui signifie que le coefficient y peut s'exprimer en fonction de A. 
et de A,. Représentons le produit des concentrations des porteurs 
de charge en fonction du tenseur déformation : 


_ AEolu) _ (c-anu 
np=ni=NeN,e "T =n(0)je ÀT — 
2 Ace— Ay (e* 
= ni (0)(1— 5 u+ ...). (52.10) 


Nous voyons ainsi que l'incrément des produits des concentrations des 
électrons et des trous dépend des constantes du potentiel de déformation 
ainsi que de la valeur de la déformation u. Dans le cas d’un semicon- 
ducteur intrinsèque nr — p, et donc: 


ôn Ôn; ___ Ar—AÂe _ Ôp =) 
RO m0 AT PO _. 
En utilisant l'équation de la conductivité nous écrirons: 
ôp ôn _A.—A __A5—Ae p 
D ne QT M ur Eve ne 4) 


Une comparaison des équations (52.12) et (51.36) permet de trouver 
le coefficient de piézorésistance longitudinal : 


Hess 20. =. (52.13) 
Un calcul de x à l’aide de l'équation (52.13) montre que la variation 
de résistance d’un semiconducteur soumis à une compression omni- 
directionnelle est relativement faible. Nous avons montré ci-dessus 
(51.13) qu’en toute déformation, à l'exclusion d’un cisaillement pur, 
entre comme composante la compression omnidirectionnelle ; de ce 
fait on doit observer dans tous les cas une variation de concentration 
des porteurs de charge libres due à un effet de compression omnidi- 
rectionnelle. 

Cependant dans la région d’exhaustion de l’impureté une com- 
pression omnidirectionnelle ne peut faire varier la concentration 
totale des particules que d’une quantité égale ou double de la varia- 
tion de la concentration des porteurs de charge minoritaires et l’effet 
d'élastorésistance y sera donc peu marqué. En fait, dans un grand 
nombre de cas l'effet d’élastorésistance est beaucoup plus important 
que la variation à laquelle on peut s’attendre en se basant sur les 
considérations ci-dessus : ce phénomène ne peut être interprété qu’en 
faisant intervenir les propriétés des bandes multiellipsoïdales. 
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2. Compression ou extension unilatérale. On observe un effet 
d'élastorésistance beaucoup plus important lorsque la déformation 
est unilatérale, donc lorsque le tenseur contrainte est de la forme 
(51.24) ou (51.25). La déformation du solide se caractérise par le 
tenseur déformation u,:. Il importe de faire la remarque suivante: 
si la distance interatomique diminue dans la direction de la compres- 
sion, la distance interatomique doit augmenter dans une direction 
perpendiculaire. On doit en conclure que le recouvrement des fonc- 
tions d'onde des atomes doit donc être différent suivant des direc- 
tions différentes. 

Représentons la position du bas de la bande de conduction par 
l'équation suivante: 


E. (u) = E, (0) + 2 AQU, (52.14) 


où u;, est la composante du tenseur déformation et A est une com- 
posante du tenseur des coefficients du potentiel de déformation. 
L'équation (52.14) n'est valable que lorsque les déformations sont 
faibles. Généralisons le problème au cas d'un semiconducteur com- 
portant M vallées. Nous devons admettre alors que dans chaque vallée 
{vallée v) la position du bas de la bande de conduction est décrite 


par son tenseur propre A9 — A(: 
ES” (u) = E: (0) + >; AfRuix. (52.15) 
1k 


Puisque le tenseur déformation est le même pour toutes les vallées 


et que les A” sont en général différents, Le déplacement du bas de la 
bande de conduction sera différent dans différentes vallées. Comme la 
position du niveau de Fermi ne dépend pas du numéro de la vallée, 
les distances séparant le niveau de Fermi du bas de la bande de 
conduction deviennent alors différentes et le résultat en est que 
chaque vallée se caractérisera par une concentration électronique 
différente: si le fond d’une vallée se relève, le nombre d'électrons 
qu’elle renferme doit diminuer, et inversement, si le fond d’une 
vallée s’abaisse, le nombre d'électrons augmente : 


F°-EU\)(u) 
nM=Ne ÀT = nv {(u). (52.16) 
Nous avons désigné par F” le niveau de Fermi dans un cristal déformé : 
F'=F+86F; ôF— > Dir. (52.17) 
iR 


Le cas le plus intéressant est celui des semiconducteurs extrinsèques. 
En considérant pour simplifier la région d'exhaustion de l’impureté, 
la condition de la conservation du nombre d'électrons de conduction 
s'écrira : 

M 

N nW (u)=nV (0) M=n. (52.18) 


v—=1 
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En développant en série (52.16) dans le cas d’une faible valeur du 
tenseur déformation et en ne conservant que le terme linéaire, on 
obtient : 


&F—ÿ AskUiR 
1 


n% (u) = n(°) (0) ( ee (52.19) 


kT 


En portant ce dernier résultat dans (52.18), il vient: 


n° (0) M = n° (0) M — "© 7 0) 3 ( (5F — > > Au) ]- (52.20) 


En égalant à zéro les termes compris entre crochets et en remplaçant 
ôF par (52.17), on trouve: 


M 3 3 
M&F= D SO AWur=M >  Diux. (52.21) 
v=i 1, R= i, R=1 
De là on tire: 
M 
Dir = SAR = (Ain (52.22) 
v=f{ 


ce qui montre que le tenseur D;, qui détermine le déplacement du 
niveau de Fermi grace à quoi le nombre d'électrons de conduction reste 
constant représente la valeur moyenne du tenseur AS rapportée aux 
minimums. L'équation (52.22) permet de récrire (52.19) sous la 
forme suivante : 


>» ((A)ir DE AG) Uh 


n{\) (u) — n{v) (0) É — nee = nv) (0) + ôn). (52.23) 


Comme la concentration des électrons dans les différents minimums 
varie différemment lorsque le semiconducteur est déformé, ces 
minimums cessent d'être équivalents. La conductivité totale sera : 


ü 


o(u)= ÿ otv) (u)=e À 2 n°? (u) n°. (52.24) 


En admettant qu'à proximité des minimums les surfaces d'égale 
énergie sont de forme sphérique, on a u{* — L quelle que soit la 
vallée considérée et dans ce cas, conformément à (52.18), © (u) — 
= 6 (0), ce qui signifie que dans cette approximation l'effet d'élas- 
torésistance ne se manifeste pas. Si cependant u) est anisotrope, la 
conductivité devient elle aussi anisotrope lorsque le semiconducteur est 
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soumis à une déformation : 
M 
o(u)=0 (0) —e ÿ pM6n,. (52.25) 
v=1 


Pour un degré de déformation donné déterminantfune valeur don- 
née de ôn(v, l’anisotropie de la conductivité ne peut être déterminée 
que par celle de la mobilité, donc par l'anisotropie de l'inverse de la 
masse effective. Considérons en qualité d'exemple le comportement 
du silicium de type nr. 


Fig. 77. Redistribution des électrons suivant les minimums d'énergie dans le 
silicium lors d'une déformation mécanique 


Lorsqu'on comprime un cristal de silicium le long d'un axe 
[100], les distances interatomiques le long de cette direction devien- 
nent plus petites, l'intégrale d'échange le long de cette même orien- 
tation augmente, tandis que dans les directions [010] et [001] elle 
doit diminuer. Le bas de la bande de conduction doit s’abaisser dans 
la direction [100] et remonter dans les directions perpendiculaires. 
Or, puisque 

M 
N ôn)=0, (52.26) 


v=i 
la région des états occupés aux minimums d'énergie (+kox, 0, 0) 
doit s’accroître et décroître dans tous les autres minimums (fig. 77). 


Désignons par ôn, l'accroissement de la concentration des électrons 
dans les minimums 1 et 4. Il est évident que l'on doit avoir: 


—4ôn, — 2ôn. (52.27) 
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La variation du tenseur conductivité 60 est : 


SO xx = — e2ôn (pu — Au?) = —e2(r) 26n, (=) . (52.28) 


m} my 


80 yy = —e° (t) (© 20n: ip 200S QE + 20ns Ds) : 


mm} 
1 


= —e(r) ôn +) = 66. (52.29) 


mt m} 


Ceci montre que la variation de conductivité est différente le long 
des différents axes cristallographiques par le signe et le module. 
En appliquant une pression dirigée le long de l'axe [110], les mini- 
mums 7, 2, 4, 5 s'abaisseront et les minimums 3 et 6 se relèveront, 


donc : Lôn; — —2ôn,. La variation de conductivité est alors: 
Gex = — 2e*ôn, (+) (= +) — 60, (52.30) 

1 1 | 
ÉOux= — 4e (T) Ôny (=) (52.31) 


Lorsque le cristal est comprimé le long de l’axe [111], tous les extré- 
mums resteront équivalents et on n’observera aucune redistribution 
d'électrons et donc dans le cadre de notre approximation on ne devra 
observer aucun effet d’élastorésistance. En fait, un effet d’élasto- 
résistance doit se manifester à la suite de la variation de la con- 
centration des porteurs de charge dont il a été question au début 
du paragraphe. 

Considérons maintenant l'effet d'élastorésistance dans le ger- 
manium ou le silicium de type p. On observe dans ces matériaux 
une variation de résistance tellement importante qu’elle ne peut 
être expliquée par une variation de la concentration des porteurs 
de charge. En remarquant que la bande de valence du germanium et 
du silicium se caractérise par des surfaces d'égale énergie pratique- 
ment sphériques, on ne peut interpréter la tres grande valeur de 
l’élastorésistance par une anisotropie de conductivité comme on [l’a 
fait dans le cas de la bande de conduction. Les résultats expérimen- 
taux n'ont pu être correctement interprétés qu’en tenant compte de 
la dégénérescence de la bande de valence : les deux branches d'énergie 
correspondant l’une aux trous légers et l’autre aux trous lourds se 
confondent au point k — 0. Lorsque le cristal est soumis à une défor- 
mation anisotrope, la symétrie du champ du réseau est rompue, la dé- 
générescence est levée et les hauts des bandes de valence des trous légers 
et des trous lourds se déplacent en sens inverses et d’une distance inégale. 
La distance à laquelle se déplacent les niveaux d'énergie ôE (k) 
dépend de k selon l'équation: 


GE (k) = + = (5 > uk; — Yu), (52.32) 


1 
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De 


où B — ( B?++ C3), B et C sont des constantes figurant dans 
l'équation (26.2) et b la constante du potentiel de déformation. Le 
signe plus correspond aux trous légers et le signe moins aux trous 
lourds. Le déplacement des bandes d'énergie des trous légers et 
lourds modifie leur concentration relative, le nombre total de trous 
de conduction restant invariable : p, + p, = NV, (cas d’une conduc- 
tivité extrinsèque dans le régime d'exhaustion). Or, une redistribution 
des concentrations des trous légers et lourds entraîne du fait de leurs 
mobilités différentes une variation de conductivité et de résistance : 


| 06 — €» (ôPilpi + ÔPLUpL); (52.33) 
où Ôp, = —ÔpL. 


Nous arrivons ainsi à la conclusion que l'élastorésistance ano- 
malement élevée du germanium et du silicium de type p doit être 
attribuée à une différence des masses effectives, donc à une diffé- 
rence des mobilités des trous légers et des trous lourds. 

Si on soumet un cristal déformé à l’action d’un champ magnétique, 
tous les effets galvano et thermomagnétiques que l’on observera seront 
différents de ceux que l’on observe dans un cristal non déformé. Les 
effets thermoélectriques seront eux aussi différents. Une altération 
de tous les effets cinétiques est due à ce que la déformation du réseau 
cristallin entraîne une modification de sa structure de bandes. Une 
description plus précise des phénomènes se produisant dans des semi- 
conducteurs déformés devrait tenir compte d'une variation des méca- 
nismes de relaxation, d'une variation de la masse effective et d'autres 
grandeurs caractéristiques. 

L'équation (50.5) donnant la densité de courant devra être modi- 
fiée si le semiconducteur est soumis à une déformation. Par applica- 
tion de la loi d'Ohm la densité de courant pourra être mise sous la 
forme : 


3 
= 2 onu, B) Ex, (52.34) 
la conductivité ©; dans des champs faibles pouvant être représentée 


par l'équation suivante: 
On (u, B) = 0îx [1 + à (0 thin em Utm] +- 
m 


+ (D où +2 OikimnUmn] Bi} + 
si [EE Oirim + À OikimnpUnp| BiBm} (52.55) 
m mnp 
Lorsque les déformations sont nulles (u;: = 0), l'équation (52.35) 
se réduit à une expression du type (50.5); lorsque B = 0, elle se 


réduit à l'expression (51.30) à condition de tenir compte de ce que 
les tenseurs p;4 et 6; sont des tenseurs réciproques et en désignant 
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par (x-!);xim une Composante ikim d’un tenseur inverse}au tenseur 
piézorésistance. Les tenseurs O;x, et Oinim Caractérisent respective- 
ment la conductivité de Hall et l'effet de magnétorésistance. Les 
tenseurs O;xrmn €t Oikimnp Caractérisent respectivement les effets 
élastogalvanomagnétiques transversal et longitudinal. 

Lorsque le semiconducteur se caractérise par l'existence de 
extrémums on doit faire les sommes de l'équation (52.35) en tous les 
extrémums. 


Résumé des $$ 51 et 52 


1. L'effet d'élastorésistance correspond à une variation de la 
résistance (ou de conductivité) d’un semiconducteur ou d’un métal 
soumis à une déformation. Le mécanisme de l'effet d'élastorésistance 
réside dans une modification de la structure de bandes du semicon- 
ducteur. Une variation de la largeur de la bande interdite provoque 
une variation de la concentration des porteurs de charge et donc une 
variation de résistance. 

2. Dans le cas des semiconducteurs possédant une structure de 
bandes complexe, tel le silicium ou le germanium de type n, l’appli- 
cation d'une contrainte unilatérale déformant le cristal donne lieu 
à une importante variation de sa résistance que l’on ne peut plus 
interpréter par une variation de la concentration totale des porteurs 
de charge. On interprète le phénomène en admettant que lors d’une 
déformation anisotrope les extrémums d'énergie cessent d'être 
équivalents, ce qui donne lieu à une redistribution des électrons 
parmi les différents extrémums. Les minimums qui s’abaissent lors 
d'une déformation fournissent une contribution à la conductivité 
plus importante que le minimum qui se relève. La variation de con- 
ductivité ne s'observe que dans le cas où les surfaces d’égale énergie 
sont de forme non sphérique. 

3. Dans les semiconducteurs, tel le silicium de type p, la tres 
grande variation de résistance est due à ce que la dégénérescence des 
bandes d'énergie est levée lorsque le semiconducteur est soumis à 
une déformation anisotrope. Lorsque la dégénérescence est levée, le 
nombre des trous légers et des trous lourds se trouve changé, et 
comme ces particules se caractérisent par des mobilités différentes, 
leur contribution à la conductivité est également différente, c'est 
pourquoi la résistance totale du semiconducteur doit varier même 
si le nombre total de trous reste constant. 

4. L'élastorésistance est généralement décrite à l’aide du tenseur 
coefficient d'élastorésistance (ou tenseur piézorésistance) ; c’est un 
tenseur du quatrième rang. 

Lorsqu'un semiconducteur est simultanément soumis à l’action 
d'un champ magnétique et d'une contrainte mécanique, sa conducti- 
vité dans le cas de champs magnétiques faibles est donnée par l'ex- 
pression (52.35). 


CHAPITRE V 


THÉORIE DE LA DIFFUSION DES PORTEURS 
DE CHARGE 


$ 53. La section efficace de diffusion 


Dans un cristal parfait le mouvement ordonné des électrons et 
des trous peut se maintenir indéfiniment sans exiger la présence d’un 
champ électrique externe. Dans un cristal réel, après suppression du 
champ, le courant électrique décroït selon la loi exponentielle : 


{ 
j()=ie %, (53.1) 


où (tT) est une certaine caractéristique du matériau qui est de l’ordre 
de 10-F$ s, de sorte que le courant atteint la valeur nulle presque 
instantanément. Le mécanisme responsable du retour du système à 
son état d'équilibre est la diffusion des porteurs de charge, leur collision 
avec les différents défauts perturbant la périodicité du champ du réseau. 

On caractèrise généralement le processus de diffusion par une 
grandeur que l'on désigne sous le nom de section efficace. Cette 
grandeur se définit à l’aide des considérations suivantes. 

Posons qu’une seule particule se mouvant à une vitesse v passe 
par unité de temps à travers une section unité, on observe alors un 
flux à une particule. Si on définit le flux comme le nombre x de 
particules traversant par unité de temps une section unité, nous pou- 
vons calculer nr connaissant la concentration nr, de particules du 
faisceau et leur vitesse v, donc nr = n,-v. Lorsque nr — 1 cms”, 
la concentration des particules formant le faisceau sera égale à nr, — 


= 2 em-?s-1/(cm-s-1) = _ cm”*. Plaçons à l'intérieur de notre 


section un écran non transparent pour les particules d’aire S. La 
probabilité de ce qu'une particule soit arrêtée par cet écran est 
égale au rapport S : 1 — S à condition que la particule traverse 
avec certitude 1a section unité (une particule à travers 1 cm° par 15). 
Si chaque fois qu'une particule atteint l'écran S elle se trouve déviée 
du faisceau initial, S représente la probabilité de collision ou de dif- 
fusion des particules. Connaissant donc l'aire de l’écran S$, nous 
connaissons la probabilité de collision de la particule avec celui-ci. 
Si sur la surface unité se trouvent N pareils écrans, la probabilité 
de collision devient W fois plus grande et vaut SW. Si à travers une 
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surface unité passent par unité de temps rx particules, le nombre de 
particules diffusées par unité de temps sera An = nNS. 

Lorsque les particules se meuvent dans un milieu comportant 
des centres de diffusion dont la concentration est À, sur un élément 
de trajet dx d’un faisceau de particules de section unité on trouvera 
N-1-dx centres de diffusion. Alors la probabilité qu’une particule 
soit diffusée par un de ces centres est SN dx. Le nombre de particules 
qui sont diffusées par unité de temps est alors égal à dn = nNS dx. 
Si en un point x du trajet le flux de particules possède une valeur 
n (x), sa valeur en un point x+ dx sera plus petite d’une quantité 
égale à dn — nSN dx, de sorte que n (x + dr) = n (x) + dn. 
Puisque le flux s’appauvrit en particules, il est évident que 


n (x + dx) <ni(zx) lorsque dr > 0. On doit donc avoir dn < 0 
et on peut écrire: 


—dn = n(x) SN dx. (53.2) 
Cette équation se résout facilement si S et N ne dépendent pas de z: 
n (x) = ne" SNx. (53.3) 


Donc si on connaît la probabilité de diffusion S on peut calculer le 
flux de particules en tout point x. Le nombre de particules et donc le 


flux décroissent selon la loi exponentielle. Sur la distance Az — _ 
Le nombre de particules diminue de e fois. On peut attribuer à la grandeur 
_. un autre sens. Considérons un élément de trajet {xr, zx + dx}. 
Sur cet intervalle —dn (x) particules sont diffusées; donc, avant la 


diffusion toutes ces particules ont parcouru un chemin dont la lon- 
gueur est de z à z + dz, ou un chemin x à dx près. Leur chemin 
total est 

—dn (x):x. (53.4) 


En sommant (53.4) sur toutes les valeurs possibles de zx, on 
obtient la somme des intervalles parcourus par toutes les nr, particules 
sans subir de diffusion. En divisant cette somme par le nombre initial 
des particules du faisceau, on calcule je chemin moyen Z que les 
particules parcourent sans subir de diffusion: 


©œ oo 


= 1 Re _SNx _ 
L = A EX dn) - | ze SN dr = 


n 


| e 
=— | yeŸ dy = er. (53.5) 
0 


Cette équation relie la longueur du libre parcours / avec la section 
efficace de diffusion. Or, l'équation (53.2) montre que la probabilité 
25—0898 
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de diffusion sur un élément de trajet dx est : 


SNdr= +. (53.6) 


Il en résulte que la grandeur SW — l-! représente la probabilité de 
diffusion sur un trajet de longueur unité. Cette relation est en tous 
points analogue à la relation entre le temps de libre parcours et la 
probabilité de diffusion par unité de temps que nous avons établie 
au $ 2 en nous basant sur les lois générales de la théorie des proba- 
bilités. Il est facile d'établir une relation entre ces différentes gran- 
deurs. Si on désigne par v le module de la vitesse moyenne, on peut 
la définir par la relation: 


is. (53.7) 


On a alors: 
rie 1. (53.8) 


Nous avons introduit la grandeur S en tant qu'aire de la section droite 
d’un «écran» provoquant la diffusion des particules du flux. Pour 
les électrons se déplaçant dans un corps solide on doit faire appel à 
certaines notions plus compliquées permettant de décrire les processus 
de diffusion. Nous appellerons centre de diffusion toute imperfection 
du champ du réseau donnant lieu à une variation de la quasi-impulsion 
et de la vitesse d'un électron ou d'un trou. L'interaction des porteurs 
de charge avec ces imperfections peut être caractérisée par une 
probabilité W. 

Erigeons un écran d’aire S* — W autour d’un centre de diffusion. 
Les probabilités de diffusion d'une particule par l’écran et par le 
centre de diffusion deviennent alors égales et c'est la raison pour 
laquelle Za probabilité de diffusion est souvent désignée par le terme de 
section efficace de diffusion. 

Si sont possibles plusieurs processus de diffusion se caractérisant 
par des sections efficaces S*, le nombre de centres de diffusion de 
type i étant N,;, la probabilité totale de diffusion W est égale à la 
somme des probabilités de diffusion par chacun de ces centres: 


W=S*=T N;st. (53.9) 


La valeur de W peut être définie par celle du libre parcours de la 
particule ? — _ , tandis que S;N; =— . de sorte que: 
1 1 
1 
En d’autres termes, s’il existe plusieurs mécanismes de diffusion 
et qu’un certain mécanisme à, agissant seul, détermine un libre 
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parcours de longueur /;, lorsque tous les mécanismes agissent simulta- 
nément, la longueur de libre parcours L sera donc inférieure à tous les 
l; possibles, conformément à l'équation (53.10). L’équation (53.10) 
exprime l’additivité des probabilités d'événements indépendants et 
montre que la longueur de libre parcours total est toujours infé- 
rieure au plus petit des libres parcours partiels. Afin d'évaluer la 
contribution d'un mécanisme de diffusion donné à la valeur résultante 
de libre parcours /, on doit faire entrer en ligne de compte la con- 
centration des centres de diffusion correspondants ainsi que leurs 
sections efficaces. 

La section efficace S* peut dépendre de l'énergie, de la masse 
effective ou d'autres paramètres encore des particules diffusées. La 
théorie de la diffusion se fixe pour tâche d'établir une relation entre- 
S*+ et l’énergie et la masse des particules pour différents types de: 
centres de diffusion. 

La section efficace S* a été définie comme la probabilité de ce 
qu'une particule diffusée soit déviée de sa trajectoire initiale d’un 
angle arbitraire. Cependant, comme le processus de diffusion est un 
processus aléatoire, les angles de déviation 8, op des différentes parti- 
cules seront variés. Posons que dans l'angle solide élémentaire 
dQ — sin 6 d6 dœ sur un élément de trajet dr, dn' particules soient 
diffusées par unité de temps. Ce nombre est égal à 


dn' — dn' (6, ®) — nr N dr o (6, œ) dQ, (53.11) 
d'où l’on tire: 


dn’ _ 
O (6, Ç) = . (53.12) 


La grandeur © (8, +) est numériquement égale au nombre de parti- 
cules dn' qui ont été diffusées par unité de temps dans l'angle solide unité 
dQ — 1 sur le trajet de longueur unité dr — 1 lorsque le flux ne com- 
porte qu'une particule (n — niv — 1) et que le nombre de centres de 
diffusion N — 1. La grandeur: 


0 (8, pd = (nw=n=1 ;Ndx=1) (53.13) 


représente la probabilité de diffusion sous les angles 0 et @ dans l'angle 
solide dQ d'une particule du flux unité par un seul centre de diffusion, 
aussi appelle-t-on o (6, œ) section efficace différentielle. La dimension 
de © (8, œ) se laisse déduire de (53.13): puisque dn’ représente la 
probabilité de diffusion d’une particule par unité de temps 
([dn'] = T-1) pour le flux unité ({n;v] — 1 cm?s-!, c'est-à-dire 
ru] — L-T-1) il vient: 
1 
[6 (8, pl= er = L. (53.14), 


25%: 
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La section efficace différentielle a donc la dimension d’aire, de 
même que la section efficace S*. En sommant (53.13) sur tous les 
angles possibles 6 et @, on obtient la probabilité de diffusion sous un 
angle quelconque, donc la probabilité totale S*: 


| (8, )dR=S"*. (53.15) 
(47) 


L'équation (53.15) fixe la condition de normalisation de © (6, œ), et 
la grandeur S* peut être désignée sous le nom de section efficace inté- 
grale. Dans le cas où la section efficace différentielle ne dépend pas 
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Fig. 78. Angle solide de diffusion 


des angles 0 et p, ce qui signifie que la diffusion sous n'importe quel 
angle est équiprobable, on dit que la diffusion est isotrope. Dans le 
cas d’une diffusion isotrope, il existe une relation simple entre © 
et S*: 
S° — | o (6, p)dQ = 0 [ dS — 4no, (93.10) 
(47) (47) 


s*  - 
Er re (53.17) 


L'angle 6 est formé par la direction initiale du mouvement de la 
particule et celle après la diffusion. L’angle q est mesuré par rapport 
à un plan passant par l’axe polaire (axe z) qui se confond avec la 
direction initiale du mouvement de la particule. Dans le cas où le 
centre de diffusion possède une symétrie axiale, o ne dépend que de 
l'angle polaire 6 et détermine la probabilité de la diffusion dans 
l'angle solide compris entre deux cônes d'ouverture 8 + d8 et 6 


(fig. 78). 
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En posant que © est indépendant de @, l'intégration de (53.13) 
par rapport à œ donne: 
27 
6 (B)sin0d0 | dp—0(8)2xsin0d0= 6(8)dQ, (53.18) 
{l 
ou dQ = 2x sin 6 dB est l'angle solide compris entre les deux cônes. 

Les collisions peuvent être élastiques et inélastiques. La collision 
est dite élastique si l'énergie cinétique des particules concernées se con- 
serve. Dans le cas où l'énergie cinétique des particules après la colli- 
sion est plus grande ou plus petite qu'avant le choc, la collision est 
dite inélastique. 

Lors de la collision élastique d’une particule légère avec un lourd 
centre de diffusion immobile l'énergie de la particule reste pratique- 
ment inchangée. Pour démontrer cette proposition, écrivons les 
lois de la conservation de l'impulsion et de l'énergie: 


M +0—=pe+P, (53.19) 
; ï 5 . P? 
T,+0— Fe + 0 = Om EE 6 Su = 12 +T (53.20) 


où (0, P) et (p,, Pa) représentent les impulsions des particules lourde 
et légère avant et après collision respectivement. 
En résolvant (53.19) par rapport à P et en portant le résultat 
obtenu dans (53.20) on a: 
P=pi—pe; P2= pi + p2 —2pipscos0. (53.21) 
On tire de (53.20) 


5 M a 
pa À (p3 — pe). (53.22) 
En égalant (53.22) et (53.21), on obtient : 
: ä M ,. M 
Pi + Pà — 2PaPe COS0—— pi+— ps = 0 (53.23) 
ou bien 
M 
2pcosO , AE 2 
Pi ge Pt Pi =0. (53.24) 
CR 467 


La solution de l'équation (53.24) est : 
o ns os? 6 (1-7 
cos y COS 
Pa= 7 + V ETES Ty Pi— 
1+— (142) (142) 


2 
cos 0 + 4 sin? 0 


= pa — "7% ——.. (53.25) 
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Lorsque _ & 1, on peut simplifier (53.25) en ne conservant que les 


termes du premier ordre de petitesse en ss et en rejetant le signe 
moins devant le radical (p, > 0): 


M 
cos NE ar 
Pa Pi = P [1 or (1 — cos e) | : (53.26) 
LR 
Nous pouvons constater que l’impulsion de la particule diffusée 
est plus petite en module que celle de la particule incidente : 


Pi— Pa = Pi 7 (4 — cos). (53.27) 
Calculons maintenant la variation d'énergie de la particule diffusée : 
1 1 
AT=Ti—-Te= Te (pi— pi)= pe (Pa + Pa) (Pa — Ps) = 


1 2 2m 
= 2ps ee (1—c080) = FE 7 (1 — cos 0) — 


=T, 27 (1— cos 0). (53.28) 


La part de l’énergie que la particule incidente communique au centre 
de diffusion dépend de l'angle de diffusion: AT — T — 0 pour 

— 0 (pas de diffusion). La variation maximale de l'énergie de la 
particule incidente se produit pour un angle 6 = x qui correspond 
au cas où la particule rebondit en arrière: 


AT=T=T, #7. (53.29) 


Calculons maintenant l'énergie moyenne transmise par une particule 
diffusée au centre de diffusion par une collision. Nous devons tenir 
compte de ce que la probabilité de diffusion à l'intérieur d’un inter- 
valle angulaire dO6 est égale selon (53.18) à o (8) 2x sin 6 d8; cette 
dernière grandeur représente simultanément la probabilité de ce que 
l'énergie perdue par la particule lors de la collision est égale à AT (6). 
En multipliant AT (6) par la probabilité de diffusion et en remar- 
quant que la fonction © (6) est normée par rapport à S*, on peut 
écrire : 
TI 
[ AT (8) o (8) 2x sin 6 48 
AT) = ——— — 
( o (8) 2x sin 6 46 
u Ô 
2x | o (8) (1—cos 8) sin 6 48 


2m. Ge 
TS, 
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où 
T 
0e = 27 | 6 (6) (4—cos 8) sin 6 d0 (53.31) 
0 


est la section efficace différentielle moyenne. La médiation par rapport 
aux angles 6 s'obtient pour la fonction de poids (1 — cos 8) ; ©. porte 
le nom de section efficace de conduction ou de mobilité ou encore de 
section efficace de transport. La fonction de poids diminue la contri- 
bution de © (8) à ©. lors de la diffusion sous des angles faibles et 
l'augmente presque de deux fois lorsque les angles de diffusion sont 
importants. Ce résultat est facile à concevoir puisque pour les angles 
de diffusion importants la part d'énergie perdue par la particule est 
grande. Examinons le cas particulièrement simple d’une diffusion 
isotrope. Calculons la section efficace de transport: 
T 
Ge = 210 | (1 — cos 8) sin 6 d0 = 4x0 =S*. (53.32) 
0 
Il en résulte que dans le cas de la diffusion isotrope (AT) — Ts 


On peut donner une autre interprétation encore à la grandeur o.. 
Comme la vitesse et l’impulsion associées au mouvement dirigé 
varient lors de la diffusion sous l'angle 6, on peut donc calculer Ja 
part de la vitesse v, que la particule perd lors du choc. Tenant compte 
de ce que 


Uzo Æ V:, COS 6, (53.33) 

on écrit: 
AV; = Vi — V7 = v, (1 — cos 0) (53.34) 

ou bien 
PE 1 — cos 6. (53.35) 


En prenant la moyenne de Av, par rapport à 6 on trouve: 


(Av,) = v, (1 — cos 8) — SE 2n Î (1 — cos 0) o (6) sin 0 d8 = v, ee | 
(53.36) 
Le rapport oE est égal au rapport S- En désignant <- par gq’! 
il vient: 
Qv)=E; qe (53.37) 


La grandeur q représente en somme le nombre de collisions après Les- 
quelles la vitesse de dérive devient nulle. Puisque dans le cas de la 
diffusion isotrope 6. — S*, on peut!en conclure que pour la diffusion 
isotrope la vitesse de dérive devient nulle après une seule collision. 
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En conclusion de ce paragraphe énumérons les principaux types 
de centres de diffusion: 

1) les ions d’impuretés, 

2) les vibrations thermiques du réseau, 

3) les atomes d’impuretés, 

4) les lacunes et autres défauts ponctuels, 

9) les dislocations, 

6) les joints entre les grains, la surface du cristal, 

7) les porteurs de charge. 

Il va de soi que le rôle joué par ces centres de diffusion est diffe- 
rent. Pour pouvoir l’évaluer, on doit trouver les probabilités de 
diffusion sur chacun des centres de diffusion cités. Pour ce faire, 
il suffit de définir la section efficace par la superficie d’une certaine 
surface plane dans les limites de laquelle le porteur de charge peut 
subir une interaction avec le centre de diffusion. 

La diffusion mutuelle des porteurs de charge doit être négligeable 
puisqu'on a déjà tenu compte de ce type d'interaction par l'intro- 
duction du champ self-consistent. La mise en œuvre de champ self- 
consistent permet de considérer les porteurs de charge comme indeé- 
pendants. Cela ne veut cependant pas dire que les électrons n'obéis- 
sent plus à la loi de Coulomb par exemple. L’interaction a bien lieu 
et obéit aux lois générales de l’électrodynamique, mais du fait du 
grand nombre de particules et de leurs propriétés d'onde, le mouve- 
ment de ces particules s'effectue comme s'il n’y avait pas d’interac- 
tion. On peut dire que ce mouvement se caractérise par une sorte de 
stabilité dynamique qui se retrouve dans les fonctions de Bloch et 
dans le fait de la conservation de la quasi-impulsion. Ces considérations 
permettent d'affirmer que la diffusion mutuelle des porteurs de 
charge ne peut constituer le mécanisme principal responsable de 
l'évolution des phénomènes cinétiques. 

La diffusion sur les limites du cristal, sur les interfaces des cris- 
tallites et des grains doit jouer un rôle important dans les couches 
minces monocristallines ou polycristallines. Dans le volume d’un 
monocristal massif ce facteur n'est pas essentiel. 

Les dislocations se répandent sur de grandes régions d’un cristal, 
elles doivent donc avoir une section efficace importante. Posons par 
exemple que la longueur d'une dislocation coin soit de 1 mm et que 
le diamètre de la région perturbée par cette dislocation soit égale à 
plusieurs centaines de périodes du réseau. L’aire de sa section droite 
sera alors de l'ordre de 5-10-% 10° .10-1 — 5.10-7 cm°. Si la densité 
Pic de dislocations est égale à Nn Æ 10$ cm“, on trouve 

— S$'.N51 — 2.40-? cm. Les exemples donnés ci-dessous per- 
2 de se rendre compte que cette valeur de /D est déjà assez 
importante et que les cristaux possédant une densité aussi forte de 
dislocations sont inutilisables dans un grand nombre de cas. 


$ 54] LE TEMPS DE RELAXATION ET LA SECTION EFFICACE DE DIFFUSION 393 


Lorsqu'il s’agit de défauts ponctuels et d’atomes d'impuretés, on 
peut adopter la grandeur S* de l’ordre de l’aire d’une face de la 
maille élémentaire, donc égale à S* — 3.10-15 cm°. En posant 
N, 1016 cm, il vient !, &3-10-° cm. 

Dans le cas d'ions d’impuretés, on doit poser S? supérieure à Sa 
de deux ordres de grandeur au moins, de sorte qu'avec Vr Æ 101% cm * 
et S &3-10-$ cm°, on trouve !r & 3 10-* cm — 3u. Pour évaluer 
correctement le rôle des vibrations thermiques du réseau, on doit 
remarquer que ST correspond non pas à l’aire de section de l’atome 
du réseau, mais à l'aire de section de la région occupée par l’atome 
vibrant, autrement dit, on doit tenir compte de l'amplitude des 
vibrations. Il est évident que cette amplitude sera d'autant plus 
grande que plus grande sera la température. En admettant que l'am- 


plitude des vibrations est de l’ordre de 4 À, l’aire de section de la 
région occupée par un atome vibrant (déduction faite de la section 
de l’atome lui-même) sera égale au produit du diamètre de l'atome 
par le double de l’amplitude, donc Sr & 10-16 cm“. Cela montre que 
la section efficace de diffusion par les vibrations thermiques du 
réseau est la plus petite que pour tous les autres types de centres de 
diffusion. Cependant, comme le nombre d'atomes vibrants est fort 
important, Nr & 10% cm, Ir & 10-58 cm — 100 À. 

Toutes ces estimations ne sont que purement qualitatives, bien 
qu’elles reproduisent correctement les rapports entre les longueurs de 
libre parcours des porteurs de charge lors de la diffusion par les 
centres de nature différente. 

L'expérience montre en effet qu'aux températures élevées la dif{u- 
sion est essentiellement due aux vibrations thermiques du réseau. À mesu- 
re que la température baisse c'est la diffusion par les ions d'impuretés 
qui détermine la valeur de la mobilité des porteurs de charge. Dans le 
cas où la concentration en ions d’'impuretés est petite, la diffusion 
sera essentiellement liée à la présence d’atomes d’impuretés ou de 
défauts ponctuels. Dans ce qui suit, on aboutira aux mêmes déduc- 
tions à l’aide des expressions mathématiques pour les temps de 
relaxation correspondant aux différents centres de diffusion. 


$ 54. Relation entre le temps de relaxation 
et la section efficace de diffusion 


Tous les phénomènes de transport dépendent des temps de relaxa- 
tion rapportés à une énergie moyenne. On définit le temps de relaxa- 
tion par l'intégrale de collision dont la valeur est fonction de la 
probabilité de transition des électrons et des trous d’un état à un 
autre lorsqu'ils subissent des collisions. 11 est donc permis de suppo- 
ser qu'il doit exister une relation entre la section efficace de diffusion 
et le temps de relaxation. 
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On démontre en mécanique quantique et en cinétique physique 
que Les probabilités élémentaires des transitions directes et inverses 
sont égales. Cela signifie que w (k, k’) — w (k’, k). En utilisant cette 
égalité, le temps de relaxation peut être décrit par l'expression 
suivante : 


(H)=--s L {re (K', k) f(&') 1 —f (k)]— 


—w(k, k”) f(k) [1—f(k)1} dx. (54.1) 


En tenant compte de ce que la fonction de distribution correspondant 
à un état d'équilibre f = f, annule l'intégrale de collision, posant 


1 = fo + fM) et négligeant les termes de la forme f0*, on obtient : 
1 1 DR. je (k°) , 
D. | {u (k, IG l — fo (k)] — fo (k )]— 
(Vi) 
’ ’ ) (k° 
— uw (k, k°)[1—f (k Te f&)]} due. (542 
On note que cette équation reproduit l’équation (36.6r). 


Puisque w (k, k’) — w (k’, k), on peut simplifier (54.2) et la 
mettre sous la forme: 


1 1 . Jo (ke) 
= juk[t- LD an. (54.3) 
D’après l'équation (37.16) f( est de la forme: 
19 (= — 0 va): 100) — 50) (x 0e) ve). 
(54.4) 


Donc en remplaçant f® (k) et f@) (k’) par leur expression tirée de 
(54.4), l'équation pour + (k) devient : 


Ofn 
(X{k') v ke) 
4 1 , "dE 
HT Coq he) 2e lg. (545) 
TAN #7 . |. CGR) v (R) 


La grandeur y se détermine à l’aide de Ne (37.52) qui montre 
que #, à son tour, dépend d’une manière compliquée du temps de 
relaxation. Il en résulte que (54.5) est une équation intégrale non 
linéaire, dont on ne connaît pas de solution générale. Nous avons 
introduit le temps de relaxation afin de trouver une solution de l’équa- 
tion de Boltzmann, mais nous n'avons pas pour autant réglé toutes 
les difficultés, car ces difficultés se retrouvent lorsqu'on cherche à 
calculer t. En résolvant l'équation pour f{!, nous avons admis en 
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outre que le temps de relaxation était indépendant des champs exté- 
rieurs. Nous ne pouvons qu’affirmer qu’en présence de champs exté- 
rieurs E et B les phénomènes de relaxation évoluent autrement 
qu’en l'absence de ces champs. Nous verrons dans ce qui suit que les 
processus de collisions dépendent des champs appliqués et que cette 
corrélation donne lieu à des phénomènes physiques bien déterminés. 
En admettant cependant que + (k) ne dépend pas des champs exté- 
rieurs, on peut, tout formellement d'ailleurs, analyser l'équation 
(54.5) pour le cas où E — 0 et B — 0. On a alors: 


4fo 


CV CR)E") T (ke) 
1 4 , 0E 
D = | uw (k,k)| 1— LA dtur, (54.6) 


(4) E°) + (k) 


E° étant un vecteur unitaire d'orientation arbitraire. 

Dans la majorité des cas présentant un intérêt pratique l'équation 
(54.6) peut être notablement simplifiée. Dans ce qui précède nous avons 
supposé que t n'était fonction que de l’énergie. Si nous faisons coin- 
cider l’axe z et le vecteur k, l'orientation de k’ déterminera alors la 
direction du mouvement de la particule diffusée. Disposons le vecteur 
E° le long de l'axe z; nous obtiendrons alors: 


(v (k) E°) = x (k): (v (k') E°) = v (k”) cos (k”, k) = v (k”) cos 8 


(54.7) 
et donc 
1 | he  T(E')v(k’)cos(k’, k) 
= — À ak ke) 1 lors. (54.8) 
T (k) An êfo 
(Vie) DE , TE) v () 


Le cas le plus simple que l’on puisse envisager est celui de surfaces 
d'égale énergie de forme sphérique. Nous avons montré au $ 53 
que lors d’un choc élastique avec un centre de diffusion, l'énergie E 
d’une particule ne varie que très peu, tout au plus d’une quantité 


égale à TE . On peut donc admettre qu'après une collision elastique 


l'état de la particule appartient toujours à la même surface d’égale 
énergie d'une zone de Brillouin. Sous cette hypothèse, on peut mettre 
l'équation (54.6) sous la forme suivante: 


RENE LE 
T(k) 4% 


| w (k, k’) [1 — cos (k’, k)] dter. (54.9) 
(Vx) 


et comme E = E”, la vitesse ne varie pas en module 
tT(E)ST(E) et v(k') &v(k). 
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Dans un système de coordonnées sphériques, dont l’axe polaire est 
dirigé le long du vecteur k, on a cos (k’, k) — cos 6 et donc: 


LR Î w (k, k”) [1 — cos 6] dti, = 


+ (k) 4ns 
(Vx) 
= 7% [w(k,k,6,q)(1—cos6)k? dd. (54.10) 


Mettons la fonction w (k, k’, 6, ) sous la forme du produit de 
deux fonctions : d'une fonction. radiale w (k, k') et d'une fonction 


angulaire w (6, œ). Convenons que w (8, œ) représente la probabilité 
de diffusion d'une particule dans l'angle solide unité dans la direction 
(8, p). La section efficace différentielle est par définition la proba- 
bilité de diffusion, par un centre de diffusion, d’une particule appar- 
tenant à un faisceau unité. Or, puisqu’une particule de vitesse 
v (k) constitue un flux 1.u(k), on peut écrire: 


5 (8, p)= Nu (k) 0 (8, p). (54.11) 


Posons d’autre part que w(k, k') représente la probabilité de 
transition d'une particule appartenant au volume unité 1 (k) dans une 
couche sphérique de rayon k° et d'épaisseur unité: dk" = 1. 

Le produit w (k, k’) w (6. ) représente la probabilité de transition 
d'une particule dans le volume que délimite l'angle solide unité dans la 
couche sphérique d'épaisseur unité. L'’aire de la base de ce volume est 
naturellement égale à 4’2. Si nous divisons le produit w (k, k')x 
x w (6, o) par £’?, nous obtenons la probabilité de transition dans 
une couche d'épaisseur unité s'appuyant sur l’aire unité, donc dans 
un volume unité centré sur le point k’. Ainsi, on peut écrire: 


w (k, k') = 20 #) DEC p) __w(k, 170 0 0 q) L (54.12) 


Exprimons maintenant le temps de relaxation en termes de la section 
efficace : 


= Nov (k) | © (8, p) (1—cos 8) dR.+— jo k')dk'. (54.13) 


(4x) 


T TE 


Lorsque la diffusion est élastique, l'état caractérisant la particule 
diffusée appartient toujours à une surface d'égale énergie et de ce 
fait w (k, k’) doit être proportionnel à ô (4 — k'). Prenons pour le 
coefficient de proportionnalité 47° et écrivons: 


w(k, k')= 4136 (k—k'). (54.14) 
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Comme la diffusion qui fait passer les particules dans tous les états 
k" possibles est un événement certain, on doit avoir: 


1 f oi 
2 | 46 (8) dk 1. (54.15) 
0 


Ce dernier résultat étant obtenu, nous avons finalement : 


= Nv(k) | o (6, p)(1—cos0) dQ = Nu(k)o., (54.16) 
(4x) 
soit 
=: == (54.17) 


On note que cette expression est analogue à (53.8). 


Résumé des $$ 53 et 54 


1. La section efficace différentielle de diffusion © (6, œ) repré- 
sente la probabilité de ce qu’une particule animée d’une vitesse unité 
après collision avec un centre de diffusion se trouvera à l’intérieur 
d’un angle solide unité dQ = 1, construit autour d'un axe dont l'ori- 
gine se confond avec le centre de diffusion et dont la direction est 
déterminée par les angles 6 et p. Etant donné un faisceau de parti- 
cules dont la concentration est n, et la vitesse v, nous pouvons, con- 
naissant © (6, œ), déterminer le nombre dn’ (6, æ, x) de particules 
qui, étant diffusées sur un trajet de longueur dx par des centres de 
diffusion de concentration W, se trouveront à l'intérieur d'un angle 
solide dQ (6, œ): 


—dn" (6, p, x) = © (6, p) r (x) vN dr dO (6, @).  (53.1r) 


2. La section efficace intégrale de diffusion S* représente la 
probabilité de diffusion sous un angle quelconque, S* est liée à 
6 (6, æ) par la condition de normalisation : 


S*— | 5(6, p)d0. (53.2r) 
(4x) 

3. La section efficace de transport, appelée encore section efficace 
de mobilité ou de conduction, est une grandeur 0. que l’on obtient 
en intégrant la section efficace différentielle o (8, œ) par rapport à 
tous les angles pondérée par la fonction (1 — cos 6): 

an 2x 


= | | 6 (, p} (1 — cos 8) sin 0 dB dy. (53.3r) 
0 0 
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Si la section efficace différentielle est indépendante des angles 6 
et , on arrive à la relation: 


S* — 41O — 0.. (53.4r) 


Dans le cas général le rapport de S* et de ©. caractérise le nombre 
moyen de collisions q que doit subir une particule pour que sa vitesse 
de dérive devienne nulle: 


(53.5r) 


Lorsque la diffusion est isotrope la vitesse de dérive s’annule en 
moyenne après une seule collision. 

4. La longueur de libre parcours /; d’une particule animée d'un 
mouvement de dérive dépend de o.; et de la concentration 4; des 
centres de diffusion : 


1 
No (53.6r) 
ID Niou= D Lt. (53.7r) 
+. î 
5. Le temps de relaxation + (k) dépend de o.: 
1 
ED — Nv(k) o.. (53.8r) 


6. Lorsqu'une particule de masse m* est diffusee par un centre 
de masse M, la variation moyenne de son énergie est : 


7. Les électrons et les trous peuvent être diffusés par les centres 
suivants: 1) ions d’impuretés ; 2) atomes d'impuretés ; 3) lacunes et 
autres défauts ponctuels ; 4) dislocations ; 5) surfaces extérieures du 
cristal, plans de clivage et limites entre les grains; 6) électrons et 
trous ; 7) vibrations thérmiques du réseau. 

8. La théorie de la diffusion se fixe pour tâche le calcul dela 
section efficace de diffusion sur les centres de nature differente, afin 
de calculer, connaissant ©,, les valeurs de + (k) et de (E”t®}, ce qui 
permet de décrire les effets de transport dominés par la diffusion. 


$ 55. La notion de la théorie des transitions quantiques 


Nous avons indiqué au paragraphe précédent que pour pouvoir 
calculer les coefficients cinétiques il était nécessaire de connaître la 
section efficace différentielle, et que cette grandeur pouvait être 
calculée en appliquant des procédés de la mécanique quantique. 

Nous aurons besoin d'utiliser certains résultats de la théorie des 
transitions quantiques non seulement pour traiter les problèmes de 
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la théorie de la diffusion, mais’(galcment dans la théorie des phéno- 
mènes optiques. Aussi avons-ncus estimé utile de rappeler certaines 
notions fondamentales de Ja thécrie des transitions quantiques. 


Soit un système quartique décrit par l'hamiltonien H° et dispo- 
sant d’un certain nombre d'états staticnnaires caractérisés par l’éner- 
gie Æ° (œ) et les fonctions d'onde 42 (r), satisfaisant à l’équation: 


02 (r) = E° (a) y2 (r) (55.1) 


(æœ est l’ensemble des grandeurs physiques). La fonction d’onde 
42 (r) représente la solution de l’équaticn de Schrôdinger des états 
stationnaires. La solution de l'équaticn de Schrüdinger d'un système 
variable dans le temps 


0 A 
in En D = Hog (r, +) (55.2) 


est liée à la solution de l'équation stationnaire par la relation simple: 
_; Et) 
Va(rt)=w(r)e ? . (55.3) 


Ce résultat se vérifie aisément car en portant (55.3) dans (55.2) on 


retrouve (55.1). 
Supposons qu'à l'instant t — 0 le système quantique soit soumis 


à l’action d’un champ W — Ww (r, 4). L'hamiltonien de notre système 
devient alors: 


À = H0+ W. (55.4) 


La fonction d'onde du système perturbé  (r, f) s’obtient en résol- 
vant l'équation: 


ch LE = tp = (Â°+ W) +. (55.5) 


Pour trouver la soluticn de cette équation, on peut utilisant un pro- 
cédé dû à Dirac développer  (r, t) suivant les fonctions 4£ (r, t): 


br, #)= | ca (#) 2 (r, ?) da. (55.6) 
Nous avons transcrit le développement de 4 (r, {) suivant 4 (r, é) 
en supposant que le spectre de « est continu ; s'il n’en était pas ainsi, 


on aurait dû remplacer l'intégrale par une somme étendue à toutes 
les valeurs de &. Portons (55.6) dans (55.5): 


. ” é pe (r, t) 
ik | {Le ya (nr, 1) + ca (t) Er — } da = 


e { Ca (é) {AE (r, 1) + W£ (r, t)} da. (55.7) 
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Compte tenu de (55.2) on a: 
ih | La O 49 (r, 9 da = | Ca (t) We, (r, t) da. (55.8) 


Multiplions le premier membre de (55.8) par 4%* (r, £) et intégrons sur 
tout l’espace concerné. La condition de normalisation de #% (r) étant 


À v* (r) wa (x) dr = 6 (B— a), (55.9) 


on peut écrire: 
de 
ih = | ca (t)e Wa da. (55.10) 


L'équation (55.10) est la forme matricielle de (55.5), de plus c’est 
une équation complète. Comme il est fort difficile de trouver sa 
solution générale, on utilise les procédés usuels de la théorie des 
perturbations. Lorsque W est petit, on peut le traiter comme une 
perturbation. On dit qu'une grandeur est petite lorsque son élément 
matriciel est petit: 


+ LEP) - EV(@)Jt 


Wa = | 42 (r) W (r, 6) ve (r) dt = Wa (t). (55.11) 
Cherchons c, (4) sous forme d’une série : 
Ca(t)—=ca(t)+ce (t)+ cé (1) +... (55.12) 


où c (1) est l’approximation d'ordre zéro, correspondant au cas où 
W = 0. Dans cette approximation (W = 0) le deuxième membre de 
(55.10) s’annule, donc en approximation d'ordre zéro tous les c£? (t) 
sont des constantes, en conformité avec le fait que pour W = 0 
le système est à l’état stationnaire. Considérons un état d'énergie 
E' (y). Alors pour & =£ y, tous les c® — 0. Or puisque la probabilité 
de ce que notre système se trouve dans n'importe quel état «& est 
égale à 1, pour c, — 0 («x = y), on doit poser c, = oo, soit: 

ca = Ô(a—7y). (55.13) 
Pour obtenir l'équation décrivant c#? (t), on prend l'approximation 
d'ordre zéro de c, ({), puisque l'équation (55.10) renferme un terme 
en Wa : 


def (4) À 1E0%B)-E0 a)jt 
E = [5(a—me" 7 Wpa (t) da = 


: L (E(B)-E()}t 


Wg». (55.14) 
L'intégration de (55.14) est immédiate : 


{ 
ch (0 = + | Wap (t) el8v! dt, (55.15) 
0 


$ 55] LA NOTION DE LA THÉORIE DES TRANSITIONS QUANTIQUES 401 


* 


où . 


E0 (B)— E0 (y) 


Opy = ñ 


La grandeur | cf (@) F est la probabilité de trouver à l'instant t le 
système quantique à l'état 4% (r, ?). A l'instant £ — 0 le système se 


trouvait à l’état 4#$ (r, 0). En utilisant (55.15), on calcule la pro- 
babilite : 


| P= 2 4] Wap, (+) eivevt dt |° (55.16) 


Cette grandeur-ci peut être considérée comme la probabilité de tran- 
sition du système de l'état wi, (r, t) à l'état Y$ (r, £) lorsque Le système 
subit pendant un temps t la perturbation W. 

La probabilité de transition par unité de temps, que nous dési- 
gnerons par w (y, B), se détermine par la relation suivante: 


w (y, p=+ ch (t) |? = _ TE Hi] We "8 at | (59.17) 


Considérons une perturbation indépendante du temps. L'élément 
matriciel de perturbation ne figurant plus sous le signe somme, on 
intègre par rapport au temps et on obtient alors: 


ITW à | io. 2 _[Wgl 4 
LS RU à RE SE PE = 
w (y, B) = NT a |e Br 1 | us 2 (1 — cos wpyt) 
21W8 l* sin ue 
= TRE, OB» sin Op. = = = | Wa a —— (55.18) 


L'expression (55.18) montre que la probabilité de transition entre 
les états y et B présente un caractère oscillatoire, la pulsation des 
oscillations étant fonction de la différence entre les énergies des deux 
états. En admettant que w (y, B) soit une fonction de wg,, on voit 
que cette fonction décroît à tout moment à mesure que la fréquence 
des oscillations augmente. En d’autres termes, étant fonction de la 
différence des énergies des états initial et final, la probabilité de 
transition doit décroître à mesure que cette différence augmente. 


Considérons comment varie la grandeur 1 — 8% — } — 
; L By 
en fonction de la fréquence. Lorsque &g, — 0, on a: 


sin Opyt 
lim J= lim —7 =; (55.19) 
@gy+0 og 0 OBy 
Le graphique de la fonction 7 est représenté fig. 79. 
26—0898 
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Plus le temps t£ est grand, plus le maximum est accusé et plus l’in- 

tervalle des fréquences que couvre le premier maximum est restreint : 
27 

AG, = ——. (55.20) 


Lorsque ti —+ oo, cet intervalle des fréquences Awg, — 0 et I —+ oo. 
L'intégrale de ZI par rapport aux fréquences est : 


ce Ce sin gt 
| I dog, = | mn (55.21) 


De sorte que pour des intervalles de temps £ suffisamment grands, 
on doit avoir: 


4 sin opyt 


L'égalité (55.22) n'est valable que si le temps durant lequel agit la 


Æ Ô (@p,). (55.22) 


sin ol 


Fig. 79. Graphique de la fonction 7 = 


perturbation est suffisamment grand. Dans ce cas on peut écrire: 


w (y 8) = Way 6 (08:) =] Way S(E° (B)—Æ° (y. (55.23) 


$ 55] LA NOTION DE LA THÉORIE DES TRANSITIONS QUANTIQUES 403 


Cette dernière relation montre que la probabilité de transition est 
proportionnelle au carré du module de l'élément matriciel de perturbation 
correspondant. Elle est différente de zéro si E°(B) — E° (y),f donc à 
condition que l'énergie du système se conserve. 

Appliquons maintenant la relation (55.23) pour calculer la pro- 
babilité de transition d'un état à un autre sous l’action d’une pertur- 
bation lorsque la particule est diffusée par un centre de force locale 
que l'on caractérise par l'énergie potentielle d'interaction de la 


particule et du centre: V(r) =W (r). Pour calculer l'élément 
matriciel de l'opérateur perturbation on utilisera la fonction de 
Bloch de l'état initial et de l’état final: 


Wiex = | vi (r) W (r) x (r) dr = 
= | e-ik"-k, 17 (r) p£. (r) x (r) dt. (55.24) 


Dans l’approximation de la masse effective l'onde de Bloch peut 
être remplacée par l’onde de de Broglie, c’est-à-dire que l’on remplace 
les fonctions périodiques gx: (r) et qu (r) par des constantes. Pour 
faire un choix convenable des amplitudes de l'onde incidente et de 
l'onde diffusée on fait appel au raisonnement qui suit. L'’onde diffusée 
Yx, (r) représente la probabilité de trouver la particule en un point 
quelconque de tout l’espace, on doit donc la normer à une fonction Ô 
et ceci nous conduit à: 

ir (r) = —1 eikn, (55.25) 


- 
(2r) 
On doit normer l'onde incidente de telle sorte qu'elle décrive un flux 


de probabilité d'une grandeur unité. Comme la densité du flux de 
probabilité est: 


jo = er (PV — DV), (55.26) 


en posant #4 (r) — Aeïtkr), il vient pour j,, : 
jo= pr (A* (— ik) A—A" (ik) A]= ik [AE v. (55.27) 


On voit alors que la densité unité du flux de probabilité n'est possible 


que si 
[APv=—1; Aa=yVi=y = (55.28) 


ce qu'on peut écrire encore : 


(CI EE 


tu (r) = (7) eitkr), (55.29) 


26* 
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Portant les valeurs de 4x (r) et de fx, (r) données par (55.29) et (55.25) 
dans (55.24), on trouve l'élément matriciel de l'opérateur perturba- 
tion : 


tcp 


(2x)° 


CLS 


+ 


= 7 — | ettxr)} (r) dt (55.30) 


3 
(2x)* nk° 
avec 
x = k — k’. 


Désignons par V, l'intégrale figurant dans (55.30) 
V,= | eixn)V (r) dr. (55.31) 
Considérons le cas simple où la perturbation est à symétrie sphé- 
rique: V (r) — V (r). 11 est alors commode d'utiliser un système de 


coordonnées sphériques dont l'axe polaire est orienté le long du vec- 
teur x; l’équation (59.31) s'écrit alors: 


© 1 27 
V = | [ eixr 605 0/7 (r) r2 dr sin 0 48’ dg = 
0 0 v 
oo CLS 
= 2n | r°V (r) dr | eixr cos 6° sin 0” dO". (55.32) 
(l U 
L'intégrale par rapport à 0” se calcule immédiatement : 
EL a : 
| eixr cos 8’ sin 0” d0’ — — 1 eixr cos 0° | — 2 sin xr . (55.33) 
ur KT 
0 Ù 
Portant (55.33) dans (55.30), on trouve: 
Vu=dn | rV (7) SE dr. (55.34) 


Ü 


Utilisons maintenant (55.34) pour mettre l'équation (55.24) déter- 
minant la probabilité de transition sous la forme: 


(ke, k)= Er | Vale SLE (k) —E KI. (55.35) 


En étendant l'intégration à toutes les valeurs de k”, on obtient Ja 
probabilité de transition w (k) d’un état donné k à un état quelconque 
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pour une seule particule donnant lieu au flux de densité unité. On en 
conclut que w (k) est identique à la section efficace intégrale: 


dpdE Lu 


= | Val ÔLE (k)— Ex] dre. (55.36) 


L'intégration par rapport à k” s'obtient d'une façon élémentaire si 
on remarque que 


ô ES ETC 2); 


2m° 2m IE 
d'y = dQ +-d (k'?). (55.37) 
L'intégration par rapport à 4” se ramène au remplacement de X’ par k: 
m*?k = 
= | [Vy x dO. (55.38) 
(4x) 


On sait d’autre part que: 
s— | 6 (8, p) dQ. (55.39) 
En égalant (55.39) et (55.38), on trouve: 


o (6, = rt 9 ç 2 arf = 


pe [rv (r) 0% Gr F. (55.40) 


Donc, connaissant V, on peut _ la section efficace différentielle 
à l’aide de l'élément matriciel de la perturbation. 


Résumé du $ 55 
1. Une perturbation appliquée au système quantique se trouvant 
dans un état stationnaire cause la transition de cet état à un autre 
état stationnaire. La probabilité de transition d’un état & à un état 
B par unité de temps est: 
. E(B)-E(@) 2 
Watt" À dl.  (55.4r) 


Ü 


w(a, p)=- F _ 


Si la perturbation est indépendante du temps, cette équation se 
réduit à: 


w (œ, B)= | Wpa [2 6 LE (B) —E (a)]. (55.2r) 
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L'élément matriciel Wy peut être calculé en utilisant les fonctions 
d'onde des états stationnaires 4% (r) et 4% (r). 

*2. Dans le cas où la perturbation sc caractérise par une symétrie 
sphérique, la probabilité de transition (55.2r) permet de calculer la 
section efficace différentielle de diffusion: 


6 (0, = | rV (r) SET dr | ; (55.3r) 
0 


où V (r) caractérise l'énergie d’un électron se trouvant dans le champ 


Fig. 80. Relation entre x et l'angle de diffusion 6 


d'un centre de diffusion .à symétrie sphérique, et x — | k — k”|. 
Or, comme selon (55.37) k — k’, il vient: 


(55.4r) 


x= sine, 


6 étant l’angle de diffusion (fig. 80). 


$ 56. La diffusion par les ions d’impuretés 


Appliquons la théorie générale des transitions quantiques que nous 
venons d'exposer au paragraphe précédent au calcul de la section 
efficace de diffusion des électrons et des trous sur les ions d'impuretés. 
L'énergie de perturbation est alors présentée sous la forme : 

Vite, (56.1) 


Er, 


Le signe plus se rapporte au cas où la particule diffusée et l’ion ont 
le même signe, tandis que le signe moins correspond au cas où le 
porteur de charge ct l'ion sont de signes contraires. Désignons par 
Ze la charge de l’ion et par r la distance entre l'ion et la particule. 
Afin de généraliser les résultats, nous étudierons la diffusion des 
particules par des centres DE par un potentiel d'écran : 


Vi)=+- Le nor, (56.2) 


L'extension de la région où le champ du centre de diffusion est actif 
se caractérise par la grandeur À — Fe . Pour £o = 0, À —= oo, ce qui 
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correspond au champ coulombien d’une charge Ze. L'énergie poten- 
tielle (56.2) caractérise avec une approximation suffisante un électron 
(ou un trou) soumis à l’action du champ d'un atome neutre (k, = 
Æ 108 cm-!). 

Pour pouvoir calculer la section efficace différentielle de diffusion, 
il est nécessaire de connaître V, : 


co 
2 e 
pet | enr DE gr 


ro 
Ze? C r+ixr hor-ixr 1 
+ { | Le-nortier—e-tor-inr] gr} = + À Fr (663) 
0 


En portant l'expression (56.3) dans (55.40) on trouve 


4m*? Z?e4 1 
o (6, P= 5 Te. TH * (56.4) 


La dépendance angulaire de © (6, @) est inclue dans x 


o (8, p) = 4() mencT = 6 (6). (56.5) 
su 2 


Lorsque les particules sont diffusées par des ions, l'équation (56.5) 
peut être simplifiée puisque 4, — 0 et: 


OF (ar) TS (56.9 


sin{ — 
2 


qui n’est autre que la formule bien connue de Rutherford décrivant 
la diffusion de particules & par le champ des noyaux. 

Si on utilise l'équation (56.6) pour le calcul de S* et de ©., on 
obtient une valeur infinie. Ce résultat tient à ce que lorsque l'angle 
de déviation est petit, la section efficace doit être grande, puisqu’aux 
petits angles de déviation correspondent de grandes distances de 
séparation entre la particule diffusée et l'ion, que l’on appelle 
distance de visée b. Lorsqu'on considère des particules se mouvant dans 
un corps solide, il n’est nullement nécessaire de considérer toutes 
les valeurs de b comprises entre zéro et l'infini. Il suffit d'établir une 
limite supérieure de la distance de visée en utilisant pour cela le 
raisonnement suivant. Considérons deux ions se trouvant à une 
distance À l’un de l’autre (fig. 81). Il est évident qu’une déviation 
de la trajectoire d'un porteur de charge est due à l’ion le plus proche 
de sa trajectoire. Il est tout naturel de prendre pour limite supérieure 
de b la valeur R/2. Si la concentration des ions est W,, leur distance 

1 


ee . ; D ue 
moyenneest N, 5% ,lalimite supérieure b.,, sera doncégaleà > V; 5. 
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A cette valeur de ba, correspond un angle minimal de déviation 
61n que l’on trouve par la relation suivante: 


Omin 2 Ze 2 . (56.7) 


Fig. 81. Distance de visée maximale lors du mouvement d'une particule dans 
le champ de deux ions 


La fixation de OGmin permet de trouver une valeur finie de S* 


S*= 97 Î 6 (0)sin 805 + (2) Î ÉLUS 


4 \ em*v° cn 6 
Enin min " 2 
0 0 
_T Ze” \2 ÉD AD. 
2 ( em*v? } 7 
min ss 2 
Ze? \2 1 
= | ———— ———— 1). (56.8) 
( em*v |] sin? mia | 
Calculons maintenant la section efficace de conduction ©. : 
x 
Ge = 2x | 6 (8) (4 — cos 6) sin 6 dô — 
Omin 
Ze” \° f 0) sin 0 d0 
= (es) | 4 — cos 0) sin 0 dû (56.9) 
em"*v* 4 0 
Onin sin TZ 
Comme 
1— cos 0= 2 sin? ; sin 0= 2 sin À cos © (56.10) 
2° 2 FD) ; 
on doit avoir: 
6 ,8 
A . TL  cos—-d — 
| (29m e = 8 | — —8 1n sin min , (56.11) 
Brnin sin 2 Omin us. 12 
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et finalement . 


2 7 : 6 ; 
8 PE — AT () In sin — (56.12) 
L'équation (56.7) permet d'exprimer O6»; en termes de bmax : 
#2 12 
1 Li toge mn 1 + Je (= r-) (56.13) 
._» Umin _ €” 
Do E 4N5 


Alors, en tenant compte de (56.13), (56.8) et (56.9) on obtient pour S* 
et ©. les relations suivantes: 


N: 3 | 9 Q 
S*=n 5 = bas (56.14) 
et 


em*v Ze° J 
Ze’ \2 1 ‘em*v® x 
= Qn (ee) In k + (Ts) | (56.15) 
4N$ 


L'équation (56.14) a un sens physique très concret: le porteur de 
charge libre est capable d'interagir avec l'ion quelle que soit la 
distance entre eux; de ce fait la section efficace intégrale de diffusion 
par un ion est égale à l'infini. Cependant, lorsque le nombre d'ions 
est suffisamment grand, il suffit de prendre en considération la 


| 
e e Lé Î er e e 
distance de visée bmx = = N ; 3et la section efficace sera alors 


égale à l'aire d’une circonférence de rayon b»:,. Remarquons que 
plus la concentration des ions d'impuretés est grande, plus la com- 
pensation mutuelle de leurs champs est forte, plus la section efficace 
intégrale est petite. Posons par exemple W, — 10% cm-*. On trouve 
alors bmax Æ 107% cm et S* & 10-12 cm“, valeurs notablement supé- 
rieures à la valeur de S$, que nous avons adoptée au $ 53 pour évaluer 
le rôle des ions d’impuretés dans la diffusion des porteurs de charge. 
Une évaluation de la longueur de libre parcours donne 1, — 10% cm 
pour V, — 101 cm-*. Ces résultats signifient que les ions d’im- 
puretés jouent un rôle beaucoup plus important dans la diffusion et 
dans la détermination de la longueur de libre parcours que nous ne 
l'avons admis au $ 53. 

La longueur de libre parcours /,; ne dépend que relativement peu 
de la concentration des ions d’impuretés : 


4 1 . 8 ee AC 
ES SR 1 à Vas (96.16) 
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Les valeurs de /, calculées d'après la formule (56.16) pour quelques 
valeurs de , sont indiquées dans le tableau 17. 


Tableau 17 
Nj, cms | 101 | 1018 | 1015 | 1012 
ly, cm 1,3-107 1,3-10-6 1,3:10-5 1,3.10-4 


La section efficace intégrale est indépendante de l'énergie et de 
la vitesse des porteurs de charge, tandis que la section efficace 
différentielle dépend fortement de la vitesse des porteurs de charge: 


0 (8) — +. (56.17) 


D'autre part, ainsi que le montre l'équation pour © (8), la diffusion 
par les ions d'impuretés est nettement anisotrope: © (8) — L 


sin{ — 
La section efficace de conduction ©. a une double dépendance de la 


vitesse : une fois par une fonction puissance et une fois par une fonc- 
tion logarithmique. Adoptons les notations suivantes: 


Ni fem? \2. x 73 ln(i+z) 
ge) 3 EN TE. (5618) 
Lorsque z Ÿ 1, 
+, (56.11) 


puisque dans ce cas la fonction logarithmique est notablement plus 
faible que la fonction puissance. Dans le cas où z < 1, l'équation 
(56.15) se simplifie et devient: 


La] 


rx 73 In(i+z 2aN, * 5 
GR EN; CRI (56.20) 


Cette relation montre que La section efficace de conduction ne dépend 
ni de la vitesse ni de l'énergie des particules diffusées. Déterminons les 
conditions pour lesquelles les relations (56.19) et (56.20) sont vala- 
bles ; à cet effet faisons apparaître l'énergie dans l'expression de x: 


ce(s) =)". (56.21) 
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r = V (2bmax) n’est autre que l'énergie potentielle à une 


distance de 2bma, du centre de diffusion. Lorsque E & V (2b:x), 
ce qui correspond au cas de porteurs de charge « lents», ©. ne dépend 


ni de leur vitesse ni de leur énergie. Pour £ 5 V (2bma)onao, — J 


| e Ld 
ou encore Ce — 5: Enfin lorsque E£ Æ V (2bnax), 6. dépend encore 


de v, mais cette dépendance est beaucoup moins accusée que dans le 
cas de grandes énergies. 

On a indiqué dans le tableau 18 les valeurs de V (2bh) corres- 
pondant aux différentes V, pour & — 10 et Z — 1. On trouve dans ce 
même tableau les valeurs de la température T °K calculées à partir 
de la condition V (2bmax) = XT. 


V (2bmax) , eV 


Tableau 18 
Nr, cm”$ | 40°1 1018 1015 | 101? | 109 
2bmax: CM | 10-7 10-6 os | 10-41 1073 


ous | 0,0143 s 0,001: 0,0001 | 0,00001 


V 
Tmax =: 


°K 1670 167 16,7 1,7 0,17 


L'intervalle des énergies compris entre 0 et £, ainsi que l'intervalle 
correspondant des températures où ©. est indépendant de la vitesse 
des particules seront d'autant plus larges que la concentration des 
ions d’impuretés est plus grande. Pour des concentrations égales et 
inférieures à !V, = 1016, l'intervalle des énergies où ©. est indépen- 
dant de Æ est très petit, ce qui permet de poser 6. — E”°. 
Déterminons maintenant la relation existant entre le temps de 
relaxation et l'énergie. Conformément à (54.17) et (56.15) on a: 


| em *2us 
N1IGev (k) N,Z2ei ]n 


PT PATES 
# ne 1 Ze 

Cette équacion porte le nom d'équation de Conwell-Weisskopf et montre 

que T7 — L°. En représentant la vitesse en termes d'énergie: v — 


tr (k)= (56.22) 
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=()5, le temps de relaxation sera: 


e « 
> 


*5 


V2em “E 2 


3 
= — © ————— — &S TUE. 
NyaZ'es In he _ ] 
NŸZe? 


Ceci montre que lorsque les porteurs de charge sont diffusés par des ions 
d'impuretés, la relation entre le temps de relaxation et l'énergie est 
de la forme + (E) = TE? avec p — 3/2. Cela signifie que le processus 
de relaxation est d'autant plus long que l'énergie des porteurs de 
charge est grande. Le domaine de validité de cette relation a déjà 
été précisé ci-dessus. Lorsque E tend vers O0, l'équation (56.23) ne 
peut être utilisée et doit être remplacée par: 
& _ 
1 1 LL 


js NO = 2 L on D 
Nr _ NW: Le aV iv V2aNi 


(56.23) 


Tr 


tel — 


(56.24) 


qui se déduit directement de (56.23). 

Si on définit la longueur de libre parcours des porteurs de charge 
doués d’une énergie Æ par la relation L, (E) = vt; (E) on pourra 
écrire : 


l, (E)# Fr: LL, —E*; l,(E)= const, (56.25) 


relations qui sont respectivement valables pour les grandes et les 
petites énergies des électrons et des trous. 

Reprenons l’équation (56.5) afin de calculer la section efficace 
de transport : 


ñ 
mS\? (1— : 
021 | 4(% ) (1 — cos 0) sin 6d8 

U 


2 2 
| k$ +44 sin° + | 


. .,0,.0 
Zém* \2° sin* -- d SID* 
= 300 (EE) | 5 (56.26) 
eh nn Sos all le 
y [45 — 4k° sin + | 


Mettant 4k° en facteur et procédant à un changement de variable 
— sin, il vient : 


cm (ie) | CR T (56.27) 
LE 


En intégrant par parties, on obtient finalement : 


Den (Pr ) [in (1+ FE) x |: (56.28) 
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Lorsque 4, —+ 0, cette expression tend vers l'infini. En tenant compte 
du fait que l’essaim d'électrons ou de trous attiré par le champ de 
l'ion exerce un effet d'écran, on peut établir une relation entre k, 
et la concentration des porteurs de charge libres. Cependant, comme 
l'équation (56.28) ne diffère en principe pas de la formule de Conwell- 
Weisskopf, il n’est pas utile d'analyser plus à fond l'équation (56.28). 


Résumé du $ 56 


4. La section efficace différentielle de la diffusion des porteurs de 
charge par le champ coulombien d’un ion est décrite par la formule 
de Rutherford : 


1 Ze” \2 Î 7 
(6, n=-( +) se (56.1r) 


2. 


La diffusion est nettement anisotrope et a principalement lieu sous 
de faibles angles de déviation auxquels correspondent de grandes dis- 
tances de visée. Les équations définissant S* et o. sont differentes. 

2. En limitant les distances de visée par une valeur bn. ou 
encore en négligeant les déviations sous des angles inférieurs à un 
certain Onin, les valeurs de S* et de 6. deviennent finies. Les facteurs 
physiques qui permettent d'utiliser b:., sont soit l'effet d'écran que 
produit l’essaim de porteurs libres transformant le potentiel coulom- 
bien en potentiel d'écran de la forme (56.2), soit la compensation 
mutuelle des champs des ions avoisinants. Dans le premier cas © 
et o. seront de la forme : 


OT er (56.2r) 


Far 2 - 44° sin? | 
Ze=m* \2 4k® 4k° 
— 9 ————— ———— nm 0.01 
ce(0)=21() [in (1+ Tr) ee | (56.3r) 


Dans ces équations la valeur de k, dépend de la concentration des por- 
teurs de charge libres. Dans le deuxième cas ©. est représenté par la 


relation : 
Ze V2, em®u® \2T 
o.=21(-) 7 2 | | (56.4r) 
2N;Ze* 


3. Pour l'énergie des porteurs de charge suffisamment grande, la 
section efficace de conduction 6. est inversement proportionnelle au 
carré de l'énergie, tandis que pour les petites énergies, ©. n’en dé- 
pend plus. 
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4. Pour une diffusion par des ions d’impuretés le temps de rela- 
xation est de la forme: 
{ 


. (2m*)"e E 


Tr nier ’ 7 4 — PE CETTE 5 . 
A: 11Z [4 In #f _ | 
NiZe: 


Le temps de relaxation est proportionnel à la racine carrée de la 
3 


masse effective. Pour les grandes énergies t,; — E?, tandis que pour 
1 


ti 


(56.or) 


9 


les petites énergies t, — E ©. Les valeurs de l'énergie pour les- 
1 


quelles t,; — E © joue un rôle important dans le domaine de très 
basses températures voisines du zéro absolu. 


$ 57. La diffusion des porteurs de charge 
par des atomes d’impureté neutres 


Les processus de diffusion des porteurs de charge par des atomes 
d’'impureté neutres peuvent être décrits par les équations (56.5) et 
(56.28). Puisque pour un atome d’impureté k, & 108 cm”, ce qui 
correspond à une énergie de m/m* 8 eV, on peut négliger pratique- 
ment pour tous les porteurs de charge la valeur k?, qui est petite 
vis-à-vis de k°, et de ce fait les équations donnant © (6) et o. se sim- 
plifient notablement : 


Ze’m*\2 = 
c(B)=4( re) (57.1) 
et 
cn ( re) - (57.2) 


La diffusion est donc isotrope et les valeurs de © et o. ne dépendent pas 
de l'énergie des particules diffusées. 

Evaluons, par exemple, la valeur de ©. En posant m* — m, £ — 
= 10, Z = 1, ko = 108 cmt, on trouve o & 2-10-17 cm°. 

Le temps de relaxation correspondant à une diffusion par des 
atomes d’impureté neutres est égal à 


1 
1 1 eh°kÈ )° E * 
Ze” 3 


) 
m* 


Les équations (57.2) et (57.3) ne sont valables que dans la mesure où 
un atome neutre ou un défaut ponctuel peuvent être décrits par le 
potentiel d'écran (56.2). Il importe de faire une remarque concernant 
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la relation entre 6. et la conStante diélectrique du matériau. Pour 
évaluer 6. nous avons adopté une valeur de k, qui correspond au cas 
d'un atome isolé. Si l’atome d’impureté peut être présenté par un 
modèle hydrogénoïde, le diamètre du nuage électronique de l'atome 
d'impureté augmente de & fois. Ainsi que nous l’avons indiqué au 


$ 21, on doit donc remplacer 4, par k, — Eù . et cette substitution 


modifie la dépendance de © et ©. de &: 


0e 8x ( ne É (57.4) 


Avec les valeurs numériques adoptées ci-dessus le calcul donne main- 
tenant © — 2:-10-1$ cm. 

Toutes ces équations ne sont valables que dans le cas où la parti- 
cule diffusée n'exerce aucune action sur le champ créé par le centre de 
diffusion. Or, en réalité cette condition ne peut être réalisée, car tout 
porteur de charge libre polarise par l'intermédiaire de son champ l'atome 
d'impureté qui acquiert de ce fait un moment dipolaire induit. La 
valeur d de ce moment dipolaire dépend de l’intensité du champ créé 
par la particule diffusée et par la polarisabilité + de l’atome: 


dl =. (57.5) 


Un moment dipolaire induit engendre à son tour un champ électrique 
qui exerce son influence sur toute charge libre. Conformément aux 
lois de l'électrostatique, l'intensité du champ du dipôle dans la 
direction de son axe est égale à: 


EG 
er  ers 
L'énergie potentielle d’un porteur de charge libre se trouvant dans 
le champ du dipôle qu'il a induit est: 


Es = 


(57.6) 


V=-—- (57.7) 


La relation (57.7) est valable tant que La distance entre le centre de 
diffusion et le porteur de charge est grande vis-à-vis de k5', car pour 
toute distance inférieure l'équation (57.6) établie pour un dipôle 
ponctuel ne peut plus être utilisée. Pour ces petites distances on doit 
déterminer la répartition de la charge du centre de diffusion en tenant 
compte du champ de la particule diffusée. Cependant, lorsque la 
distance de séparation entre la charge libre et le centre de diffusion 
est suffisamment grande pour que le potentiel d'écran soit pratique- 
ment égal à zéro, la diffusion des porteurs de charge par un centre de 
diffusion neutre s'effectue grâce à l'existence du potentiel de polarisa- 
tion (57.1). Déterminons la section efficace différentielle de diffusion 
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par le potentiel de polarisation (57.7). Pour cela on calcule V., : 


Ve f Sin Xr 7, +e° ( sin #r 5 
Te: | rV (r) —— dr = — TE | RS dr. (57.8) 
Ro Ro 


A la différence d'un champ coulombien l'expression (57.8) est con- 
vergente lorsque r —+ oo, mais lorsque r —+ 0, elle est divergente. La 
divergence de l'expression (57.8) que l'on observe dans ce dernier cas 
peut être levée si on définit une certaine distance minimale À, que 
. es introduire puisque pour r —0, la relation (57.7) n'est pas 
valable. 

Pour calculer V, à partir de l'équation (57.8), il est commode de 
passer aux variables complexes. On peut cependant obtenir une 
valeur approchée de Ÿ, par un procédé plus simple. Tout d’abord il 
est à noter que pour x = 0 l'intégrale se calcule fort aisément : 


Lee] 
Fr =o _ 7e° à dr ne 4e” = = Q 
An 25° | r2 Xl” (24.1) 
Ro 


Cette équation reste valable lorsque 6 — 0 et pour toute valeur de 
l'énergie des porteurs de charge, de même que lorsque k = 0. Il 
est permis de considérer que la relation (57.9) reste valable même 
dans le cas où ÆR, est petit. On peut alors affirmer que lorsque l'éner- 
gie des porteurs de charge est petite, donc pour kRo < 1, la section 
efficace différentielle de diffusion par un potentiel de polarisation doit 


- 


être isotrope et ne dépend pas explicitement de l'énergie: 


__4m*? yet 2 
Or aies (57.10) 
Si la valeur de x est grande sin *r est une fonction périodique de peti- 
te période, et donc l'intégrale (57.9) doit être pratiquement nulle 
pour les grandes valeurs de 0. Lorsque © est petit, on peut poser 


sin #r : : . : à 
= r,e@t dans ce cas il devient à nouveau facile de calculer l’in- 


el 


2Ee°R9 
la diffusion par des centres neutres est fortement anisotrope du fait de 
leur polarisation : les particules diffusées se logent toutes à l’inté- 


tégrale qui est alors égale à . Il ressort de ce raisonnement que 


rieur d’un cône d'ouverture AG DT tandis qu’en dehors de ce 


cône on ne trouve pratiquement aucune particule diffusée. A l’inté- 
rieur du cône la section efficace de diffusion ne dépend que faible- 
ment de l'énergie. Cependant comme toute variation de k entraine 
une variation de l'ouverture A6 du cône, la section efficace diffe- 
rentielle doit varier à peu près proportionnellement à (kR:)*. 
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Le calcul de la section efficace de transport fournira dans ces condi- 
tions le résultat suivant : o. — (kR,)"*. Ainsi, lorsque l'énergie de la 
particule diffusée croît, la diffusion isotrope devient fortement anisotro- 
pe. Cependant en réalité le phénomène est notablement plus compli- 
qué encore. En effet, comme l’électron diffusé est identique aux 
électrons appartenant à l'atome, il est possible que lors d’une diffu- 
sion il se produise un échange d'électrons. On doit tenir compte d'autre 
part du fait qu'un centre neutre hydrogénoïde de diffusion peut avoir 
toute une gamme d'états excités et la diffusion peut ne pas être 
élastique. En d’autres termes, le problème de la diffusion des électrons 
et des trous par des centres de diffusion neutres est notablement plus 
compliqué que celui concernant des ions d’impureté. Erginsoy trai- 
tant le problème de la diffusion des porteurs de charge par un atome 
hydrogénoïde d’impureté trouva que ©. était proportionnel à v”!. 
Il en découle que le temps de relaxation est indépendant de l'énergie 
des particules diffusées. Généralement, pour évaluer le temps de 
relaxation, on utilise la relation approchée qui a été obtenue par solu- 
tion numérique des équations théoriques: 
m%°e 1 == 

TN GS NN ’ (57.11) 
NN étant la concentration de l’impureté neutre à la température con- 
sidérée. On notera que les impuretés électriquement actives ne peuvent 
se trouver à un état neutre qu'aux très basses températures. 

En conclusion de ce paragraphe, notons que la section efficace 
de diffusion par les dislocations dépend essentiellement de l’angle 
formé par la vitesse initiale du porteur de charge et l’axe de la dislo- 
cation ; la valeur de ©. peut être calculeé en partant de l'équation 
généraie (55.30). 

En omettant des calculs assez compliqués, indiquons toutefois que 
le temps de relaxation lors d’une diffusion par une dislocation coin 
peut être calculé par une relation de la forme: 


9 


3 = 
A ERaNa (57.12) 


R4 étant le rayon et NW, la densité superficielle des dislocations. 
Résumé du $ 957 


1. La diffusion des porteurs de charge par des centres de diffusion 
neutres est généralement isotrope, l’anisotropie n’intervenant que 
pour de très grandes énergies des électrons et des trous. 

2. Lorsque les porteurs de charge sont diffusés par des atomes 
d'impuretés ou par des défauts ponctuels, le temps de relaxation est 
pratiquement indépendant de la vitesse des particules; pour une 
diffusion par des dislocations coin, t — v”!. 


21—U0S98 
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$ 58. Les vibrations thermiques du réseau. 
Notion des coordonnées normales. Les phonons 


Nombre de phénomènes dont les semiconducteurs sont le siège ne 
peuvent être correctement interprétés sans qu'on dispose de notions 
relatives aux procédés de description des vibrations thermiques du 
réseau cristallin. Il est bien connu que les atomes d’un corps chauffé 
effectuent des oscillations thermiques chaotiques autour de leur 
position d'équilibre. L'amplitude des oscillations dépend de la 
température. Les électrons et les trous se déplaçant au sein d’un 
solide dont les atomes sont soumis à une agitation thermique désor- 
donnée peuvent échanger de l'énergie avec les atomes du réseau. 
Grâce aux vibrations thermiques il s'établit un équilibre thermo- 
dynamique entre le réseau et le gaz électronique, que l’on peut carac- 
tériser par une certaine température caractéristique, la même pour 
les atomes (les ions) du réseau et le gaz électronique. Examinons le 
modèle mathématique permettant de décrire les vibrations thermi- 
ques du réseau. 

Désignons par R;,, la coordonnée d'équilibre d’un atome occupant 
le nœud j d’une maille élémentaire dont la position dans le cristal 
est déterminée par le vecteur n = (72,4, ; n:G2; Ns3G3). Supposons que 
l'atome R', se déplace de sa position d'équilibre et que sa nouvelle 
coordonnée soit R;:,. Le vecteur 


Unj= Ray — Ro; (58.1) 
est appelé vecteur de déplacement de l'atome j de la maille n. Si 
nous désignons par Uo = Uo(..., Rij . . .) l'énergie potentielle 


du réseau à l'état d'équilibre et par U son énergie potentielle lorsque 
les atomes sont déplacés de leur position d'équilibre, alors U peut 
être exprimée comme une fonction de déplacement des atomes: 


U=U(...;, Rap ...)=U(..., Un, ...). (58.2) 
Développons U en série de Taylor par rapport au vecteur de dépla- 
cement de l’état d'équilibre: 


OÙ 
VU... dog )= ot 2 tnt 
nj 


| « d°U | 

+ 9 à CETTE Unjlneÿ 
Î SU 

+5 D 

6 OU, OU, y, OU otre 

NT DU ue due 
Puisque le développement s'effectue en se référant à un état d’équi- 
libre où le solide se caractérise par une valeur extrémale de l'énergie, 


Unjn’;j nrj" + .... (53.5) 
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: .…. OU : “sn 
on doit avoir = — — 0 et donc la série commence par des termes 
nj 


quadratiques. 
Adoptons les notations suivantes pour les composantes des ten- 
seurs du deuxième et du troisième rang respectivement : 
| ŒU 
Anj, n°j — ETATS OU nj = Any, nj» (58.4) 
EE _— 
ou; OU»; OU np" ° 


Bas, n'j”.nj — (98.5) 


Avec ces nouvelles notations on écrira: 


U= Ut D Anj ny tnjtémy +... (58.6) 


nj.n’j 


Si les déplacements des atomes sont petits, on peut négliger les termes 
du troisième degré, ce qui permet de mettre U sous la forme d'une 
fonction bilinéaire du déplacement des atomes. La force qui agit sur 
l’atome mi est égale à la dérivée de U par rapport à &; prise avec 
le signe moins: 


ou 1 
Foi = ETES 9 >» Anj. n’j’ (tn j'Omi, nj + UnjÜmi, nj) 7. 
nj, n’j’ 
{ - 
+ TT > Fe era n’j°Un'j — D An. mitn;) = — > À mi, njt£n;- (58.7) 
n’j’ n} nj 


La grandeur 4, mi dépend non pas de m et de n séparément mais de 
la distance entre les atomes, donc de | n — m |: 


An}, mi = À ji (n — m). (58.8) 

Ce résultat montre qu’une translation d'un nombre entier de périodes 
du réseau ne modifie pas son « coefficient d'élasticité» : 

An+p, j; m+p,i — Ai (n — M) — An, mi- (58.9) 


En tenant compte de ce que F,; est déterminé par la relation (58.7), 
l'équation du mouvement de l’atome mi de masse i/; est: 


Mitmi = > Ant, n$00n je (58.10) 


L'équation (58.10) renferme la masse de l’atome 7; sous une forme 
explicite, ce qui dans nombre de cas rend difficile la solution du pro- 
blème. On utilise donc des déplacements réduits wh, définis par la 
relation 


Wn=V Mu; (58.11) 
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et remplace la matrice {A,5,n-;y} par la matrice {Dh n'y}: 
À AT 
Dis Mn. 58.12 
RS VMS, Si 


La matrice {Dai.n'y} est appelée matrice dynamique. La dimension 
des éléments de la matrice D est T°. En effet, comme la dimension 
de A coïncide avec celle du coefficient d'’élasticité : 


Aojml=[+]=[]=[$]. (58.13) 


la dimension de Dh, m doit coincider avec celle du carré de la fré- 
quence. Il est évident qu'on peut écrire l'égalité suivante: 


par conséquent, l'énergie potentielle en termes de déplacements ré- 
duits se présente sous la forme 


A — — 
An, milnjmi = nm V A1, ln; Vu: mi: (58.14) 
J 


U=Uot+z D} Daj.miWnÿWmt- (58.15) 
n}, mi 
L'équation de mouvement (58.10) s'écrit maintenant : 
Mittrni + V M: Wimi — — 2 Ami, njttnj = 
= 2 Dini, njWnj VM: (58.16) 
n 
d'où l'on tire 
W mi = > Dini, njWijn: (58.17) 
n 


Les systèmes d'équations (58.10) ou (58.17) montrent que Les dépla- 
cements des différents atomes Un; (OU Wn;) ne sont pas indépendants. La 
solution générale du système d'équations (58.17) est extrèmement 
difficile, aussi, pour simplifier ce système, procède-t-on à changement 
de variables caractérisant l’état du cristal. Désignons par N le nombre 
de mailles élémentaires contenues dans le cristal, par s le nombre 
d'atomes d’une maille élémentaire, le nombre de degrés de liberté 
du cristal sera alors 3sN. Ces degrés de liberté seront décrits par sV 
vecteurs &%\hj ou encore par 3sV composantes de ces vecteurs. A la 
place de w,;, on peut employer tout autre ensemble de variables décri- 
vant correctement l’état du cristal. Le procédé le plus simple consiste 
alors à utiliser les coordonnées normales ou encore principales. 
Pour définir ces coordonnées, considérons une transformation 
linéaire arbitraire des coordonnées (pour simplifier l'écriture on 
conserve toujours la représentation vectorielle des variables). 
Posons que nous ayons sV nouvelles variables q, (a = 1,...,s") 
liées aux anciennes à l’aide d'une matrice S qui détermine une trans- 
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formation linéaire des coordonnées sous la forme : 


Ea = À Sa, njWny- (58.18) 


nj 


En admettant que le déterminant de la matrice S est différent de O, 
on peut définir sa matrice inverse que l’on désigne par T: 


1587; ST—=TS=I, (58.19) 


Tétant la matrice unité. L'équation (58.19) peut s’écrire sous la forme 
suivante : 


je Sa. nj7 nj, p — Ou; 
nj 
Ÿ Taj, «Sa, mi — Cnj, mi — Onmô ji. (58.20) 
Le À 
Puisque, en général, le choix de la matrice S est arbitraire, nous 


pouvons analyser le cas où la matrice S est unitaire *) ; alors on peut 
écrire 


Tiny, p= S$, nj ; Sp.nj = Ti, Ps (58.21) 
à Sa, n3S$, n3 = 0a8: (58.22) 
n 

> Se, njS a, mi — Ôni. mi — OnmÔii- (58.23) 


L'équation (98.18) permet d'exprimer w,; par q, ; il suffit pour cela 
de multiplier le premier membre de (58.18) par T'mi, « et de prendre 
la somme par rapport à a, ce qui donne 


- 
> T mi, «Ja = > > Tmi, aSa, njWnj = > (S T mi, «Sa, ni) Wnj = 
œ@ @ nj nj « 


= Ÿ Ômi, njWnj = Wmi- (58.24) 
nj 
Il en résulte que 
Wmi = > T mi, aa = > Se. mida- (58.25) 


Avec ces nouvelles variables l'équation du mouvement s'écrit : 

Wmi — >, T'ni, aa = = Dai, njWnj = —— pa Dai, nl nj. 8q8- (56.26) 
Œ nj nj,p 

En multipliant le premier membre de (58.26) par S: m; et en som- 

mant par rapport à mi, 


*) On dit qu une matrice S est unitaire si sa matrice inverse est égale à sa 
conjuguée : S* — S”1. La matrice conjuguée S* satisfait à la condition S* — S*, 
le signe (*) désigne une conjugaison complexe des éléments de la matrice et le 
signe (—) une transposition de la matrice. 
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le premier membre de l'équation devient égal à: 


2. Sy, mi > T mi, ae = > (S Sy. mil mi, a) a — à 6e = y, (58.27) 
mi (2 @Œ mi œ 


et le deuxième membre à 


Pt > Sy, mi pa Dini, nj7 nj, BB = — Ne ee Sy, mimi, nj1 n)j, 8) qp — 
= re (SDT).8 qe = — à (SDS”1).8 qu. (58.28) 


L'équation de mouvement s'écrit donc 
dy= — È (SDS”!),5 qn. (58.29) 


Puisque le choix de la matrice S est arbitraire, prenons-la telle que 
la matrice SDS”! soit diagonale 


(SDS”!).8 = 050.8. (58.30) 


Comme la dimension de (SDS-1).4 est celle du carré de la fréquence, 
w. a la dimension de la fréquence. 

Nous démontrerons dans ce qui suit qu’une telle matrice S existe 
effectivement et en attendant admettons sans démonstration que la 
condition (58.30) soit satisfaite. Alors l'équation de mouvement 
(58.29) se simplifie notablement : 


q. +-wq, = 0. (58.31) 


Nous pouvons constater que les variables q, sont indépendantes et 
régies par la loi harmonique: 


_ 1&,,{ 


qg-(t)= qe " (58.32) 
Le vecteur q% détermine implicitement l'amplitude et la phase 
initiale. Les grandeurs w, sont désignées sous le nom de pulsations 
propres. Le nombre de pulsations propres d’un cristal est égal à 
sN et de ce fait tout cristal peut être décrit par 3sV vibrations diffe- 
rentes conformément au nombre total de degrés de liberté d'un 
ensemble de sŸ atomes. 

Les variables indépendantes satisfaisant à l'équation (58.31) sont 
appelées coordonnées normales, ou principales, d'un cristal. On peut 
exprimer l'énergie d'un cristal en coordonnées normales. L'énergie 
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potentielle s'écrira : 
1 
U-=U,+ FT D Day, miWnjWmi — 
nj, mi 


= VU, ++ D Dh, mi 2 Taj, «4e 2 T mi, 88 — 


2 mi 
Fe U; ++ >, ( > Sa, njDn, at EL TE (58.33) 
a,f nj], mi 


Les variables u,j, Wnj, ainsi que les matrices A et D sont réelles. 
En considérant les coordonnées normales comme étant des quantités 
réelles, ce qui suppose qu'on adopte pour coordonnée normale non 


pas la quantité qe” "’a! mais seulement sa partie réelle Re (q%e”"’<!) 
la matrice S doit être réelle elle aussi : 


Se, nj — Sa, nj- (58. 34) 


A l’aide des équations (58.34) et (58.30) on peut mettre l'équation 
(58.33) sous une forme particulièrement simple : 


U — HR EL >. OR: ER (58.35) 
[e 2 
L'énergie cinétique T est: 


T= SE Mu D Wa: hou) dues 


œ 


J 
(se 
Ci 


J 

1 | 1 æ 

=> À (> Taj. aT ny, s) < ads = 2 qua. (58.36) 
ap  nj œ 

L'énergie totale H = T + U est alors égale à: 


H = r+ux(z qé ++ vèqé ) + Uo= D Hat Uos (58.37) 


dË, 


Ha=—- + 


(58.38) 


représente la fonction de Hamilton A de à une coordonnée 
normale a. L'énergie totale des vibrations du réseau est égale à la 
somme des énergies des vibrations normales. 

Il est à noter que l'équation (58.38) n’est autre que l'équation de 
J'énergie totale d'un oscillateur harmonique de masse unité (M, = 1 


et Pa — de): 
LE HE MR RES, (58.39) 
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Conformément aux lois de la physique classique l'énergie d’un oscil- 
lateur harmonique peut avoir n'importe quelle valeur étant propor- 
tionnelle au carré de l’amplitude des vibrations qe = Re qt: 


Œa (t) = go sin (Oct + a) ; de = COLA: pe COS (Wat + Pa) (58.40) 


et 
& q°"* 
Ha=—— cos (Out + Pa) + 
A TUE 2 gt”? | 
Fi sin? (Got + Ça) = — . (58.41) 


2 2 


En mécanique quantique l’hamiltonien d’un oscillateur harmonique 
s'écrit 


— il —) 2 q° 
ñ, — (nr (58.42) 
et l'équation de Schrôdinger correspondante est 
Ho = EaŸa (58.43) 
où 
1\. 2, 
E; == LOS (v+—) 3 Va = 0, 1, 2, ... (58.44) 


est l'énergie de l’oscillateur, tandis que Ÿ, est sa fonction propre. 
Puisque l’hamiltonien du réseau est égal à la somme des H, indé- 
pendants : 


H — Ÿ H,+U,, (58.45) 
œ 


l'énergie du réseau peut être représentée par la somme des énergies 
des oscillateurs harmoniques constituants: = 


E=U+ SE; =Uo+ D ho (va ++). (58.46) 
Œ Œ 


Un oscillateur quantique d'énergie ÆE, — fi @e (Va ++) ne peut 


modifier son énergie que d’une quantité AE, = hiw,Av,. Conformé- 
ment à la mécanique quantique, la règle de sélection du nombre quan- 
tique d'un oscillateur est de la forme 


Av, = +. (58.47) 


Si Av, — —1, le réseau passe à un état d'énergie plus faible, l'énergie 
how, étant cédée aux porteurs de charge ou aux corps avoisinants. Le 
quantum d'énergie fiw, est généralement désigné sous le nom de 
quantum de vibration du réseau ou de phonon. On peut donc dire que 
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la transition caractérisée par'Av, — —1 représente l'émission d'un 
phonon par le réseau, tandis que la transition inverse Av, — +1 
représente l'absorption d'un phonon par le réseau. 

On peut aborder l'étude de ce phénomène d’un autre côté encore. 
Admettons que l'énergie des vibrations Æ, soit localisée dans le 
volume de cristal sous forme de quasi-particules libres appelées pho- 
nons ; désignons par tv, le nombre de phonons de chaque sorte. L’en- 
semble des phonons forme ce que l’on appelle un gaz phonique. En se 
plaçant à ce point de vue, la transition Av, — +1 représentera la 
naissance d'un nouveau phonon et la transition Av, — —1 l'anni- 
bilation d'un phonon. 

La fonction d'onde du réseau se présente par le produit des fonc- 
tions d'onde des oscillateurs 


= |] ta (do): (58.48) 
a 
OÙ Ya (a) = YaiVasVas» Par exemple, 
. Ve 
fase A, (FE) (58.49) 


aV'eC Qx 0 — V4 , H Fa étant des polynômes de Tchébychev-Hermite. 


Notons encore que le mouvement des noyaux que l’on considere 
en approximation adiabatique se présente en coordonnées normales 
sous la forme des oscillations harmoniques. 


Résumé du $ 58 


1. On décrit le mouvement desordonné des atomes (ou des ions 
du réseau) par le vecteur de déplacement w,,. L'’interaction des 
atomes du réseau étant fonction de leur déplacement, l'énergie poten- 
tielle du réseau doit également en être fonction: 


1 =: 
U=U+- > Any, n’j'Unjün-j + PE (58.1r) 
nj, n’j° 
Tout atome mi se trouve sollicité par une force égale à: 
oU " 
Fi = us = — > À mi, njt£nj: (58.2r) 
nj 
et son équation de mouvement est donc: 
NU mi — — ” À mi, njt{nj- (58.3r) 


nJ 


2. Si on utilise des PÉRARESRIORLE réduits Wini — V Mit et une 


; é Î , 
matrice dynamique Dh, mi = et l'équation du mouvement 
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(58.3r) doit être remplacée par l'équation: 


Wmi = — È Dani, njWnj: (58.4r) 


3. En admettant que l'on puisse déterminer une matrice unitaire 
S à l’aide de laquelle la matrice dynamique puisse être transformée 
en une matrice diagonale: 


(SDS-1).5 — É6.5, (58.5r) 


cette matrice S permet d'introduire de nouvelles variables q, tel- 
les que: 


da = À Sa, miWmi- (58.6r) 
mi 


« 


ces variables satisfaisant à l'équation: 


Qu + LEge = 0. (58.7r) 


Les variables indépendantes q, dont la variation dans le temps obéit 
à la loi harmonique: 


Ga (t) == que” a’ (58.8r) 


sont appelées coordonnées normales, ou principales, du réseau cri- 
stallin. 

4. En exprimant l'énergie totale des vibrations du réseau en 
fonction des coordonnées normales, elle se présente comme la somme 
des énergies d'oscillateurs harmoniques: 


H=N Ha (gé+oëigé) (pour Uo—0).  (58.9r) 
œ Le 2 


Ceci permet d'introduire la notion de phonons. On appelle phonons 
des quasi-particules d'énergie #w, et dont le nombre est v,, de sorte 
que l'énergie du réseau peut être posée égale à: 


E — Re TOP (ve + +) . où Ca =0, 1, ... (58.10r) 
Œ 
L'ensemble des phonons forme ce que l’on appelle le gaz phonique 


dont les propriétés permettent de décrire de façon adéquate les 
vibrations thermiques du réseau. 


$ 59. Les vibrations acoustiques et optiques du réseau 


Reprenons l'équation de mouvement (58.31). La forme simple 
de cette équation est obtenue en supposant qu'il existe une matrice S 
permettant de transformer la matrice dynamique en une matrice 
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diagonale : . 
(SDS ')of = Vo Ôa$ (59.1) 
ou bien 
D i Sa, n3Dn, miT mi, 8 = Va. (59.2) 
nJ, m 


Multiplions le second membre de (59.2) par S$ 1 et prenons la somme 
par rapport à B: 


D > Sa, njDnj, mil mi, ESP. k1 — > Sa, njDnj, mimi. kI = 
bp nj, mi nj,mi 


NY » a _ 
_ È Sa, njDnj, 1 = à OV BI B. k1 == LES &, kr (99.3) 
n 


ce que l'on peut écrire encore: 


È Sa. nj (Dh, kl — MEdnj, k1) —— 0. (59.4) 


Le système (59.4) peut être considéré en tant que système d'équations 
par rapport aux éléments d'une matrice inconnue S. C’est un système 
d'équations homogènes; pour qu'il existe la solution non triviale, 
il faut que son déterminant (59.5) soit nul: 


| Dh, kl — DE Ôny, k! | == 0. (59.5) 


Les racines de cette équation déterminent une gamme de pulsations 

propres de vibrations du réseau dont les valeurs ne dépendent que des 

propriétés élastiques du réseau et de la masse des noyaux. 
Considérons un exemple particulièrement simple: 


Bar mi ni 8 59.6 
nj, mi — Ur nj. mi- (: te ) 


nj, mi 
VA: 


Tous les éléments non diagonaux du déterminant étant dans ce cas 
nuls, ce déterminant est égal au produit des éléments diagonaux : 


Dhi, mi — 


A 
II (in sL — vx.) = (0. (54.6°) 
nj j 
On en tire: 
A bein 
OZ — UP (59.7) 
relation déterminant les pulsations des vibrations propres d’une par- 
ticule de masse A7; sollicitée par une force élastique F,, — —Anj, njt{nj. 


Puisque tout cristal se caractérise par une symétrie de translation 
périodique, les Ah; n; Sont indépendants de n: Anj nj = A0, il en 
résulte que les pulsations des vibrations de tous les atomes j sont 
identiques, bien que les fréquences propres des différents atomes j 
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doivent en fait être différentes. Dans ce cas particulièrement simple, 
le cristal peut être caractérisé par un nombre s de pulsations distinc- 
tes. Il est permis de supposer que tout cristal possède s ensembles 
distincts de fréquences propres. 

On peut établir l'équation (59.4) par un procédé différent de celui 
que nous venons d'utiliser. Reprenons pour cela les équations de 
mouvement (58.10) et (58.17). Supposons que ces équations admettent 
une solution particulière ayant la forme d'une oscillation harmonique 
de tous les atomes à une même fréquence: 


Un; (t) = unje rot, (59.8) 
Wanj (té) = wajer ot, (59.9) 


En portant (59.8) et (59.9) dans les équations mentionnées, on trouve 
en simplifiant par e-i! 


—_— OM ui = ù À mi, njUnj (59.1 Ü) 
n 
— DW ni = ne Dai, njWnj- (59.11) 
n 


Nous pouvons constater que l'équation (59.11) reproduit exactement 
l'équation (59.4), c'est-à-dire les amplitudes des vibrations wn, satis- 
font aux mêmes conditions que la matrice de transformation S. Or, cela 
signifie que La matrice S peut être formée en partant d'une série de solu- 
tions particulières sous forme des oscillations harmoniques. En calculant 
le déterminant du système (59.11) on détermine toutes les pulsations 
propres du cristal. Connaissant les solutions particulières de la forme 


Wnja(t)=wajae af, (59.12) 
on arrive à obtenir la solution générale: 


Wn; (£) = D Whj.ae al, (59.13) 


Or, l’équation (59.13) est semblable à l'équation (58.25). Autrement 
dit, la transformation (58.25) est soit une transformation linéaire 
permettant de passer des coordonnées « anciennes» aux « nouvelles» 
coordonnées, soit une solution générale de l’équation de mouvement 
considérée en tant qu'ensemble des solutions particulières ayant la 
forme d'oscillations harmoniques. De ce fait l'analogie entre les 
équations (59.11) et (59.4) respectivement pour wi, « et Se. ny devient 
plus apparente. 

Indiquons quelques propriétés de la matrice S ou ce qui revient 
au même des solutions particulières de l’équation du mouvement. 
En utilisant les w;;. :, on peut établir une matrice w° dont les colonnes 
représentent les amplitudes et les phases des vibrations correspon- 
dant aux différentes pulsations d’un seul et même atome. Les lignes 
de cette matrice représentent alors les amplitudes et les phases des 
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vibrations des différents atontes correspondant à une seule et même 
pulsation. Remplaçons dans l'équation (59.11) les indices m et n 
par m--l et n +]: 


OeWm+l, i, &œ — 2 Dm+1, i:n—+1, jWn+i, j:a- (59.14) 
n 


Or, puisque Da, i:n+t,j = Dmi,nj, l'équation (59.14) devient: 


OGWm+1, 1; a — À Dai, njWn+1, j:@- (59.15) 
n 


Ceci montre que si les éléments d'une certaine colonne a de la matrice 
w° représentent la solution de l'équation (59.15), l'ensemble des 
grandeurs [wir j:«la que l’on trouve en décalant les éléments 
[wii «la de 1 (translation d’un vecteur 1) sera également solution de 
cette équation. Or, puisque nous connaissons déjà toutes les solutions 
particulières, [w13:«l4 coïncide à un facteur constant près avec 
une des solutions particulières : 


[Wa+1, 3: œle = Ca (1) [Wa alæ- (59.10) 


La grandeur C, (1) possède les propriétés d’une fonction exponen- 
tielle : 


Ce(2) =CE (D, (59.17) 
ce qui découle de (59.16). On pose donc: 
Cat) = e "al, (59.18) 


Puisque 1 peut prendre n'importe quelle valeur et que l'amplitude 
des vibrations est nécessairement limitée, K, doit être un vecteur réel 
et de ce fait C, (1) est égal en module à l'unité. Cela signifie que la 
« translation» des éléments de la matrice d’un vecteur 1 ne modifie 
que la phase des vibrations des différents atomes, leur amplitude 
restant constante. Le vecteur K, possède un certain nombre de 
propriétés bien évidentes : puisque l'équation (59.18) reste valable si 
on ajoute au vecteur K, un vecteur 2xb, le vecteur K, peut être 
déterminé au vecteur du réseau réciproque près et donc tous les 
vecteurs K, se situent dans un volume défini qui se confond avec la 
zone de Brillouin du vecteur d'onde de l’électron k. Il en résulte que 
les valeurs de K, peuvent être étudiées au même espace que celui auquel 
appartient k. Il est également évident que l'équation (59.18) reste 
valable si on remplace K, par (—K,). En tenant compte de ces 
propriétes et du système d'équations (59.16), on peut exprimer 
Wnj Par W6j: 


0 D (Ken) 
Wnja— Woj,at % . 


(59.19) 
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La grandeur wÿ, . contient l'amplitude et la phase initiale des vibra- 
tions de pulsation w, de tous les atomes ji: 
Wa, a () = Wog, ge "La Kanl, (59.20) 
En remplaçant l'indice n par r, l’équation (59.20) devient : 
Wia()=wWia(rt)= wo ge Tai Kanl, (59.21) 


Cette dernière expression n’est autre que l'équation d’une onde har- 
monique plane de pulsation w, se propageant dans le sens du vecteur 


d'onde K,. La vitesse de phase de l’onde est v,y} — , Sa vitesse de 
œ 
groupe Urr — _ . On peut faire correspondre à une onde plane de 
œ 


pulsations w, une quasi-particule d'énergie #w, et d'impulsion #K,.. 
Cette particule sera précisément le phonon que nous avons défini 
ci-dessus. Donc, à l’ensemble d'ondes harmoniques (w,, K,) corres- 
pond un gaz de quasi-particules d'énergie hw, et d’impulsion #K,. 
I1 doit exister une relation fonctionnelle déterminée entre la pul- 
sation et le vecteur d’onde de la quasi-particule: 


Où —= Oo (Ko). (59.22) 
Reprenons l'équation (59.21) en tenant compte de (59.19): 


Ô 0 i(K 2 0 i(K 
D Dni, njWnj, «x — > Dai, njWo;, x" a") Oo Woi, ce" am) (59.23) 
n n 


ou encore 


DEN Dani, je 2] w0j, @ — 0x Woi, ae Fa = Q. (59.24) 
n 


Ce dernier système d'équations ne comporte que s grandeurs vec- 


torielles inconnues w,. Multiplions (59.24) par e”"Ram) posons 
n — m — let mettons la somme de (59.24) par rapport à n sous 
la forme: 


À Dans, nee 70 = À Domi, m4, Je = À Dis (ee = 
n 
= Gi, (Ka). (59.25) 
L'équation (59.24) s'écrit maintenant: 
ù Gi; (Ka) WOy, œ — Où Woi, a = 0. (59.26) 


Un système d'équations homogènes a une solution si son déterminant 
est nul, donc on doit avoir: 


| Gi5 (Ka) — 06613 | = 0. (59.27) 
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Le déterminant (59.27) est une équation de degré 3s en w?, ce qui 
signifie qu'il existe 3s fonctions différentes w£ (K.,) : w° (K) ; w° (K),... 
.. ©$s (K). L'équation (59.5) est de degré 3Vs en w° et sa solution 
fournit toutes les pulsations possibles ; l'équation (59.27) est de degré 
3s en w*, mais elle ne peut fournir que 3s rélations fonctionnelles 
&° (K), et connaissant K, on en tire toutes les pulsations propres. Si 
on trouve toutes les racines de l'équation (59.27), on peut résoudre le 
système d'équations (59.26) en y portant successivement les relations 
trouvées &° (K), ..., wi, (K). Pour chacune de ces valeurs, il existe 
une solution wWÿj. « (1), . . ., Wüj,a (s). On trouve donc pour chaque 
atome s valeurs différentes de wôj,a = Wu. Décomposons le vecteur 
wo; suivant trois vecteurs unité, dont l’un (e:) est colinéaire au 
vecteur K, et les deux autres (e, et e,) se trouvent dans un plan per- 
pendiculaire au vecteur K. Les vibrations le long des directions de 
e, et de e, sont transversales, et celles se propageant le long de es, 
longitudinales. On trouve donc dans tout cristal 2s types d'ondes trans- 
versales et s types d'ondes longitudinales, donc en tout 3s ondes diffé- 
rentes. 
Appliquons ces résultats au cas le plus simple où s — 1, qui 
correspond au cas d'une maille élémentaire comportant un seul atome 
de masse À/. La grandeur G:, (K,) s'écrit : 


C(K)= D(heñKal = 5 AD giKal 
] 


An, ni i& : 
rm (59.28) 
1 
On tire de (59.27) : 
A se 
où = G(Ke)= SN ri ea), (59.29) 


1 
Si 
A0 pour 1=0, 
An, = | O pour 10, 
on doit avoir: 


0 —= 00 » Ou = y +. (59.30) 

Ceci montre que la pulsation w, ne dépend pas de K, et donc Te = 
[» 2 

— 0, de sorte que graphiquement les relations «, (K.,) se pré- 

sentent sous forme de droites parallèles aux axes de coordonnées. La 

vitesse de phase sera d'autant plus petite que K, sera grand ou, ce 


271 


qui revient au même, plus la longueur d'onde À, — Fr sera petite. 
Le à 
Lorsque Æ, —0 (À —> co), la vitesse de phase tend vers l'infini et 
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de ce fait tous les atomes du réseau se déplacent en bloc (cas de 
fréquences basses). 

Supposons maintenant qu'en plus de 4,5, les termes de la forme 
A1 soient différents de zéro. Pour simplifier les démonstrations, 
considérons une chaîne linéaire d’atomes (nous supprimerons dans 
ce qui suit De a). si ce système linéaire on trouve: 


= — oo + DL QiKa + AL Te Re 0 [1 + es Pre L cos Ka | = 


= OÙ w + ycos Aa], (59.31) 
e __ 400 . __ 24oi 


CODS— 


0 _Jf ? Va 


I1 doit exister une relation bien définie entre les différents A. 
Supposons en effet que tous les atomes de notre chaîne lineaire se 
déplacent en bloc, de sorte que w,, = &#° pour tous les atomes; on 
a dans ce cas: 


Fi = — (5 & À mi _njtn) = — (2 4 mi, n;) uso. (59.32) 


Mais puisque la chaîne d’atomes se déplace en bloc, Fi = 0, 
4 00 = — (As + 4, 4). (59.33) 


Pour des raisons de symétrie ou eu vertu des relations: 


Um=0; Um-i=Uo; Um+ri= — 
et 
—= (As — À), _1) üuo—=0, (59.34) 
il s'ensuit que Au = A40,-1 et À00 — 2407 donc: 
1 ; 
© = 69 (1— cos Ka) = 0 V 2 sin ÀZ. (59.35) 
Lorsque À est petit, la vitesse de phase est: 
. Ka 
# _ SD —— 3 
Uph =="? Op  —— 00 (59.36) 
et la vitesse de groupe 
do 2 = 
Der 0 V2 oo = vpn. (59.37) 


autrement dit, ces deux vitesses sont égales. L'égalité Uph = Uer 
de: : ; ; a A90% 
prend une signification illustrative. Désignons par Tr = “%= une 


; = A7 de 
« tension» moyenne de la chaîne d’atomes et par puy — re la a 
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moyenne du matériau; la vitesse de propagation des ondes sera alors : 


2 T 
Ver = Vpn = J/ = J/ TL. (59.38) 


Cette expression est en tout point analogue à celle qui définit la vites- 
se de propagation des ondes élastiques, donc la vitesse du son. 


Fig. 82. Variation en fonction du nombre d'onde de la fréquence w, de la vitesse 
de phase et de la vitesse de groupe dans le cas d'une chaîne linéaire d'atomes 


Donc, si À —+0, on a v, = Uph = €, c étant la vitesse du son. 


Lorsque X = ++ , la vitesse de groupe devient nulle. La fig. 82 
représente « (X), AA et en en fonction du nombre d'ondes dans 
le cas d'une chaîne linéaire d'atomes. 

Passons maintenant à l'étude des mailles élémentaires compor- 
tant plus d'un atome. Soit une maille élémentaire comportant deux 
atomes différents de masses 47, et A7, et de coordonnées j, = O0 et 


e | # _e Lé e 
je = (a, a, a). Désignons les constantes élastiques À;; correspon- 


dant à un vecteur | arbitraire par: A,,(1): A,e (1) = 4°, () et 
À 22 (1) ; les éléments de la matrice dynamique seront respectivement 
Din Die = Da et Dee. Calculons G;1, Ge = Go et G2e. L'équation 
(59.25) fournit pour G;+, par exemple: 


Gye (K) == È Ds (1) eitKD. (59.39) 


Formons le déterminant (59.27) 
Gi, — 0° Gie 


G.. ue 0 (59.40) 
On peut en tirer o°: 
(G3— ©) (Gas — 0°) — GisG 2 = 0 (59.41) 
ou 
O6 — D? (Gi + Gre) + Gures — GyoGas = 0. (59.42) 


28—0898 
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La solution de (59.42) est 
uz—. 611 Gas Gui Ge + DATES -Gao)° GC iCh = 
_ Ent 62 y MemR ce, (59.43) 


ce qui montre que pour chaque valeur de K, w° peut prendre deux 
valeurs différentes. 
Si nous posons, par exemple, G;;, — Gas, On a: 


OO — Gi, + | Go |. (59.44) 
= Gi — | Gil. (59.45) 
Mettons le système d'équations (59.26) sous la forme suivante (en 
supprimant les indices 0 et a dans wo): 
(Gi —w?) w + G,:w° = 0, (59.46) 
GaiWi+ (Gaz — 0?) ws = 0. 
Puisque &* peut avoir deux valeurs distinctes ow° et w°, en portant 


successivement ces valeurs dans (59.46), on obtient deux systèmes 
d'équations: 


pour @f — G11 + | Gal 


— | Gie | Wi + Giows = 0, | je 
GaiWi—| Ge | w.—0; (99740) 
pour @5 = G11 — | Gun 
| Gie | W° + Grew= 0, | 
GiewWi+|G;e| we = 0. PA) 
Lorsque &° — G;, + | G: |, on tire de (59.47): 
0 Gis 
W=— + [cl w° (59.49) 
et lorsque w° — G;;, —|G;,2|, on tire de (59.48): 
D Go w!° Es 
ME TT Ve (59.50) 


Posons que G,;, soit une quantité réelle et positive. On a alors deux 
types de vibrations: 


wi=w (type À), (29.51) 
wi=—w, (type O). (59.52) 


Les vibrations du type À sont telles que Les deux atomes subissent des 
déplacements identiques, ce qui veut dire que la maille se déplace en bloc. 
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11 en résulte que l'on observe dans le cristal des régions de compression 
et d'extension locales, analogues à celles que l'on observe lors de la 
propagation d'ondes élastiques ou acoustiques. lorsque deux atomes 
voisins vibrent en phase, on dira que l'on a affaire à des vibrations 
acoustiques. 

Les vibrations du type © font vibrer les atomes en opposition de 
Ehese, et de ce fait le centre de masse de la maille reste immobile; par 
contre, les centres de gravité des charges se déplacent et il apparait dans 
la maille un moment dipolaire électrique. Lorsqu'une onde électro- 
magnétique se propage à travers un cristal, on observe une forte 
interaction de la lumière avec les vibrations du type O, et c'est la 
raison pour laquelle ces vibrations sont appelées vibrations optiques. 

Dans le cas général, G;°. peut être une quantité complexe et on 
peut donc la mettre sous la forme: 


Gys — [Gioleis. (59.93) 
Les équations (59.49) et (59.50) s'écriront alors: 
WI WOcis (59.54) 
et 
wi — eiws — ei +, (99.59) 
Lorsque @ = =, toute distinction entre les ondes À et O disparaît, 


puisque le dE basace est dans les deux caségal à + = . À mesure que 


tend vers 0 ou vers x, la différence entre les vibrations acoustiques 
et optiques du réseau devient plus marquée, et plus la répartition des 
charges ou des masses de la maille varie. 

Considérons maintenant le cas général où G,,  G2°. En portant 
dans (59.46) les valeurs de w° tirées de (59.43), on obtient deux équa- 
tions qui établissent une relation entre w° el w°: 


G = Gso — Low)" et à 
w°! — {ue 13 : —— © + V Qu Qu Gaz) tr | Go |° }z= w® (59.56) 
et 


were (© Eu ces .. ee +16, sl+ Gp) ut (59.57) 


Ces équations correspondent aux signes plus et moins de la racine 
carrée de (59.43). De même que dans le cas particulier où G>2 — G11, 
une des solutions correspond à une vibration en phase des atomes 
de la maille et l’autre à celle en opposition de phase ; elles corres- 
pondent donc aux branches acoustique et optique du spectre des 
vibrations. Analysons la relation w (K) des deux branches lorsque X 
est petit (grandes longueurs d'onde). 

Pour pouvoir trouver la relation w (K) on doit calculer G;, non 
seulement pour 1 — 0, mais également pour 1 0. Pour simplifier 


28* 
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les calculs, reprenons notre chaîne linéaire d'atomes. On ne tiendra 
compte que de l'interaction entre les atomes voisins, ce qui revient à 
poser que Aus (0); A0 (0); A3o (0); Ao1 (0); Aue (D ; A1 () seront 
différents de zéro. Nous simplifierons encore le problème en posant 
que A, (0) — A22 (0) = À ; Aj9 (0) = Ao1 (0) = 439 D) = Aa (= 
— B. Pour trouver la relation existant entre À et B, on remarque que: 


2 Au (1) = A1 (0) + 4 (0) +Aw()=4+2B=0, (59.58) 


et par conséquent 
A = —2B. (59.59) 
Le calcul de G;, procède comme suit : 


wn _ 4u(0) _ À A 

_ (K1) — 11 = - se 
Eu D Du = sg: Ga 
| 


— A2 (0) 4 Aie (D) ia) — (Ka) 

Gus = Vis  VMil : TE Ma ho 0 
 - —i(Ka))\ — (+ 

Ge: ES VAE (1 +e ) Gi 


La dernière équation de (59.60) tient compte de ce que le vecteur 1 
orienté du premier atome vers le second est de signe contraire au 
vecteur orienté du second atome vers le premier. En portant (59.60) 
dans (59.43), il vient: 


L 


— — == (Ka) |2 — 
= + (+ 1e ) ÈTAE (= Fr) TH li+e É 


__ A [Mi+Mo [ f AM 4e in? À | = 
=+ (Se DAT 1EV Gsm ]= 


oi [1 +7/1— sin À] (59.61) 


À [lite l. oo AMyMe 4. eo 24 
avec =7 | Mie ): VS ne SI M = EM 


Voyons que devient la relation w (ÆX) au voisinage de À = 0. 
.. Ka Ka ., …. 
En posant sin-—Æ--, il vient: 


oo 1 + (1—7 = )|: (59.62) 


La branche de w (X) correspondant au signe moins de (59.62) est : 


o (K) = IAE Ka (59.63) 


=V rm le 
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La vitesse de phase étant égale à la vitesse de groupe, cette vitesse 
est celle du son: 


_ __& du _ @pYa É Aa° … , 
Uph — Ugr = - — V DAT Me) A+ Te) — C4 (59.64) 


Posant dans (59.46) w — 0 et À = 0, on trouve: 


wi _.,/ Mo, ui È 
we =} M, uÿ ki (95:09) 


ce qui montre que les atomes vibrent en phase et avec une même am- 
plitude. Autrement dit, la branche qui correspond au signe moins 
devant la racine carrée de l'équation (59.61) est celle des vibrations 
acoustiques. Le signe plus devant cette racine carrée correspond à 
la solution caractérisant les vibrations optiques: 


x _ 242 K°2 = 
&(K)=V2@0 (1 —- ee | (59.66) 
Lorsque À = 0, les pulsations de vibrations sont égales à « (0) — 
— V 20 — VAE) à mesure que X croît, la pulsation des 
— Mile l° q Ed 


vibrations optiques diminue suivant la loi quadratique. La vitesse 
de phase des vibrations optiques tend vers l'infini lorsque À —0, 
tandis que la vitesse de groupe devient nulle pour À = 0. Pour 


LASER Ja pulsation des vibrations optiques atteint sa valeur 


2 le 
minimale : 
wo (E) = où |” 1 + V 14 = win. (59.67) 
tandis que celle des vibrations acoustiques atteint sa valeur maximale 
.«T PITTSTE, : 
aa (2)=0,}/1-VT—É- 04, (5.68) 


I1 ressort de l'équation (59.61) que w° (Æ) > w4 (Æ). La pulsation 
des vibrations acoustiques varie de 0 jusqu à Ha et celle des vi- 
brationsoptiques de V 2w, jusqu'à c l'1+7Y 1 — +2. Plus la gran- 
deur y est proche de l'unité, plus les spectres des vibrations optiques 
et acoustiques sont larges. Au point À = + + Ja vitesse de groupe 


= est nulle. Lorsque y — 1, les spectres des vibrations optiques et 
acoustiques se confondent ; lorsque y << 1, ces spectres sont séparés 
par un certain intervalle de fréquences. 

Dans un grand nombre de calculs d'importance pratique, on peut 
admettre qu'il n'existe qu'une seule pulsation de vibrations optiques 
Æ00 qui se situe pour la majorité des cristaux dans la partie infra- 
rouge du spectre. 
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La fig. 83 représente la relation entre w et À des vibrations opti- 
ques et acoustiques. 

Les caractéristiques des branches optique et acoustique du spectre 
des vibrations que nous venons de décrire ne dépendent pas du type 
de réseau, dont la structure n'influe que sur la forme de la relation 
fonctionnelle entre w et À. Les fréquences maximum les plus élevées 
des vibrations optiques correspondent aux plus grandes longueurs 
d'onde, puisque la vitesse de phase de la branche optique tend vers 
l'infini lorsque À —ÜÙ, tandis que la vitesse de groupe devient alors 


Fig. 83. Branches optiques et acoustiques des vibrations thermiques d'un réseau 
cristallin 


nulle. On ne peut définir la longueur d'onde maximale des vibrations 
acoustiquesetoptiques (ÀAn:, = ©) maison peut fort bien définir une 
longueur d'onde minimale : 


A 
min :- 


ri 2 . 
2 = La, (59.69) 
Kmax L 

a 


L'existence d'une longueur d'onde minimale ressort des considéra- 
tions suivantes. Il est évident que la distance minimale entre deux 
points de l'espace, où se trouvent des centres de masse discrets qui 
vibrent avec une différence de phase égale à 2x, ne peut être inférieure 
à 2a. En outre, le caractère discret de Æ, qui est imposé par les 
conditions aux limites périodiques. fait que ne sont possibles que les 
vibrations, dont les longueurs d'onde sont multiples entiers des 
périodes du réseau. 

Les fréquences des vibrations du réseau sont comprises entre 0 
et 1013 Hz. Les vibrations optiques de grandes longueurs d'onde (donc 
les vibrations de plus hautes fréquences) se manifestent dans les 
spectres d'absorption et de réflexion des cristaux dans la gamme des 
longueurs d'onde de quelques dizaines de microns. 
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Résumé du $ 59 


4. En admettant que la solution particulière de l'équation de 
mouvement (59.8) se présente sous la forme d'une oscillation harmo- 
nique de pulsation w, on obtient une équation des amplitudes des 
vibrations qui est semblable à l'équation définissant la matrice de 
transformation des coordonnées S. Üne analyse des propriétés des 
matrices S et D montre que les vibrations d'atomes voisins s’effec- 
tuent avec une différence de phase constante. Cela signifie que les 
vibrations harmoniques forment des ondes harmoniques qui se 
propagent dans le sens du vecteur K. 

2. Si on forme une matrice G telle que ses éléments soient égaux 
à la somme des éléments de la matrice dynamique multipliée par un 
facteur caractérisant la phase, on arrive à réduire le système de 3Vs 
équations à un système de 3s équations dont la solution détermine 3s 
branches de la relation w (K). Trois de ces branches sont appelées 
branches des vibrations acoustiques, et les (3s — 3) branches restantes 
se rapportent aux vibrations optiques. 

3. Les branches acoustiques de la relation w (Æ) correspondent à 
des vibrations en phase des ‘atomes de la maille élémentaire ; l’am- 
plitude et la phase des vibrations de tous les atomes sont alors iden- 
tiques, aussi au voisinage du centre de la zone de Brillouin on observe 
une relation linéaire entre la fréquence et le nombre d'onde 


OA = CA, (59.1r) 


c étant la vitesse du son. 

4. Les vibrations optiques du réseau font vibrer deux atomes 
voisins en opposition de phase ; les amplitudes des vibrations étant 
inversement proportionnelles aux masses des atomes, le centre de 
masse de la maille reste immobile tandis que le déplacement des 
charges fait apparaître un moment dipolaire électrique. 

5. Une distinction nette entre les vibrations acoustiques et opti- 
ques ne se manifeste que dans le voisinage du point K = O0, tandis 
que toute distinction s’estompe loin de ce point. 


$ 60. La capacité thermique du réseau 
et la statistique des phonons 


On démontre en physique statistique que la probabilité w, de ce 
qu'un système se trouve dans un état d'énergie E, est 


_ Ex 


m= re À. (60.1) 


La somme statistique Z se détermine en partant de la condition de 
normalisation : 


» Us — 1 . (60.2) 


440 THÉORIE DE LA DIFFUSION DES PORTEURS DE CHARGE [CH. V 


On en tire la valeur de Z: 


Fr, \ 
Z=N 0e 


AT, (60.3) 


La valeur moyenne ou encore valeur d'équilibre de l'énergie (E) est 


(E) — >, Eu. (60.4) 


Utilisons l'équation (60.4) pour calculer la valeur moyenne de l’éner- 
gie d’un oscillateur harmonique : 


= FE + ——— (60.4") 


Le dénominateur de (60.4) peut être calculé en faisant la somme de 
la progression géométrique suivante: 


co h@,, 
DCS LE — | (60.5) 
n=0 FT 


Or, comme on doit avoir: 


< n Ç n-1 — Sd 0 
24-128 1 Z'a Tau-p ag (0.6) 


g)- 
n=0 n=0 


la somme recherchée sera égale à 


ho, 
ai ru e__ AT _ 
D nhwdae RT — TOP a (60. 1) 


œ 


n—=0 A—e AT y? 
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Les équations (60.4) à (60.7) permettent de trouver la valeur moyenne 
de l'énergie de l’oscillateur : 


ho, 


TO) low Fi TO) T0) ; 
Po ne : dues (60.8) 
À -. ec. KT e RT —{ 


Cette dernière équation correspond bien à la fonction de distribution 
de Bose-Einstein. On tire de (60.8): 


1 1 ; 
(Ea) = TOP TT ha . (60.9). 
e ÀT — 1 
Désignons par (nr, ) le rapport de (E, ) à ho, : 
(E) 1 1 
(Na) = Due = TT re — ” (60.10) 
eÀT — 1 


(n.) représentant la valeur moyenne du nombre quantique vibratoire 
de l’oscillateur. 

Lorsque T —o et donc lorsque wo AT, l'oscillateur se 
trouve dans un état de grande énergie: 


1 1 kT : 
a) = 5 + a (60.11): 
KT 


et son énergie moyenne vaut ÀT en conformité avec la statistique 
classique : 


(E,) = M) ho, = KT. (60.12) 
Aux basses températures, lorsque ñw, © kT on a: 
how 


4 pus: à 
(Ma)=Z +e LT 


_ (60.13) 
et l'oscillateur se trouve dans l'état d'oscillation le plus bas pour 
lequel r & 0. 

Or, comme l'énergie du point zéro d’un oscillateur ne rentre pas 
en ligne de compte dans le bilan énergétique d’un oscillateur se 
trouvant en intéraction avec le milieu ambiant, nous pouvons la 
négliger et on posera en conséquence que l'énergie moyenne d'un 
oscillateur vaut: 


LEE (60.14). 


Appliquons les résultats relatifs à un oscillateur harmonique pour 
déterminer l'énergie moyenne des vibrations d’un réseau. Nous pou- 
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vons utiliser pour cela l'équation générale (60.4) en remarquant que: 


E,=E (1, ve, …)= D ho (va) (Wu==0,.1,2,...). (60.15) 
=: | 


En portant (60.15) dans (60.4) on obtient une équation générsle pour 
le calcul de (E ) ; comme les oscillateurs sont indépendants l'équation 
obtenue peut être transformée en une somme des valeurs moyennes de 
chacun des oscillateurs donnés par (60.10) ou (60.14), on écrit donc: 


Lu ho; (Ko) | : 
(E) = Ÿ, (Ea) = Du — —— LS Dons — (60.16) 
œ & HT 4 J- 1 K, e F7 us 


Il est commode de subdiviser cette somme en deux : l’une correspon- 
dant aux vibrations optiques (j > 3) et l'autre aux vibrations 
acoustiques (j < 3): 


3 : 
lo; (Ko) rw; (Ka) , = 
(E) = > > ho ;(K,,) SE > > h@ ;(K ,,) | (60.1 1) 
j 1! K, 2 ET _4 J— K, & RT on | 


Puisque l'intervalle des fréquences des vibrations optiques est suf- 
fisamment étroit, on peut poser o; (K,) & of et donc: 


is is 


ITS ‘ N'hu 
V J ee PR : | 
>. ou >, TS (60.18) 
œ e h7 | e RT —;| 


Dans cette équation il a été tenu compte de ce que K, peut prendre 
N valeurs différentes. 

Introduisons maintenant un paramètre caractérisant le réseau 
appelé température de Debye 6? que l’on détermine par la relation: 


how? — AO. (60.11) 


Si l'on pose par exemple w? — 1,4-107% s-1, la température de Debye 
sera égale à a: 0; — 100 K! Pour la grande majorité des matériaux 
la température de Debye est comprise entre 400 et 400 °K. Connaissant 
la température de Debye, l'énergie des vibrations optiques peut être 
mise sous la forme suivante: 


38 
ŒY=NS EE. (60.20) 


e° 
8; 
2-4 ue 
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n 
8; on 


Si TS 6,onaeT — 1 + et donc : 


(EN Sr ee NRT. (60.21) 


Ce dernier résultat montre que les vibrations optiques se trouvent 
dans des états quantiques de grande énergie. La grandeur (n$) — 
0 
Le) 
Œ 


Re peut ètre considérée comme le nombre de phonons optiques. 
Œ 


Lorsque T Ÿ 65, on doit trouver dans le cristal un grand nombre de 
phonons optiques, tandis que lorsque T < 0%, il n'existe pratiquement 
pas de vibrations optiques, donc (x, ) & 0 et leur contribution à 
l'énergie de vibrations du réseau est pratiquement nulle. 

La pulsation de la branche acoustique varie d'une façon quasi 
continue depuis zéro jusqu'à w. Ceci permet de remplacer la somme 
des wo; (Æ,) par une intégrale par rapport aux pulsations. Cependant 
pour pouvoir calculer cette intégrale, on doit connaître la densité de 
distribution des états en fréquences, puisque dans un intervalle de 
fréquences unité (dw -: 1) il peut se trouver un nombre différent de 
vibrations. Posons donc que le nombre de vibrations revenant à un 
intervalle de fréquences unité soit égal à g (w) ; le nombre de vibra- 
tions correspondant à un intervalle do sera: 


dN = g (w) du. (60.22) 


On ne peut déterminer la fonction g (w) que si l'on connaît la loi 
de dispersion w (K). Si on désigne par V le volume du cristal, on 
trouve dans le volume VAtkh* de l’espace des phases un nombre de 
NBATEV VAT | 
—55 = 53 à à Chaque maille il 
correspond alors un seul état vibratoire du cristal. Construisons dans 
l'espace des K une couche sphérique d'épaisseur dX et de rayon K ;: 


le volume de cette couche étant égale à 4nX° dK, il s'y trouve 
V4rnK"dK 


mailles élémentaires égal à 


Rs — mailles, tandis que le volume unité du cristal en renferme 
4nK°dKk 
83 

Il est commoce Dex la fonction g (w) en termes de fréquen- 

ce : puisque Ver = _ , 4K — _ u que À — Æ (w), on obtient : 
Ugr 
an = O6 _ , (w) du (60.23) 
2er | | 


La densité d'états vibratoires du réseau est donc: 


K° _K* (w)_ 
g (o) — 20e 


(60.24) 
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Au voisinage du centre de la zone de Brillouin la vitesse de groupe et 
la vitesse de phase des ondes acoustiques sont toutes deux égales à 
la vitesse du son: 


L=c; ec: K=L, (60.25) 
de ce fait: 
g()=- (60.26) 


L'équation (60.26) détermine donc le nombre de vibrations revenant 
à un intervalle unité de fréquences et à un volume unité du cristal, 
lorsqu'on considère les états situés à proximité du centre de la zone 
de Brillouin, donc lorsqu'on a affaire à de grandes longueurs d'onde. 
Admettons avec Debye que l'équation (60.26) reste valable pour tout 
le spectre des vibrations acoustiques, et notons qu'il existe deux types 
de vibrations transversales et un seul type de vibrations longitudinales 
qui se caractérisent respectivement par les vitesses c et c. La densité 
d'états vibratoires sera alors égale à: 


3w° 


rot 


2 1 = 
s)=se (+) (60.27) 
où la grandeur €, définie par la relation 
1 1 / 2 1 
37 (++ =) (60.28) 


est la valeur moyenne de la vitesse du son prise par rapport aux directions 
et aux types de vibrations. L'énergie des vibrations acoustiques sera 
donc égale à: 


w wA 
ah ) 3Vh a o do 
Mie Te re (60.29) 
—— U —— 
0 e RT _ 4 e RT _ 1 
En posant — x l'équation (60.29) s'écrit : 
__ AV (xTÿ* z$ dx 
Een | a (60.30) 


La grandeur zx ou la pulsation limite wmu correspondante peuvent 
être calculées en normant g (w) au nombre total de vibrations acous- 
tiques égal à 3NW: 


g (wo) do =? (60.31) 


Ca) 
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En portant (60.27) dans (60:31), il vient: 
A 


max — _ + , 
n) max 3N : A 
RE 
ou bien 
LL 
Gr? \3 (Gr?) co 
Ginax — ( T, } OU 2 à (60.33) 


# « LA V 
a étant le paramètre du réseau et V, — a — + le volume de la 


maille élémentaire. 
Evaluons l’ordre de grandeur de la valeur maximale du vecteur 
d'onde : 
{ 
n°) 7,67 : 
Koag = 00e. UD LU Koac 4108 st. (60.34) 


DA à a 


Si on évalue ÆXmxx en se donnant la longueur d'onde minimale 
Amin = 24, on trouve Æinax =+—. Ceci montre que l’interpolation 
admise par Debye fournit une valeur trop grande du vecteur d'onde, 
ce qui n'est étonnant puisqu'on substitue à La zone de Brillouin une 
sphère de rayon Kmax- 


L'ordre de grandeur de la pulsation maximale est: 
Omax = CoÂ max 5 max & 105-108 — 1015 s71. (60.35) 


Pour délimiter l'étendue du spectre des vibrations acoustiques, on 
peut utiliser à la place de la pulsation maximale la température de 
Debye qui caractérise le corps solide considéré: 
il 
KO = homax = ho ax: 022 + ()'e | (60.36) 
a! ® k ai 0 . 

Pour @max © 10° s-! la température de Debye vaut 60 — 100 °K. 
La température de Debye dépend de la nature du matériau et en 
général elle est de l'ordre de quelques centaines de degrés. Il est 
évident que la température de Debye caractérisant le corps solide 
n'est pas supérieure à celle correspondant aux branches optiques: 
6 < 65. La variation de l'énergie de vibration du réseau en fonction 
de la température est décrite par l'équation: 


TM 35 
A 3V (kTY 3 dz ke® 
(E)=(E )+(E)= Se | — +NY (ET (60.37) 
] J-4 RCE 
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Compte tenu de (60.36) le facteur se trouvant devant l'intégrale (60.37} 
s'écrit : 
SV (AT) A TNS se 


et l'équation (60.37) devient alors: 


à 09 
| 9 x3 dr : TT | 
(E) = NAT. au | ET +2 m—|. (60.30) 
7 0 2-4 —— 
| d Te | 
Puisque par définition x =— PR — “max : OT, HOmax = KO, 


0 # e # # # e 
donc Zmax — T: L'équation précédente s'écrit alors: 


( _ o9 
| ) ( sd - T | 
S 13 dr 
(E) = NET je r+ > “f |: (60.40) 
(+) L 1e + 
La capacité thermique d’un corps solide est : 
__ (E) 6 
Cr. (60.41) 


En général l'expression développée de C est fort compliquée, aussi 
nous ne considérerons que deux cas: celui des températures élevées 
et celui des basses températures. Lorsque T Ÿ 8 et T Ÿ 65, la contri- 
bution des vibrations optiques est proportionnelle à 


35 J 35 
RD 1— (353). (60.42) 


ju — j-.4 


tandis que celle des vibrations acoustiques est proportionnelle à la 
valeur de la fonction de Debye D(+) ; 


us 
D(+)=—- | _—. (60.43) 


Lorsque T est grand, 1 etz i,;onae & 1 +7, D(+) % 
% 1, et donc: 


(E) & NT [3 + (3s — 3)] — 3sNkT. (60.44) 


$ 60] LA CAPACITÉ THERMIQUE DU RÉSEAU 447 


A chaque degré de liberté revient une énergie égale à AT, et la ca- 
pacité thermique du réseau ne dépend pas de la température: 


C-3Nsk. (60.45) 


La capacité thermique molaire vaut alors 6 cal/mole, conformément 
à la loi de Dulong et Petit. Cette loi reste valable pour les métaux tant 


que T<i- Taéréncuie et pour les semiconducteurs tant que la 


concentration des électrons reste notablement inférieure au nombre 
total d’atomes du semiconducteur renfermés dans l'unité de volume. 

Le second cas limite est celui des basses températures: T < 6 
et T << 65. Dans ce cas la borne supérieure de l'intégrale de Debye 
peut être posée égale à co, mais comme 


8 


x dr | à à 
1 5: (60.46) 
0 
l'intégrale vaut 
0 ai fT\i à 
D(r)=+(5) Poe 
et l'énergie moyenne sera: 
3nŸ AT1 
La capacité thermique est donc: 
A2nik [T \5 
C= (5) (60.49) 


La loi selon laquelle C est proportionnelle à T° reste correcte au-des- 
sous de 20 à 50 °K. Aux températures intermédiaires on doit tenir 
compte des contributions relatives des vibrations acoustiques et 
optiques. Dans cet intervalle de températures la théorie de Debye 
ne corrobore plus les résullats expérimentaux, car dans le solide 
apparaissent des vibrations de courtes longueurs d'onde, que l’inter- 
polation de Debye ne saurait englober. En effet, en considérant une 
chaïne linéaire d'atomes tels que NaCI et en tenant compte des 
éléments de la matrice dynamique, Kellermann obtint, par les procé- 
dés du calcul numérique, une relation compliquée entre w et X, 
à l’aide de laquelle il détermina le graphique g (w) représenté fig. 84. 

En conclusion de ce paragraphe il nous reste à traiter de deux 
questions importantes: la dilatation thermique du réseau et sa résis- 
tance thermique. Lorsqu'on analyse les vibrations du réseau en ap- 
proximation harmonique, les coordonnées normales sont considérées 
comme des variables indépendantes. A chaque coordonnée normale on 
peut faire correspondre un certain ensemble de phonons, qui eux 
aussi doivent être indépendants. Donc l’approzimation harmonique 
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présuppose que les phonons n'interagissent pas entre eux. L'énergie 
transportée par les phonons se propage dans le réseau avec la vitesse 
de groupe et le corps solide n'oppose donc aucune résistance à la propa- 
gation d'un flux de chaleur. Comme le déplacement moyen des atomes 
en oscillation harmonique est nul, les distances interatomiques res- 
tent invariables. Or, les corps solides réels sont sujets à la dilatation 
thermique. Pour donner une interprétation correcte à ce fait indis- 
cutable, il est nécessaire de faire entrer en ligne de compte les termes 
du troisième degré du développement de l'énergie potentielle par 
rapport au déplacement des noyaux. 
2/53) 07 Si l'on tient compte du tenseur 
Ba. mi. w, les vibrations des noyaux 
ne sauraient plus être considérées 
comme des vibrations harmoniques, 
car les termes cubiques du déve- 
loppement les rendent anharmo- 
niques et interdépendantes. Les 
oscillateurs qui correspondent aux 
coordonnées normales seront eux 
aussi anbharmoniques. L'anharmo- 
nisme des oscillateurs impose que 
D (1251) les phonons se comportent comme 
27 des quasi-particules en interaction. 
La diffusion des phonons par d'au- 
Fig. 83. Graphique g (w) d'une ;>es phonons devient alors possible, 
chaîne linéaire d'atomes NaCl selon se ce 
les calculs de Kellermann (entrait ©t le principe de la superposition 
plein) et ceux de Debye (en poin- d'ondes élastiques se trouve donc en 
tillé) défaut. Tout acte d'interaction doit 
concerner trois phonons, ce qui 
peut soit donner naissance à un nouveau phonon, soit entraîner la 
disparition de l’un d'eux (d’une façon plus précise, deux phonons 
se réduisent à un seul). La diffusion des phonons par d'autres phonons 
fait apparaitre une résistance thermique. Puisque l'anharmonisme des 
vibrations se manifeste d'autant moins que l'amplitude des vibrations 
est plus faible, ou que la température est plus basse, la résistance 
thermique doit diminuer à mesure que la température baisse. L'anhar- 
monisme des vibrations entraine que le déplacement moyen des atomes 
n'est plus nul et de ce fait les dimensions des corps solides doivent varier 
en fonction de la température. 


Résumé du $ 60 


1. On démontre en physique statistique que la probabilité de 
ce qu'un système possède une énergie E, est 


Es 
: u,=Z"e A, (60.1r) 
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La somme statistique Z se détermine en partant de la condition de 
normalisation : 


Es 
D'uws—1; Z=Ùe AT, (60.2r) 


La valeur moyenne de l'énergie (E ) est alors égale à 
(E)= À Este. (60.3r) 


2. La valeur moyenne de l'énergie d’un oscillateur harmonique 
est, conformément à (60.3r): 


KEs)= 2 +— : (60.4r) 


e ÀT 1 


En admettant que l'excitation d’un oscillateur correspond à la 
naissance d’un phonon, le nombre moyen de phonons sera: 


Pa) = = 5 — (60.5r) 


RT —4 


Cette relation montre que les phonons obéissent à la statistique de 
Bose-Einstein et possèdent donc un spin entier (en unités h). 

3. Les phonons sont donc des quasi-particules qui correspondent 
aux vibrations harmoniques du réseau d’un cristal de pulsation 
et de vecteur d'onde X.. 

L'énergie d'un phonon est 
Ex = 0% (60.6r) 
et sa quasi-impulsion i 
Pr = AK. (60.7r) 
4. On appelle température caractéristique d’un corps solide 8 ou 


encore température de Debye la grandeur définie par la relation 
suivante : 


A 
(EL (60.8r) 


9. On désigne sous le nom de température de Debye des vibrations 
optiques du réseau la grandeur : 
RwQ 
6. Le nombre de phonons optiques existant à une température 7 
est : 


n ST (60.10r) 


29—0898 
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7. Selon l'équation (60.5r) le nombre de phonons acoustiques 
dépend de la fréquence des vibrations et de la température. À mesure 
que la température augmente le nombre de phonons de grandes 
longueurs d'onde croît plus rapidement que le nombre de phonons de 
courtes longueurs d'onde. Aux températures élevées T Ÿ© 6 l'énergie 
transportée par les phonons ne dépend pas de leur fréquence et vaut 
kT par degré de liberté. 

8. Aux basses températures 7 < 6, la capacité thermique d’un 
corps solide est proportionnelle à 7%; aux températures élevées 
T Ÿ 8, elle ne dépend plus de la température. 

9. L’anharmonisme des vibrations du réseau est la cause de la 
dilatation thermique et de la résistance thermique des corps solides 
et fait apparaître une diffusion des phonons par d’autres phonons. 


& 61. La diffusion par les vibrations thermiques du réseau. 
La méthode du potentiel de déformation 


En utilisant la notion du phonon on arrive à interpréter la dif- 
fusion des électrons et des trous par les vibrations thermiques en 
termes des notions corpusculaires. Les porteurs de charge subissant 
une collision avec un phonon échangent avec celui-ci de l'énergie et 
de la quasi-impulsion. Puisque le nombre de phonons présents dé- 
pend de la température du corps, la diffusion des porteurs de charge 
doit également en être fonction. 

Cependant pour pouvoir appliquer ici la théorie générale des 
transitions quantiques que nous avons exposée au $ 59, on doit 
commencer par définir la perturbation due aux vibrations du réseau 
et qui serait capable de faire passer les électrons et les trous d’un 
état à un autre. Pour définir cette perturbation, nous ferons appel à 
la méthcde du potentiel de déformation. 

La propagation d’une onde harmonique (w, K) provoque l’appa- 
rition de déformations locales du cristal. Le déplacement que provo- 
que une onde élastique en un point ret à un moment test de la forme: 

: - T 
; i[ut (Kr)+ 2] 


u(r,t)=% (61.1) 


où 2, est l’amplitude des vibrations, le déphasage — étant introduit 


pour faciliter les calculs ultérieurs. 
La déformation & donne lieu à une variation relative de volume À 
qui selon (51.17) est égale à div «: 
TT 
-ifot-(Kr)+ 2 : 
A=divu=i(Kug)e TF2] (Kas)e-iot-Kn1, (61.2) 
L'expression (61.2) montre que dans les cristaux cubiques une va- 
riation de volume ne se produit que lorsqu'ils sont traversés par des ondes 
longitudinales. Dans les cristaux anisotropes une variation de volume 
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se produit quel que soit le type d'onde qui s’y propagent. Le tenseur 
de déformation est selon (51.3): 


Un = 7 (Se + En). (61.3) 


On ÔTm 


Comme la composante m du déplacement # est déterminée par la 
composante m de #, et qu'en différentiant (61.1) par rapport à 
lm On fait apparaître le facteur X,,, l'expression de u,,, s’écrira: 


1 2 Ed 
Umn = 2 er Mur (Kn] (Uom À n + UonÂ m)- (61 ) 


Si nous disposons l’axe z le long du vecteur K, ce vecteur s’écrira 
alors K — (0, 0, Æ): l’amplitude d'une onde longitudinale sera 
üo = (0, 0, uw) et celle des ondes transversales sera selon la polarisa- 
tion &#o — (uo, 0, 0) ou #9 = (0, us, 0). Le tenseur de déformation sera 
alors défini par les expressions : 


000 
one. (0 0 o (61.5) 
001 
001 


ae en | 0 o] . (61.6) 
100 


000 
ge ta 0 a (61.7) 
0 10 


L'équation (61.5) se rapporte aux ondes longitudinales et les équations 
(61.6) et (61.7) aux ondes transversales dont les oscillations propagent 
respectivement le long des axes x et y. 

Puisque toute onde transversale représente une déformation de cisail- 
lement, l'existence de ces ondes ne donne lieu à aucune variation du 
volume du corps, conformément aux équations (61.6) et (61.7). Comme 
les ondes longitudinales correspondent à la déformation de traction- 
compression et les ondes transversales à celle de cisaillement, les. 
vitesses de propagation de ces deux types d'ondes ne peuvent être 
égales, le module de Young différant dans le cas général du module 
de cisaillement. Les déformations locales produites par l'onde donnent 
lieu à un déplacement du bord inférieur de la bande de conduction et du 


bord supérieur de la bande de valence. On écrira donc en accord avec 
(52.13) : 


Ec(u)=Ec(0)+ À Affuin = Ee (0) + Ve(r, t). (61.8) 


E, (u)=E£E, (0) +2 Afruir = Es (0) +V, (r, t). (61.9) 


29% 
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V.et V, étant les potentiels de déformation de la bande de conduction 
et de la bande de valence. Désignons l'élément AQ par A. et l'élé- 
ment A —= A par A. On posera pour des raisons de symétrie 
AQ = AQ = A. En se limitant, pour ne pas compliquer les 
calculs, au cas d’une onde longitudinale et de la seule bande de 
conduction, on écrira: 


Ver, t)=W(r,t)=uokKA..e-ilot-(&r)], (61.10) 


Pour calculer l’élément matriciel de l'opérateur perturbation on 
utilise les ondes de Bloch dans l'approzimation de la masse effective 
et en normant à un volume G = L®: 


.E(k)t 


bi (r, t)= bn (r) M OL Du À (61.11) 
Ecrirons d'autre part: 
Wir = Vrrk = Let e + non | ei+K-k°?, tr) gr — 
(G) 
ee de. (61.12) 


L'intégration a été effectuée en tenant compte de l’orthonormalisation 
des fonctions propres x (r). Selon (55.23) la probabilité de transition 
de l’état k à l’état k” est : 


ur (k, k') = AuË KO (E+ ho —E") Over. (61.13) 


L'expression de la probabilité de transition contient deux gran- 
deurs Ô dont la présence assure la conservation de l'énergie et de la 
quasi-impulsion. Cette probabilité ne peut être différente de zéro que si: 


E =E +ho; hk°=hk + ñK. (61.14) 


Ces relations expriment le fait qu’il doit y avoir échange d'énergie et 
de quasi-impulsion entre l'électron et le phonon. Comme l'exposant 
de la fonction exponentielle de (61.10) peut être aussi bien positif 
que négatif, l'expression (61.14) peut s’écrire sous une forme plus 
générale : 

E' =E +ho:; hKk =hk+fhK, (61.15) 


ce qui signifie que l'énergie de l'électron peut être augmentée ou 
diminuée de la valeur de l'énergie du phonon, en d’autres termes, 
l'électron peut absorber ou donner naissance à un phonon. 
Remarquons que l'expression (61.15) se laisse également inter- 
préter en termes d'un phénomène ondulatoire: 
LE’ 


E . APE 
= +o; k'=k+K, (61.16) 
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la fréquence _ et le vecteur d'onde k d’une onde électronique varient 


respectivement de + et de +K par effet Doppler qui se manifeste 
lorsque l'onde est diffusée par un obstacle mobile ; dans le cas consi- 
déré c'est une région de déformation qui se propage au sein du réseau. 

L'expression (61.13) est illustrée par la fig. 85 qui représente 
deux surfaces d'égale énergie Æ et E” — E + fiw. Etant donnée 
une quasi-impulsion ÀK du phonon, on peut toujours trouver sur 
les surfaces Æ et E” deux points À et B distants de K de sorte que 
l’origine du vecteur K se situe sur la surface Æ et son extrémité 


Fig. 85. Transitions de particules satisfaisant aux lois de la conservation de 
l'énergie et de la quasi-impulsion 


sur la surface E”. Îl peut exister plusieurs points de ce type. La 
transition À —+ B correspond à une diffusion s’accompagnant de 
l'absorption d'un phonon; la transition A” — B” correspond à une 
diffusion s’accompagnant de l'émission d’un phonon. Désignons 
par & l'angle formé par les vecteurs k et K et exprimons la relation 
qui existe entre eux en fonction de cet angle. En tenant compte 
de (61.15) on a: 


EE) = (KkEK) = (+ K? + 2HK cos a) = 
=E(k) + ho = +to. (61.17) 


2p2 
En simplifiant les deux membres par es 
cK, ce qui est admissible tant que l’on se trouve dans le domaine des 
grandes longueurs d'onde de la branche acoustique, on obtient: 


PE + 2k cos 0. (61.18) 


et en remplaçant « par 


K = + 


Puisque c & 105 cm/s, pour CM = 1, le premier terme de l’expres- 
sion (61.18) est de l’ordre de 105 cm-!. La valeur du deuxième terme 
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dépend de l'angle &: lorsque cet angle est petit cos &« — 1, et dans 
ce cas À & + 105 & 2k. Exprimons 4 par la température à l’aide 
de l’égalité : 


REk2 3 
+ => KT, (61.19) 
d'où l’on tire: 
l/SeLT 
k= += V 3m°kT. (61.20) 


En posant m* — 10-% g, on obtient & — 6.105 V T cm-!. Pour 
que k de l'électron soit de l’ordre de 10$ cm -!, il suffit que la tempé- 
rature soit égale à 1 °K. Ces estimations montrent que dans tous les 
cas d'importance pratique on peut négliger le premier terme de 
(61.18) et on écrira donc: 


K & Æ 2k cos a. (61.21) 


La valeur de la quasi-impulsion du phonon est comprise entre 0 
et 24 en fonction de &. À 300 °K, & — 10° cm-! et donc la valeur 
de X est comprise entre 0 et 2-10° cm -!; l'énergie du phonon est 
alors comprise entre O et ficX = 10-*7.105.107 — 10-55 erg — 
— 6.10-1 eV. 

Nous voyons donc que la diffusion est principalement due aux 
phonons de grande longueur d'onde dont l'énergie est notablement 
plus petite que celle des porteurs de charge ; ceci permet d'admettre 
que la diffusion des porteurs par les phonons est élastique. On peut 
alors négliger l'énergie du phonon dans l'expression de w (k, k'). 

En tenant compte de (61.21), transformons la fonction ô de 
l'énergie de la manière suivante: 


S(E + hw—E") 2 (E—E")— 6 (LE) ee 6 (K2— 2) — 
2 


# * K 
 O(K2+2kKcosa)= 5 6 (= +cosa). (61.22) 


L'expression de la probabilité de transition (61.13) devient alors: 


!\ 2rxm*A.uiK K 
w(k, k)= TT 6 (5 + cosa). (61.23) 
Pour pouvoir calculer le temps de relaxation on doit tenir compte 
de tous les phonons intervenant dans la diffusion des porteurs de 
charge. Cela revient à représenter le déplacement des atomes du 
réseau sous la forme d’une superposition des vibrations normales: 


i [oat- Korn - 5] 


u(r,t)= Ÿ tue (61.24) 
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Le potentiel de déformation séra alors: 


Ve = Aoi D UggK ae at Kan], (61.25) 
a 


Connaissant le potentiel de déformation (61.25) nous devons 
calculer l'élément matriciel de l’opérateur perturbation et obtenir 
ensuite une expression de la probabilité de transition w(k, k”). 
Dans le cas général le carré de la somme n'est pas égal à la somme 
des carrés, mais lorsqu'on élève au carré l'élément matriciel, on 
trouvera dans l'expression générale de la probabilité de transition 


Fig. 86. Relation entre les angles « et 8 


des termes représentant des produits des grandeurs 6 et ces produits 
s’éliminent lorsqu'on somme les termes. Sous le signe d'une somme 
simple il ne restera donc que les carrés des éléments matriciels des 
composantes harmoniques des déplacements (61.24). 

Ce résultat a un sens physique immédiat. Comme les ondes har- 
moniques, qui sont proportionnelles aux coordonnées normales, sont indé- 
pendantes, les processus de diffusion produits par ces ondes sont eux 
aussi indépendants et il ne peut y avoir aucun effet d'interférence. 
En intégrant l'expression (61.23) par rapport à tous les Kk’ et en 
pondérant le résultat par (1 — cos 8), on trouve t-! (k): 


at = Le 
T(k) 478 


| w (kk”) [1 — cos 0] d'x.. (61.26) 


Vk 


Le calcul de l'intégrale (61.26) devient plus facile si on passe 
à la variable A. Puisque k° —k + K, K —k’ — k et dix: — dtK. 
La diffusion étant supposée élastique, les vecteurs k et k’” se trouvent 
sur une seule et même surface d'égale énergie (de forme sphérique). 
I] ressort de la fig. 86 que le vecteur K ne pourra prendre toutes les 
valeurs compatibles avec une valeur donnée de l'énergie que si le 
vecteur k prend toutes les valeurs pouvant se trouver sur une sphère 
de rayon k et centrée sur le point (—k’). Désignons par «& l'angle 
entre les vecteurs k et K et par 8 l'angle entre les vecteurs K’ et k. 
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L'angle 6 peut varier de O0 à x et la variation concomittante de 


l'angle & sera comprise entre x et+ ; | K | varie alors de0 à 21k|. 


Etablissons une relation entre & et 0. Comme cos &« — © et K — 


— k’ — k, on a: 
k'k)—k2 k’kcos 0—k? 
cos a = EE EEE LE (1— cos 6) (61.27) 


et 


1 — cos 0 — — + cos a. (61.28) 


En utilisant les équations (61.28) et (61.23), on mettra (61.26) 
sous la forme suivante: 


2R EL 
1 1 21m*A2 2 K 
= 2 ee | ui(K)KA*dK | 6(5 +cosa) x 
(n) x 
2 
2x 
x cos a sin a da | do. (61.29) 
0 
Calculons l'intégrale par rapport à «a: 
a 1 
K K K 
— | ô(+ + cos a) cos &d cos a — | ô(-+ +z) zdr=, (61.30) 
Ed 0 
2 
on obtient alors 
1 m*AË ê 
T(k) = TES uÿ (K) K5 dK. (61 .31) 
0 


Pour calculer l'intégrale (61.31) il est indispensable de connaître 
les amplitudes de toutes les vibrations et pour cela on doit considé- 
rer la distribution des oscillateurs suivant les états de vibrations. Aux 
températures élevées tous les oscillateurs se trouvent dans des états 
de vibrations intenses et l’énergie des vibrations est alors égale 
à celle d'un oscillateur classique : 


+ Maui = AT, (61.32) 
d'où 
2kT 2kT 
uÿ — Mu = Mc2K2 (61 .33) 
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et 
2R 
1 m*Aè 2XT -K5 __ 4m*AËkTKA  4m®AËKT 
T(k) — 4n2n34S Mc2K? ak = TEMRSk3C — nMhSc? k. (61.34) 
0 


On trouve finalement 


i 
__ n2Mc2r3 Eu a2Meh4 E *° 


4 V2(me) 4ë 
La relation entre le temps de relaxation et l'énergie est de la forme 
t(k)=t(E)=22E avec p= —+. (61.36) 


Ce résultat montre que dans les cristaux atomiques la longueur d 
libre parcours est indépendante de l'énergie des porteurs de charge lors 
d'une diffusion par des vibrations acoustiques: ! = E9. En définis- 


sant c par la relation c = Let en posant M =+, il vient: 


et 


1 
x?htcr] E ? 


TE) = — — T— (61.37) 
2 Der AN 


Ainsi, Le temps de relaxation est inversement proportionnel à la con- 
centration N d'atomes du semiconducteur et dépend de son module 
d'élasticité cu. 

L'étude de la diffusion des porteurs de charge par les vibrations 
optiques fait appel à la notion de potentiel de polarisation. Le dépla- 
cement des atomes d'une maille élémentaire s'effectue en opposi- 
tion de phase et la séparation des charges qui en résulte engendre 
un champ électrique (donc une polarisation du corps) qui se pro- 
page dans l'espace sous forme d’une onde plane. L'’interaction de 
cette onde plane et des porteurs de charge donne lieu à une diffu- 
sion de ceux-ci. Pour déterminer la probabilité de cette diffusion, 
on doit commencer par la détermination de l'élément matriciel 
de la perturbation. On le calcule dans l’approximation de la masse 
effective à l’aide d'ondes électroniques planes, et il devient alors 
possible de démontrer que cette diffusion doit obéir aux lois de la 


conservation : 
hk' = hk+fK; EE’ —=E<+ho. (61.38) 


Il est indispensable de tenir compte de ñw puisque l'énergie des 
vibrations optiques est suffisamment importante. Comme aux basses 
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températures le nombre de phonons optiques doit être petit, on ne 
peut pas remplacer u° par ÆT, puisque u est proportionnel au nombre 
de phonons optiques: 

(n°) = 1. (61.39) 


h@0 
ere 


Ceci montre que lors d'une diffusion par les vibrations optiques le 
temps de relaxation doit dépendre de la température: 


qe 
Te [enr —1]. (61.40) 
Aux basses températures cette relation s'écrira: 
Lo 
Te, (61.41) 


Aux températures élevées (fw° <& AT) le nombre de phonons sera 
proportionnel à ÀT, comme dans le cas des vibrations acoustiques, 
avec cette différence que t est maintenant indépendant de l'énergie 
des porteurs de charge. 

Dans les matériaux semiconducteurs connus la mobilité des 
porteurs est déterminée par leur diffusion par les phonons acousti- 
ques et optiques. 

Notons pour conclure qu'il existe encore un autre mécanisme 
de diffusion qui n'est actif que dans les semiconducteurs à bandes 
multiellipsoidales de « vallées» multiples. Puisque le vecteur d'onde 


du réseau K varie de 0 à = un porteur de charge ayant absorbé un 
phonon peut passer d'une vallée dans une autre (effets de transport). 


Résumé du $ 61 


1. Toute onde élastique déformant le cristal provoque un dépla- 
cement des bandes d'énergie. Les grandeurs V: et V, qui caractéri- 
sent le déplacement des bandes d'énergie sont désignées sous le no m 
de potentiels de déformation. On peut les exprimer en fonction du 
tenseur de déformation u et du tenseur des coefficients du potentiel 
de déformation. Ainsi, pour la bande de conduction on a: 


Ve (r, t) — D AnUir. (61.1r) 


Le tenseur de déformation s'exprime en termes de déplacements 
(61.2) dans l'équation (61.4). 

2. La probabilité de transition w (k, k’) des porteurs de charge, 
due à l'existence d'un potentiel de déformation, se présente sous 
la forme suivante: 


w(k,k) = Ai K6(E + ho—E') use, (61.21) 
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elle n’est donc différente de Zéro que dans le cas où l'énergie et la 
quasi-impulsion des électrons et des trous varient d’une énergie et 
d’une quasi-impulsion des phonons. En vertu des lois de la conser- 
vation de l'énergie et de la quasi-impulsion l'expression (61.2) 
peut se mettre sous la forme: 


2x m*A° ES 
RS 


w (k, k”) = (+ JE € cos a), (61 .3r) 
a étant l'angle entre les vecteurs k et K. 

4. Comme les processus de diffusion par les coordonnées norma- 
les sont indépendants, en sommant les expressions (61.3r) on obtient 
l'expression pour t-! (k); en prenant l'intégrale par rapport à @ 
et À, on trouve: 


1 m*AË 


D mme ) GA dK. (61.4r) 


cu 


Pour pouvoir calculer cette intégrale on doit connaître la distribu- 
tion des amplitudes u, suivant les fréquences ou suivant Æ, donc 
il faut connaître le nombre de phonons d'une fréquence donnée. 
Dans le cas général le nombre de phonons est donné par la fonction 
de Bose-Einstein. Comme d'autre part, on doit trouver à toute tem- 
pérature finie un certain nombre d’oscillateurs excités jusqu'aux 
états quantiques de grande énergie, le nombre de phonons étant 


alors égal à Le on exprimera l'énergie potentielle des vibrations en 
fonction de l'énergie des phonons: 


kT 
+ Moë uÿ = hOa = T: (61.5r) 
Au point de vue de la physique statistique classique l'égalité 
(61.5r) signifie qu’à chaque degré de liberté revient une énergie 
égale à kT. L'expression de + (k) sera alors: 


| 1 
a°h4Mc" E 2 nc E 2 
Te TE) = — = —— 5 — 7 (61.6r) 
2 (2m*)? Aë 2 (2m)? AN 


5. En établissant une relation entre le temps de relaxation et 
la section efficace de transport, on constate que la section efficace 
de transport correspondant aux vibrations thermiques du réseau 
est indépendante de l'énergie des particules. La diffusion par les 
vibrations thermiques du réseau est isotrope. 

6. La diffusion par les vibrations optiques du réseau peut être 
caractérisée à l'aide d'un potentiel de polarisation. 
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$ 62. La variation de la mobilité des porteurs 
de charge avec la température 


Les considérations qui ont été développées dans les paragraphes 
précédents permettent de procéder à l'étude de la variation de la 
mobilité des porteurs de charge en fonction de la température: 

ee P = u (T). (62.1) 

Lorsque la température varie, la masse effective peut également 
varier. Une des raisons de cette variation, la plus simple d’ailleurs, 
est la dilatation thermique du réseau. Cependant, nous ne tiendrons 
pas compte de la variation de la masse effective et nous nous limi- 
terons à l'étude de la variation thermique du temps de relaxation 
moyen. Selon l'équation (40.4) ce temps moyen est donné par l’ex- 
pression : 


œæ 3 
\ zZe-xt (x) dx 
(r)= (Er) = — (62.2) 
{ z?e-* dx 
0 
où x — æ- Si le temps de relaxation est une fonction puissance de 
l'énergie, le calcul du temps de relaxation est élémentaire : 


t (E) = TEP = v, (HT )Prr, (62.3) 


où p est un exposant et Tt, une grandeur indépendante de l'énergie. 
Portant (62.3) dans (62.2), il vient: 


œ Sp 

pre mur +5 
(T) = T) (4XT)? Vert = (AT)? DFI EU . (62.4) 
[ z°e-x dr . (5) 
U 


Le rapport des fonctions T pour quelques valeurs de p est donné 
dans le tableau 8. 

En portant l'expression (62.4) dans la relation (62.1), nous obte- 
nons : 


Tr. (62.4) 


Dans le cas où t, ne dépend pas de la température, la variation 
thermique de la mobilité est analogue à la dépendance du temps de 
relaxation de l'énergie. 
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Passons maintenant à l’étüde des différents mécanismes de dif- 
fusion des électrons et des trous. 

1. Diffusion par les vibrations thermiques du réseau. Compte 
tenu de ce que lors de la diffusion par les vibrations acoustiques du 


réseau p — ——, on écrira conformément à (62.4) et (61.37): 
3 
2 x 
u(T)= Fur (2) — _ En. : - (62.5) 
2 (2m°)2 Naïmer (S +) _. 3.22 NA me?T? 


Dans l'expression de la mobilité (62.5) figurent trois sortes de gran- 
deurs : 1) les constantes universelles e, ñ, k, et des facteurs numéri- 
ques ; 2) des propriétés caractéristiques du matériau considéré cy, N, 
A, m*; 3) la température. Dans tout semiconducteur donné la 
mobilité ne dépend que de la température: 


3 
u=pT 2. (62.6) 


Cette relation montre que lorsque la température croît, la mobilité 
déterminée par les vibrations thermiques du réseau diminue. Le sens 
physique de cette expression est extrêmement simple: le nombre de 
phonons croît proportionnellement à la température, tandis que la 


vitesse moyenne des porteurs de charge est proportionnelle à VTT, 


et de ce fait la probabilité de collision des électrons et des trous 
3 


avec les phonons croît proportionnellement à T2. Si la température 
décroît, la mobilité des porteurs de charge doit augmenter. Il impor- 
te seulement de ne pas perdre de vue que pour T —+ 0 La relation 
(62.5) cesse d’être valable puisque la relation (61.32) n'est plus appli- 
cable. 

Il est à noter que la valeur de la mobilité est inversement propor- 
tionnelle à la puissance 5/2 de la masse effective. Ce résultat est bien 
confirmé par l'expérience : dans les matériaux caractérisés par une 
faible masse effective des porteurs, leur mobilité est toujours supé- 
rieure à celle des matériaux caractérisés par une masse effective 
plus importante et, d'autre part, la mobilité des électrons est géné- 
ralement plus grande que celle des trous. 

Dans le cas de la diffusion des porteurs de charge par les vibra- 
tions optiques du réseau, la variation thermique de la mobilité 
se trouve déterminée par le facteur: 


Rw0O 


[e ÀT —1]. (62.7) 


2. Diffusion par les ions d'i mpuretés. Conformément à (56. 33), 
le temps de relaxation correspondant à une diffusion des porteurs 
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par les ions d’impuretés dépend de l'énergie comme une fonction 
puissance et une fonction logarithmique : 


3 
2 


| 
V2 Em 2E 
Tr — 


= (62.8) 
nZaN;in 


Pour calculer la moyenne de cette expression, on mettra Ja fonction 
logarithmique en facteur en lui attribuant la valeur correspondant 
au point où la fonction sous le signe somme atteint son maximum. 
Ce résultat sera atteint si on remplace ÆE par 3 AT. Après avoir sorti 
la fonction logarithmique de sous le signe somme, l'expression du 
temps de relaxation moyen devient: 


Tr) = 5 —_—— 5: 
3 ekT \2 
mZ24N, 19 ne T | 

: NŸZe® 


On tire immédiatement de (62.9) l’expression de la mobilité lors 
de la diffusion par les ions d’impuretés: 


(62 1) 


GT (62.10) 


DT 7 AT = 

+ — 

nes ZNym 210 “1 T | 
NŸZe? 


Lorsque les porteurs de charge sont diffusés par des impuretés 
ionisées, leur mobilité se trouve déterminée par des grandeurs de 
trois sortes: 1) des constantes universelles et des facteurs numéri- 
ques ; 2) des propriétés caractéristiques du semiconducteur 1, €, 
Z, m*; 3) la température. 

En admettant que toutes les grandeurs figurant dans l’expres- 
sion de la mobilité, à l'exception de la température, sont constantes, 
procédons à une analyse de l’expression pour pu. Lorsque la tempé- 
rature est suffisamment élevée, on peut négliger la relation loga- 
rithmique entre la mobilité et la température et on trouve alors 
que la mobilité croît avec la température selon l'équation: 


3 
Er  LorT*. (62.11) 
Lorsque la température décroît, la mobilité déterminée par la diffusion 
por les ions d'impuretés diminue. On doit noter cependant la particu- 
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larité suivante: pour ‘ 
T° Rs î 62.12 
& 9e°k" (Was1e) 


la loi logarithmique n'est plus négligeable et on peut écrire: 


——— , (62.13) 


; 1 Sr. : : 
ce qui montre que Ur — C2 à Ce résultat est une conséquence directe 


du fait qu'aux basses températures le temps de relaxation, confor- 


tel 


mément à (56.24), est caractérisé par la relation: t, — E°?. Eva- 
luons la température en partant de (62.12). En posant € & 10, 
Z = À, il vient: 


T2 5-10 N5. (62.14) 


Cette expression montre que l'intervalle de températures ÔT dans 
lequel l'expression (62.13) est valable dépend de la concentration W'; 
des ions d impuretés et lorsque V; —+ 0, ÔT —+ 0. On note cependant 
que pour Vr —+ 0, la mobilité y — oo à foute température. On re- 
marque en conclusion que la valeur de W, dépend de la température : 
lorsque T +0, N, —+ 0, si le semiconducteur ne contient que des 
impuretés d’un seul type. Dans le cas où le semiconducteur ren- 
ferme simultanément des accepteurs et des donneurs, et que T — 0, 
N, prend une valeur constante égale au double de la plus petite 
des concentrations, c’est-à-dire que dans le cas où N, < Nx, on 
doit avoir NV; — 2N,, qui caractérise la compensation mutuelle 
des impuretés. 

3. Diffusion par les imperfections électriquement neutres. 
L'expression (57.13) montre que lorsque les porteurs de charge sont 
diffusés par des imperfections neutres, le temps de relaxation ne 
dépend pas de l'énergie: 


. mtte? À 
se 9 4° 
TGS Nx (62.15) 


La mobilité se détermine alors par la relation 


em* 


qui montre que la mobilité ne dépend pas explicitement de la tem- 
pérature. Lorsque la température croît, les impuretés électriquement 
actives commencent à s’ioniser, de sorte qu'aux températures élevées 
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la valeur de un se trouve déterminée par les impuretés électrique- 
ment neutres, c’est-à-dire par les impuretés qui ne fournissent ni 


* 


électrons ni trous à la bande de conduction ou de valence. 
1 


Dans le cas d’une diffusion par les dislocations t — E 2et 
donc 


1 

Up 7: (62.17) 

4. Cas général. Après avoir passé en revue le rôle des principaux 
mécanismes de diffusion pris séparément, nous devons analyser le 
cas le plus général, celui où tous ces mécanismes interviennent simul- 
tanément. En admettant que les différents mécanismes de diffusion 
agissent indépendamment les uns des autres, on peut dire que la pro- 
babilité de diffusion totale doit être égale à la somme des probabilités 
de diffusion par chacun des centres de diffusion. I] en résulte que le 
temps de relaxation total doit être de la forme: 


ti | Dur(k,k')(1—c056)du= ST (62.18) 


4 
(Vu) i i 


et 
= (> ut)". (62.19) 


Puisque +; dépend de l'énergie, t sera également fonction de l'éner- 
gie que l’on peut déterminer en portant dans les expressions ci-des- 
sus la relation explicite de t; (E). Après avoir déterminé + (£) et 
sa valeur moyenne, l'expression de la mobilité sera: 


He ee Et (62.20) 


Les termes figurant dans la somme de (62.20) et (62.19) exercent 
une influence différente selon les conditions de l’expérience. Sup- 
posons tout d’abord que les temps de relaxation partiels soient 
égaux. On écrira donc: 


et 
T= , =, (62.24) 


Ceci montre que si r mécanismes de diffusion sont simultanément 
actifs et s'ils se caractérisent tous par un même temps de relaxation, 
le temps de relaxation total et la mobilité résultante seront r fois 
plus petits que les valeurs partielles correspondantes. En fait, l’éga- 
lité des temps de relaxation est peu probable. On suppose donc que 
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le temps de relaxation d'un certain mécanisme / soit notablement 
plus petit que les autres temps de relaxation. Dans ce cas ti! sera 
beaucoup plus grand que tous les autres termes figurant dans (62.19) 
et on pourra en conclure t & t,. En d’autres termes, le temps de 
relaxation total + est déterminé par le processus de diffusion particu- 
lier qui se caractérise, dans les conditions données, par le temps de 
relaxation le plus faible, donc (xt)  (t;). Comme, d'autre part, 
t; dépendent de l'énergie des porteurs, on ne peut comparer le rôle 
respectif des différents mécanismes de diffusion que pour une éner- 
cie donnée des porteurs de charge. On doit remarquer cependant que 
même dans ces conditions le rôle des porteurs de charge «lents» 
et «rapides» dans les différents processus de diffusion peut être 
différent. Pour obtenir un résultat correct on devra dans ce cas 
évaluer le rôle des particules possédant une énergie moyenne égale 


à ÊKT puisque ce sont précisément les particules possédant une 


énergie voisine de l'énergie moyenne qui représentent la plupart 
des porteurs de charge libres. 
En remplaçant E par (E}), on obtient l'expression approchée : 


t((E)= % (&TP (3) (62.22) 


ou bien de l'expression exacte: 


) 
= + (kr 217 El ). (62.23) 
r 


P 

Ainsi, pour évaluer la contribution de tel ou tel mécanisme de 

diffusion, il faut comparer les valeurs de (t;) ou, ce qui revient au 

même, les valeurs de (u;). La conclusion qui en découle est qu'aux 

températures élevées le principal mécanisme de diffusion est celui de la 

diffusion par les vibrations thermiques du réseau pour lequel x — Er 
1 


avec p = —. A mesure que la température croit, la mobilité des 


à + 


A 
porteurs de charge décroit selon la loi T ?. Lorsque la température 
diminue, la contribution des vibrations thermiques du réseau dimi- 
nue elle aussi, la mobilité croît, bien que commence à se manifester 
la diffusion par les impuretés ionisées, et aux basses températures on 


3 
aura T = EP avec p — £ et donc 1 — T2. Autrement dit, si on 


ne tient compte que de le diffusion par les impuretés ionisées et par 
les vibrations thermiques du réseau, on arrive à la conclusion que 


30—0898 
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Fig. 87. Variation en fonction 
de la température de la mo- à 
bilité des électrons ct des 
trous ;dans l’arséniure de 
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Fig. 88. Variation cn fonction de la température de la mobilité des électrons 
ct des trous du silicium renfermant différentes concentrations N, d'impuretés: 
a) 1—5-1018 4— 41-1010 D) 4 — 51018 4 — 41-1017 
D— 14-1018 5 — 1.1013 2— 14-1018 5 — 41-1010 
3—1-1017 3—5.1017 6—1-1013 
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, 3 
la mobilité croit proportionnellement à T2, passe par un maxi- 


3 

mum, puis décroît proportionnellement à T 2. 
Il est à noter que dans l'intervalle de températures où le rôle 
principal dans la diffusion des porteurs revient aux vibrations ther- 
miques du réseau, le facteur A figurant dans l'expression du coef- 


ficient de Hall doit être égal à Ÿ alors que p — ——; dans le do- 
maine des basses températures A TT avec p = +. En utili- 


sant les mêmes considérations on arrive à calculer tous les autres 
coefficients cinétiques. 

En conclusion passons en revue les résultats de quelques études 
expérimentales. On a représenté fig. 87 la variation thermique de la 
mobilité des électrons et des trous de l'arséniure de gallium. On 
y discerne parfaitement la région de la croissance, puis de la décrois- 
sance de la mobilité ainsi que la région d’un maximum assez étalée. 
On observe des courbes du même 
genre dans un grand nombre de A,CMmAV-S) 
matériaux semiconducteurs. La 
fig. 88 représente la variation 
thermique de la mobilité des élec- 
trons et des trous dans lesilicium 
renfermant différentes quantités 
d'impuretés dans l'intervalle de 
températures depuis — 50 °C jus- 
qu’à 250 °C. Ces deux figures 
montrent que la mobilité des trous 


est plus petite que celle des élec-  ‘ pp" p"0*0"0%0"07 
trons aussi bien dans l'arséniure 


de gallium 1e dans Je silicium. Fig. 89. Dépendance entre les mobili- 
Cette situation s'observe dans {és'des électrons et des trous et la 
tous les semiconducteurs. concentration d'impuretés à la tem- 
Les fig. 87 et 88 montrent éga- nérature ambiante (300 °K) 

lement que la mobilité des électrons 

et des trous décroit lorsque la concentration d'impuretés augmente. 
I] est évident que dans un semiconducteur intrinsèque possédant une 
structure parfaite, la valeur de la mobilité ne doit dépendre que des 
vibrations thermiques du réseau. Si le cristal comporte des défauts de 
struclwfe, la mobilité ne peut que décroître, donc: n< ur. La fig. 89 
représente la dépendance entre les mobilités des électrons et des 
trous et la concentration d’impuretés à la température ambiante. 
On voit que lorsque la concentration d'impuretés W; < 104 cm, 
la mobilité ne dépend pratiquement pas de la concentration d'ions 
d'impuretés, mais dès que cette concentration devient supérieure 


30* 
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à 1015 cm, la mobilité des électrons et des trous commence à dé- 
croître. Cela veut dire qu’aux températures T = 300 °C la diffu- 
sion par les impuretés ionisées commence à devenir prépondérante 
dans du silicium contenant plus de 10! cm-* d’impuretés ionisées. 

Un 


On notera tout spécialement que Le rapport des mobilités b — : 
P 


diminue à mesure que croit la concentration d'impuretés. 

Les mobilités des électrons et des trous dans les composés 
AT BV décroissent également lorsque la concentration d’impuretés 
croît. On remarque que la mobilité des électrons dans un semiconduc- 
teur de type p est plus petite que la mobilité des électrons dans un semi- 
conducteur de type n. Cette différence devient d'autant plus nette 
que le rapport des masses effectives m3/m* est plus grand. On inter- 
prète ce résultat de la manière suivante : du fait de la grande diffé- 
rence des masses effectives mA et m> les électrons sont fortement 
diffusés par le champ coulombien des trous comme cela se produit dans 
le cas d'une diffusion par celui des impuretés ionisées. 

Ces données expérimentales montrent que la mobilité des por- 
teurs de charge peut varier fortement d’un échantillon à un autre 
suivant sa teneur en impuretés et la perfection de sa structure cris- 
talline. On peut cependant caractériser le semiconducteur donné par 
les valeurs de la mobilité des trous et des électrons. La valeur numé- 
rique de la mobilité que l'on utilise pour caractériser un matériau 
semiconducteur donné se rapporte au monocristal le plus pur et de 
structure aussi parfaite que possible. 


Tableau 19 
y, cm?(v.s)-1 em? (v-s)-1 Sen 
teur a —__— | —————— | ———— 
ù p 300°K | 37°K | 300°K | 73°K |300°K|77°K 
Germanium | —41,6 | —2,3 3 800 37 100! 1 820 43 700 2,1 0,7 
Silicium —2,6| —2,3 4 300 45 500 500 11 600 2,6 3,9 
InSb —1,6 | —2,1 | 78000 |1 200 000 750 10000 1100 120 
InAs —1,2 | —2,3 | 33000 82 000 460 690 | 7 120 
InP —2,0 | —2,4 4 600 24 000 150 1 200 | 30 20 
GaSb —2,0 | —0,9 4 000 6 000| 1 400 3 600 3 4,7 
GaAs —41,0 | —2,1 8 500 21 000| 420 4 200 | 20 5 
GaP —1,5 | —1,5 1410 500 75 420 1,5 1 
AISb — | —1,8 200 | — 420 | 3700 | — | — 


On trouve dans le tableau 19 les valeurs numériques des mobili- 
tés des électrons et des trous relevées à 300 °K et à 77 °K ainsi que 
le rapport de ces mobilités b pour un certain nombre de materiaux 
semiconducteurs. On y trouve également la valeur de l’exposant p 
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caractérisant Ja variation thermique de la mobilité (u — TP). 
On ne manquera pas de remarquer que dans quelques cas seulement 


la valeur expérimentale de p correspond à sa valeur théorique (—) 


qui correspond à la diffusion par les vibrations acoustiques du 
réseau. On n’a pas encore réussi à donner une explication satisfai- 
sante à ce fait. Il est cependant évident que ce manque de concor- 
dance entre le résultat expérimental et la théorie signifie qu’il 


ue, R7!cm"! 
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Fig. 90. Variation de la conductivité en fonction de l'inverse de la température 
pour le silicium de type n et de type p 


existe différents mécanismes de diffusion qui, élant tous déterminés 
par les vibrations thermiques du réseau, conduisent à une autre 
dépendance entre la mobilité et la température. Des calculs montrent 
en effet qu'un processus de diffusion par deux phonons doit donner 
lieu à une relation telle que pu — T-#. Dans les composés intermé- 
talliques AUIBYV les vibrations optiques du réseau (vibrations polai- 
res) jouent un rôle fort important dans les processus de diffusion des 
porteurs. Malgré le grand nombre de travaux, la théorie est encore 
loin de pouvoir expliquer le caractère de la variation thermique de la 
mobilité dans chaque cas particulier. 

En conclusion nous ferons quelques remarques concernant la 
variation thermique de Îla résistivité électrique. Elle dépend de la 
matière dont la mobilité et la concentration des impuretés ionisées 
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varient en fonction de la température: 


O(T)= D ecna(T) Ua (T). (62.24) 


Dans le domaine d’exhaustion d’impureté la concentration des por- 
teurs de charge majoritaires reste constante et la conductivité ne 
varie avec la température que du fait de la variation de la mobilité. 
Selon la concentration d’impuretés la mobilité peut croître ou dé- 
croître, ce qui donnera lieu soit à un accroissement, soit à une diminu- 
tion de la conductivité. Dans l'intervalle de températures où l’impu- 
reté n’est que faiblement ionisée ou que le semiconducteur se trouve 
à l’état intrinsèque la concentration des porteurs de charge varie 
suivant une loi exponentielle et la variation thermique de la conduc- 
tivité obéit à la même loi que nr, (T). On a représenté fig. 90 la 
variation de la conductivité en fonction de l'inverse de la tempéra- 
ture pour du silicium renfermant des concentrations différentes 
d’accepteurs et de donneurs. 


Résumé du $ 62 


1. Dans un semiconducteur non dégénéré où un seul mécanisme 
de diffusion est actif, le temps de relaxation moyen se détermine 
par l'expression : 


 (o+ à) 
CT) = To (AT) — 27 (62.1r) 
r 


à condition que t(E) — t,Er. Lorsque plusieurs mécanismes de 
diffusion agissent simultanément, on doit avoir 


Ti > 1 (62.2r) 
et donc 
(x) =< D mt)». (62.3r) 


Dans le cas d'un semiconducteur dégénéré (t} — t (F) et donc 


cr) = (ENT (62.4r) 


2. Dans le cas d'une diffusion par les phonons acoustiques la 
5 3 
mobilité est proportionnelle à m* * et à T ?. Dans le cas d'une 
diffusion par les phonons optiques la mobilité est proportionnelle 
(L 
0) 
« 3 LA LU Ld M 
à m*-3 et sa valeur se trouve déterminée par (e T — 1). 


1S 
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3. Dans le cas d’une diffusion par des impuretés ionisées la 
3 


mobilité est proportionnelle à T? et à m* ?; cependant lorsque 
i 


COS 


T Des 0, Ur né T2 
4. Aux températures élevées la diffusion est principalement duc 
aux vibrations thermiques du réseau et donc À — D = z. Aux 
basses températures la diffusion est principalement due aux impu- 
r e ee _»? 3157 9 9 
retés ionisées et dans ce cas À — F0 * cependant lorsqu on s ap- 
proche du zéro absolu, cette dernière valeur de À diminue et tend 
3: , à . : ; ; 
vers —- Dans le cas d'une diffusion par des vibrations polaires A 


varie de Î aux basses températures jusqu'à 1,1 + 1,3 lorsque 
T = 65. Dans le cas d’une diffusion par des atomes d’impuretés 
électriquement neutres, la mobilité est indépendante de la température 
et A=1{. Enfin, lorsque les électrons sont diffusés par les trous, on a 


3 
Dr 3157 
W, J T au et À, ETC 


$ 63. Action des champs extérieurs appliqués sur le temps 
de relaxation. 
Ecarts à la loi d'Ohm 


Lors de l'étude de l'équation de Boltzmann et de la relation 
existant entre le temps de relaxation et la probabilité de transition 
nous avons admis que dans le cas le plus simple le temps de relaxa- 
tion pouvait être indépendant des 
champs appliqués. Si cependant /.4/Ccm° 
T=T(E,B), la solution du pro- 
blème devient notablement plus 
compliquée. On a représenté fig. 91 
la relation entre la densité du cou- 
rant et l'intensité du champ élec- 
trique dans du germanium de type 
n (double échelle logarithmique). 
On discerne parfaitement sur ce gra- 
phique trois régions distinctes. 
Dans la première de ces régions qui 
s'étend jusqu’à 10° V/cm (à 77 °K) Fig. 91. Influence d'un intense 
le graphique est linéaire avec une champ électrique sur la conducti- 
pente égale à 45° (la tangente est  Yite du SR PE ae tempe- 
donc égale à 1). Dans la deuxième D een 
région la tangente de l'angle d’in- 


e e # « { ° ."1 L Q 
clinaison est égale à -- ct dans la troisième, elle est nulle. Cela signi- 
fie que dans la première région la conductivité © est indépendante 
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du champ, dans la deuxième région on ao = E *, et dans la troi- 
sième o — Æ-!. Les densités du courant correspondantes sont donc 


respectivement j—_E; j — E®etj= E9%. Or, puisque o — enp = 


en(t à à à . et 
= ee ,un écart à la loi d'Ohm peut avoir deux causes différentes : 


soit une variation de (t), soit une variation de 7. La variation de 
(t) sous l'influence d’un champ appliqué se laisse aisément inter- 
préter à l’aide des considérations suivantes. 

Lorsque la diffusion est isotrope, le temps de relaxation est 
pratiquement égal au temps de libre parcours puisque la vitesse 
de dérive devient nulle après une seule collision. Or, la vitesse de 
dérive ne dépend que de la valeur du champ appliqué. L'énergie 


que perd un porteur de charge dans une seule collision ne représente 
9m 
qu'une faible partie de son énergie totale: (AE) — TE. Comme 


le système de particules se trouve dans un état stationnaire, les 
électrons ou les trous ne cèdent que leur excédent d'énergie. Cela 
signifie que durant un libre parcours les particules acquièrent sous 


CR . e A nu . 2m* 
l'influence du champ appliqué exactement la même énergie -7rE;: 


on peut donc conclure que l'énergie et la vitesse d’un électron ou 
d’un trou ne varient que fort peu sous l’action du champ appliqué. 
Lorsque l'intensité du champ appliqué augmente, l'énergie et la 
vitesse totales des particules augmentent également. Puisque dans 
le cas d’une diffusion par les vibrations thermiques du réseau la 
longueur de libre parcours est indépendante de l'énergie, tout ac- 
croissement de la vitesse s'accompagne d’une diminution du temps 
de libre parcours et donc d'une diminution de mobilité. 

Déterminons la variation de la vitesse thermique vr due à l’ap- 
plication d'un champ. Sous l’action d’un champ appliqué la parti- 
cule acquiert une accélération et donc une énergie, qui par unité 
de temps est égale au travail de la force eE: 


= (Æv,) = EE = TE. (63.1) 
Du fait de la diffusion la particule perd pendant un temps Tt une 


D n* 
quantité d'énergie égale à TE, de sorte que la perte d'énergie 


e # # »“ 2m* E e e Ld Ld 
par unité de temps est égale à —- Puisque le processus considéré 


est stationnaire, on peut dire qu'en moyenne l'énergie des porteurs 
de charge ne varie pas dans le temps: 


dE 2m* E 9 
HOMO + (63.2) 
ou bien 
e Im % *,.2 
RE (63.3) 


PSS 
—! 
I 
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L) 


En remplaçant + par _. il vient : 


43 
e2E? = ut. (63.4) 
n 74 
Posons Z = lv” et écrivons: 
e2 MIE" = : 
= 4 a) (63.5) 
d'où l’on tire: 
i 
v — E°U-n, (63.6) 


Dans le cas d’une diffusion par les vibrations thermiques du 
réseau, la longueur de libre parcours est indépendante de l'énergie 
des particules, donc r = 0 et 


| 
v — E:. (63.7) 


Tout accroissement de la vitesse de déplacement des porteurs de 
charge doit entraîner, selon (63.6), une diminution de +: 


d'où 
= 63.8 
h= 75 (65.6) 
et 
oO — DE: j=60VE pour E> Er. (635.9) 


La valeur critique du champ E,.. est déterminée par la condition 
que la vitesse supplémentaire qu'acquiert une particule sous l’action 
du champ devient comparable à la vitesse thermique. Il est donc 
évident que lorsque la température décroît, la valeur critique du 
champ décroiît également (fig. 91). Il est tout aussi évident que 
plus u4 est grand, plus le champ critique est faible. 

Dans les cas où r =£ O0, la relation existant entre v et le champ 
sera notablement plus compliquée. Lors d’une diffusion par les 
impuretés ionisées r — 2 et donc, conformément à (63.6), on a: 


1 5 
ve E*; TE. 


Pour le cas d'une interaction des porteurs de charge avec les 
phonons, Shockley établit l’expression suivante exprimant la dépen- 
| 2 
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dance de la mobilité de l'intensité du champ électrique appliqué 


V2 
CE) = 10 — EE —, (63.10) 
Vi È CE) 


où a est la mobilité dans un champ appliqué faible et c est la vites- 
se du son. Dans le silicium la vitesse du son est approximativement 
égale à 7-10 cm/s. L'’intensité du champ dont l'application com- 
munique aux électrons une vitesse égale à la vitesse du son repré- 


sente 5,9 kV/cm environ. Lorsque E Ÿ me. l'équation (63.10) four- 


e Cd e. Pen J 4 ETES : 
nit un résultat que nous connaissons déjà, soit u = oz ( DE 
EL 4 0 
Î 


2 


et donc u — Æ ©, ce qui représente une violation de la loi d'Ohm. 

On a représenté fig. 92 la relation expérimentale entre la vitesse 
de dérive et l'intensité du champ électrique appliqué pour deux 
semiconducteurs différents. On doit toujours en tenir compte chaque 
fois que l’on a à estimer des grandeurs physiques dont la valeur 
dépend de la vitesse des particules. 

Si dans le domaine des champs forts on observe une saturation 
du courant électrique, il est fort probable qu'une nouvelle augmen- 
tation du champ appliqué peut s'accompagner d'un brusque accrois- 
sement du courant; cet accroissement du courant débute par une 
valeur du champ Ex. 

L'accroissement du courant est donné par la relation empirique 
entre la conductivité et le champ: 


0 - oe"E Een), (63.11) 


On appelle effet Poole le brusque accroissement de conductivité que 
l'on observe à partir d'une certaine valeur du champ électrique appliqué. 
La loi exponentielle de croissance de la conductivité est en générale 
liée à un accroissement de la concentration des porteurs de charge. 
Cet accroissement peut être dû à plusieurs facteurs différents. 
Un des mécanismes les plus connus est celui de l’ionisation par 
choc : les électrons (ou les trous) acquièrent en présence d’un champ 
électrique appliqué durant leur libre parcours une énergie suffisante 
pour provoquer l'ionisation d’un atome d'impureté ou même d’un 
atome du semiconducteur lui-même. Le choc entre une particule 
« chaude» et les atomes d'impureté ou du semiconducteur fait 
apparaître de nouveaux porteurs de charge qui, étant à leur tour 
accélérés par le champ, engendrent d’autres porteurs de charge 
‘encore. Cependant, l'accroissement de la concentration des porteurs 
de charge s'accompagne de celui du taux de recombinaison et il 
est donc probable que l'on atteigne un état stationnaire tel qu'aussi 
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Va, Cm/s 


10° S10%  E,V/em 
(b) 


Fig. 92. Relation entre la vitesse de dérive et l'intensité du champ électrique 
dans le silicium (a) et le tellurure de cadmium (b) à différentes températures 
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bien la concentration des porteurs de charge que la conductivité du 
matériau -en présence d'un champ appliqué deviennent plus grandes. 
Si cependant la génération des porteurs de chargr n’est pas com- 
pensée par leur recombinaison, lu concentration croît comme une 
avalanche et on observe dans le semiconducteur un effet de claquage 
irréversible. 

La figure 93, a représente la dépendance de la densité du courant 
du champ électrique appliqué dans du germanium de type n à 4,2 °K. 
Lorsque E — 5 V/cm, on observe un brusque accroissement de la 
densité du courant dû à l’ionisation par choc des atomes d'impureté. 


J.A/cmÈ 

10? 
10 

10 

10° 
TA 
19° 
IT“ 
107 
107$ 


07? 
17 EY/CIT 
1 2 3 4 56783910 20 30 40 506070 90109 


Fig. 93a. lonisation par choc dans un cristal de germanium de type nr à T = 
—" 4,2 °K 


Cependant, lorsqu'on continue à faire croître le champ, on constate 
que le courant arrive à saturation. Un effet d'ionisation par choc 
peut se produire sous l’action des champs internes dus à une inho- 
mogénéité locale du cristal ou à l'existence d’un champ interne créé 
par une jonction p-n. L'ionisation par choc exige pour se manifester 
un champ d'autant plus faible que la température et l'énergie d’acti- 
vation sont faibles et que la mobilité est grande. 

Le second mécanisme d’accroissement de la concentration des 
porteurs de charge est l'effet Zener que nous avons déjà décrit au $ 19. 
La probabilité d’une transition par effet tunnel dépend de la hauteur 
AE, et de la largeur a de la barrière. La largeur de la barrière dépend 
de l'intensité du champ électrique: 


aeE— AE; ja= 2". (63.12) 


eE 


Conformément aux considérations développées en mécanique quan- 
tique, la probabilité d'une transition électronique à travers une 
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1 


barrière triangulaire est donnée par l'expression : 


3 
_2 Vs (AE0)® 
D=De 2% (63.13) 


La probabilité d'une transition par effet tunnel est la même pour les 
transitions de la bande de valence à la bande de conduction que pour 
celles de la bande de conduction à la bande de valence. Cependant, 
comme la concentration des électrons dans la bande de valence est 
plus forte que dans la bande de conduction, le flux électronique est 
dirigé de la bande de valence vers la bande de conduction. L'effet Zener 


V(r) 


Fig. 93b. Abaissement de la barrière de potentiel sous l'action d'un champ élec- 
trique 


est analogue à l'effet d'émission par une cathode froide et s'observe 
dans des champs E >> (10* à 10°) V/cm. L'effet Zener conduit donc 
à un accroissement de la concentration des porteurs de charge libres. 

L'ionisation par un effet électrostatique dont l'effet Zener est 
un Cas particulier peut se manifester par différents autres effets 
encore. Un de ceux-ci est l'effet Stark qui donne lieu à un élargis- 
sement des niveaux énergétiques des atomes constituant le cristal semi- 
conducteur. Or, un élargissement du niveau d'énergie des atomes 
s'accompagne d'un élargissement des bandes permises et d'une réduc- 
tion des bandes interdites. Une réduction de la largeur de la bande 
interdite donne lieu à un accroissement de la concentration d'équi- 
libre des électrons et des trous. On peut cependant invoquer un autre 
mécanisme encore de l'accroissement de la concentration des parti- 
cules sous l’action d'un champ électrique intense autre que l'effet 
Stark; un tel mécanisme a été proposé par Frenkel. La fig. 93, b 
représente l'énergie potentielle d'un électron de l'atome en absence 
de champ électrique appliqué (courbe en pointillé) et en présence 
d'un champ appliqué (courbe en trait plein). L'application d'un 
champ électrique diminue la hauteur de la barrière de potentiel 
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dans un sens opposé à celui du champ électrique. Le maximum du 
champ potentiel se trouve en un point rs où la force d'attraction 
par le noyau le plus proche est équilibrée par la force d'origine 
externe : 


er? 


= +: (63.15) 
La réduction de la hauteur de la barrière de potentiel séparant deux 


atomes voisins peut être estimée à l’aide de la relation suivante: 


Cr 
eE 


ÔE, — 2eEr, = 2e ee. (63.16) 


et 


Or, on sait que toute réduction de la hauteur d'une barrière de 
potentiel s'accompagne d'un accroissement de la probabilité de 
l'excitation thermique d’une quantité qui, conformément à la sta- 
tistique de Boltzmann, est égale à 


er el VV) ef” VE, (63.17) 


Ce dernier effet ne commence à se manifester que lorsque E > 10% 
à 109 V/cm. 

Lorsqu'on soumet certains semiconducteurs à l’action de champs 
électriques intenses, on observe des oscillations haute fréquence 
du courant. Dans l’arséniure de gallium la fréquence des oscilla- 
tions du courant atteint (1 à 6) 10° s-1, l'amplitude des oscillations 
du courant n'excédant pas 1 A. On a représenté fig. 94 un oscillo- 
gramme du courant dans un cristal de GaAs de type nr d'une lon- 
gueur de 0,025 mm lorsqu'on lui applique des impulsions de tension 
de 16 V et de durée de 10-# s. Dans la partie supérieure de la fig. 94 
se trouve un fragment à grande échelle de l’oscillogramme relevé. 
Les oscillations haute fréquence du courant que l’on observe dans 
les semiconducteurs soumis à l’action d'une tension continue peu- 
vent être dues à plusieurs processus physiques. Les oscillations 
représentées fig. 94 ont été relevées par Gunn. L'effet Gunn a été 
observé dans l’arséniure de gallium, dans le phosphure de gallium 
et certains autres matériaux encore. 

Une des interprétations de l'effet Gunn est la suivante. Lorsqu'on 
applique un champ électrique, les électrons occupent des états 
énergétiques plus élevés et la température du gaz électronique croit. 
Admettons que la bande de conduction possède des minimums 
d'énergie qui se trouvent placés plus haut que le minimum absolu 
de cette bande et sont caractérisés par des masses effectives plus 
grandes que celles du minimum absolu (voir fig. 42 relative à l’arsé- 
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niure de gallium). Par interaction avec des phonons les électrons se 
trouvent transférés dans des vallées supérieures. Or, puisque la den- 
sité d'états dans les vallées supérieures est plus grande que dans 
une vallée inférieure, les électrons s'accumuleront dans les vallées 
supérieures. Cependant, la mobilité des électrons appartenant à une 
vallée supérieure est notablement plus faible que celle des électrons 
appartenant à une vallée inférieure, donc la vitesse de dérive des 


Fig. 94. Oscillations de courant observées dans un cristal d’arséniure de gal- 
lium auquel a été appliquée une impulsion de tension d'une durée de 107 5 


électrons doit diminuer ct leur contribution à la conduction dimi- 
nuant, le courant doit diminuer aussi. Les états qu'occupent les 
électrons dans les vallées supérieures sont métastables et les élec- 
trons, par interaction avec les phonons, passent dans la vallée infé- 
rieure, ce qui s'accompagne d'un accroissement du courant. On 
observe généralement des oscillations périodiques dans des cristaux 
en forme de filaments, puisque c'est dans ces cristaux que l'on 
observe un accroissement de la résistance des semiconducteurs. 
Plus l'intensité du champ appliqué est grande, plus le transfert 
d'électrons dans les vallées supérieures est important, mais en même 
temps plus le nombre d'électrons transférés devient grand, plus Ja 
résistance électrique du semiconducteur devient grande, plus Ja 
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chute de tension est importante et plus le champ régnant dans les 
régions avoisinantes devient faible. L'expérience montre que les 
régions de grande résistance se forment à proximité de la « cathode» 
et se déplacent vers « l’anode». L'effet Gunn se manifeste lorsque 
l'intensité du champ appliqué est telle que la vitesse de dérive 
devient comparable à la vitesse thermique des électrons, donc lors- 
que vy & 107 cm/s dans les conditions normales. 

L'effet Gunn est utilisé d’une part pour les études de la structure 
de bandes des semiconducteurs, et d'autre part pour la réalisation 
de générateurs de grande puissance fonctionnant aux fréquences de 
l'ordre de 10° Hz. 


Résumé du $ 63 


1. L'application d’un champ électrique extérieur modifie l'énergie 
des porteurs de charge, ce qui donne lieu à une variation de la mobi- 
lité. La mobilité peut croître ou décroître selon le mécanisme de dif- 
fusion qui prévaut. 

2. L'application d’un champ électrique intense donne lieu à une 
variation de la concentration des porteurs de charge libres due à 
l'ionisation par choc, à l'effet Zener, à un effet de renforcement de 
l'excitation thermique provenant d’un abaissement de la barrière 
de potentiel ou à l'effet Stark. 

3. Les transferts d'électrons chauds dans des vallées supérieures 
où Ja masse effective des électrons est plus grande que dans les 
vallées inférieures donnent lieu à une diminution de leur vitesse 
de dérive et donc à une diminution de l'intensité du courant. Le 
transfert inverse des électrons s'accompagne d’une augmentation 
du courant, donc en soumettant un semiconducteur à l’action d’une 
tension continue, on peut y faire apparaître des oscillations haute 
fréquence du courant (effet Gunn). 


CHAPITRE VI 


LA RECOMBINAISON DES PORTEURS DE CHARGE 


$ 64. L’équation de continuité et la durée de vie 
des porteurs de charge 


Au chapitre III nous avons analysé de façon détaillée la varia- 
tion de la concentration des porteurs de charge en fonction de la 
température, de la concentration et de la nature des impuretés. 
Nous avons admis alors que le semiconducteur se trouvait dans un 
état d'équilibre thermodynamique. Nous désignerons par concen- 
tration d'équilibre la concentration des porteurs de charge corres- 
pondant à un tel état d'équilibre. Dans le chapitre IV consacré 
aux processus cinétiques nous avons postulé que les champs exté- 
rieurs appliqués perturbaient l’état d'équilibre thermodynamique. 
Un semiconducteur parcouru par un courant électrique se trouve dans 
un état thermodynamiquement instable, mais s'il se trouve dans des 
conditions isothermiques et si l'intensité des champs appliqués n'est 
pas trop grande, la concentration des porteurs de charge reste égale 
à la concentration d'équilibre. Cependant comme le champ électrique 
détruit l’état d'équilibre thermodynamique, les porteurs de charge 
se trouvant dans le semiconducteur ne sont pas les mêmes qu'à l’état 
d'équilibre puisque leur distribution suivant les états est décrite 
alors par une fonction de distribution perturbée. En effet, selon 
les équations (29.1r) et (29.9r) l’expression de la concentration des 
porteurs L charge peut s’écrire: 


n (r)= + | f(r, k')dre — 
ee (Vk) 
= no (r)+m(r), (64.1) 


où », représente la concentration d'équilibre des électrons ou des trous. 
Déterminons n,: 


(r,k)+f0 (r, k)] du = 


1 Ô 
(= | fr hdu= 2 | (yv)dre (64.2) 
(V0) (Va) 
On constate immédiatement que », (r) doit être nulle. En effet, 
+ et 2 — E sont des fonctions paires de k, tandis que v est une fonction 
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impaire, ce qui fait que l'expression sous lesigne somme est impaire, 
et l'intégrale définie pour des bornes symétriques d’une fonction 
impaire est nulle. Donc, la concentration correspond à l'équilibre: 


in (r) = no (r). (64.3) 


On démontre aisément que l'égalité (64.3) découle immédiatement 
de la condition (36.6): 1 — (. Cette même condition se trouve à la 


base de l'équation de continuité largement utilisée en hydrodynami- 
que et en électrodynamique : 


dp  0p : .  dp ‘1 / 
rl 5 + div PN =, + dix i—=0, (64.4) 


où p représente une densité de masse ou de charge et v, leur vitesse 
de déplacement. L'équation (64.4) établit, par exemple, qu une 
variation de la charge volumique ne peut se produire que si le flux 
est divergent. Elle est d’une validité générale. Si cependant on appli- 
que cette équation à des porteurs de charge d'un seul type, elle 
s'écrit tout autrement, puisque Le nombre des porteurs de chaque type 
peut varier, comme on l’a vu au $ 63, la charge totale restant cons- 
tante. Pour arriver à une description correcte de cette situation 
particulière, on doit procéder à une généralisation de l'équation de 
Boltzmann que nous avons utilisée au chapitre IV. Cependant nous 
commencerons par une généralisation de l'équation de continuité, 
et pour ce faire nous donnerons tout d’abord quelques définitions 
absolument indispensables pour bien comprendre tout un ensemble 
de processus physiques. Si la concentration des électrons ou des trous 
n (r,t) diffère de la concentration d'équilibre n,(r), on l'appelle 
concentration hors d'équilibre. La valeur de Gôn (r,{) égale à 


ôn (r,{) = n(r,t) — nor) (64.5) 


est appelée concentration excédentaire des porteurs de charge. 
L'apparition de paire électron-trou libres est désignée sous le nom 
de génération d'une paire, tandis que le processus inverse correspondant 
à la disparition d'une paire électron-trou est appelé recombinaison. 
Les processus de génération et de recombinaison peuvent se produire 
sous l’action de causes aussi bien extérieures qu'intérieures. Dési- 
gnons respectivement par g. et g£ les taux de variation de la concen- 
tration résultant d'une génération due à des processus d'origine 
intérieure ou extérieure, et par r et r£ les taux de variation de la 
concentration résultant d'une recombinaison due à des processus 
d'origine intérieure ou extérieure. Etant donné un flux de parti- 
cules et des processus de génération et de recombinaison de porteurs 
de charge, l'équation de continuité pour les électrons et les trous 
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s'écrit : ; 
on . ; 
ee div So éum + eu on rt (64.6) 
op : jp = 
re Ne D ni (64.7) 


Si on se fixe les conditions initiales et aux limites, on peut, 
connaissant les dépendances spatiales et temporelles de j, de r 
et de g, trouver, ne serait-ce qu'en principe, une solution des équa- 
tions (64.6) et (64.7) et déterminer n (r, t) et p (r, t). Cependant il 
est impossible de trouver une solution générale à l'équation de con- 
tinuité. 

Considérons quelques cas simples. Lorsqu'un semiconducteur se 
trouve dans des conditions adiabatiques, on doit avoir gg = rx = 0. 
S'il n’est pas parcouru par le courant (j = 0), l'équation de conti- 
nuité se réduil à 


(4) 2 
= Art. (64.8) 


> - : on 
Dans un régime stationnaire — = 0, donc: 


ot 
Si =rtr: (64.9) 


c'est-à-dire la recombinaison des porteurs de charge compense exacte- 
ment leur génération, ce qui maintient un régime stationnaire. Comme 
la génération et la recombinaison des porteurs de charge s'effectuent 
aux dépens de l'énergie des vibrations thermiques du réseau, les 
grandeurs gr et r;, que nous désignerons dans le cas présent par 
£o €t ro, déterminent le taux de variation de la concentration des 
particules due aux processus thermiques de génération et de recombi- 
naison. Les valeurs de nr et de p, désignées dans ce cas par n, et po, 
représentent des concentrations d'équilibre que l’on appelle couram- 
ment les concentrations des porteurs de charge du régime de non-excita- 
tion. Les valeurs de nr, et de p, ne dépendent que des caractéristiques 
du matériau, par exemple pour un semiconducteur non dégénéré on a: 


EF F-E, 
nm=V.e À ; p,=\se TT : (64.10) 
_ Ee-Er 
RoPo= VeNse  #T =ni. 


Dans les conditions adiabatiques, si r; = g1, la concentration des 
particules doit se modifier. De plus lorsque g1 > ri, = > 0, et la 
concentration des porteurs augmente; dans le cas où g <<”, 
= < 0, et la concentration diminue. Puisque nous considérons un 
semiconducteur à l'état adiabatique qui n’est pas parcouru par le 
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courant, la condition = =£ 0 signifie que l’un des processus prédo- 
mine. D'autre part, l'absence de tout échange d'énergie et de tout 
courant sont précisément les conditions indispensables d’un état 
d'équilibre et de ce fait l'équation 


= gr 0 (64.11) 


doit décrire un processus de relaxation, donc un processus de retour 
à l’état d'équilibre après suppression de courant ou d'une autre exci- 
tation extérieure. Si l'excitation extérieure augmente la concentra- 
tion des porteurs de charge: nr — no — ôn > 0, le processus de la 
recombinaison sera le processus dominant de la relaxation: rr > g1. 
Si au contraire nr — ño = Ôn << 0, le processus de relaxation sera 
dominé par une génération thermique : gr > rr. Désignons par R la 
différence entre g1 et rr: 


R = Ty — £r. (64.12) 


Lorsque rr = ro €t gr = £o, le taux de variation de la concentration 
est nul: R = 0, et le semiconducteur se trouve dans un état d’équi- 
libre. Il ne peut être question de recombinaison que lorsque R = O, 
et donc ce processus est nécessairement lié à une variation de La con- 
centration des porteurs de charge excédentaires. On ne peut décrire 
un processus de relaxation que si l’on connaît la valeur R = R (r, t). 
Dans ce cas l'équation de continuité (64.11), qui s'écrit 


Fe) 
= —R(r,t), (64.13) 
permet de déterminer la forme de la relation nr (r, t). 
Voyons quelles solutions peut avoir l'équation (64.13) lorsqu'on 
fait des hypothèses simples concernant la valeur de R (r, t). Suppo- 


sons que l’on puisse définir une grandeur constante 4, égale à la 


probabilité de recombinaison d'un porteur libre par unité de temps 
dans l'unité de volume. Le nombre des particules recombinant dans 


l'unité de temps sera alors TE = R: 
on ____ Ro ___Ôôn , 
—=—-R- on (64.14) 
L'intégration de (64.14) est toute simple et donne: 
[4 { 
ôn(t)=n(t)—n—=[n(0)—nJje ‘—ôn(0)e ‘. (64.15) 
Après suppression de l'excitation extérieure, la relaxation peut être 


caractérisée par une grandeur 1; que l'on appelle la durée de vie des 
porteurs excédentaires. Numériquement +; est égale au temps néces- 
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saire pour que la concentration excédentaire initiale diminue de e 
fois et représente donc la durée moyenne de l'existence d'une concen- 
tration excédentaire de porteurs de charge. 

En effet, durant l'intervalle de temps compris entre #, & + dt, 
subiront la recombinaison un nombre de porteurs égale à dn — 


— ôn (t) , qui n'auront « vécu» que pendant un temps t. Si on 


somme les durées de vie de tous les porteurs qui ont disparu par 
recombinaison, soit (—dn) t, et que l’on divise la somme obtenue 
par le nombre initial des porteurs excédentaires, on déterminera 
une durée de vie HopeRse (£): 


7x, dt 
(t)= sw |: (— ui Le 1=tr (6416) 


La grandeur +; qui ace le processus de relaxation et qui 
est égale à l'inverse de la probabilité de recombinaison d'un porteur 
de charge par unité de temps dans l'unité de volume est donc égale 
à la durée de vie moyenne des porteurs excédentaires ou encore à la 
durée moyenne de l'existence d’une concentration excédentaire de 
porteurs de charge. 

Puisque l’écart à un état d'équilibre peut être dû aussi bien à un 
excédent d'électrons que de trous, les équations (64.16) et (64.15) 
s'appliquent aux deux types de porteurs mais il n'est nullement 
nécessaire que les durées de vie des électrons t{" et des trous T? soient 
les mêmes. Si le taux de variation de la Éonceniration des porteurs de 
charge excédentaires est proportionnel à cette même concentration, le 
processus de recombinaison est dit linéaire. Dans le cas d’une recom- 
binaison linéaire la transition de l’état libre à l’état lié de tout 
porteur ne dépend pas de la présence de porteurs excédentaires de signe 
opposé. Cela signifie qu'il n’y a pas de réunion directe d’un électron 
et d'un trou. 

S'il se produit une réunion directe d’un électron et d’un trou 
excédentaires, un seul acte de recombinaison ferait disparaître un 
électron et un trou excédentaires. Dans le cas d’une recombinaison 
directe d'un électron et d’un trou, les taux de variation de leurs 
concentrations doivent être non seulement égaux, mais proportion- 
nels aux produits des concentrations: 


: R = y (np — noPo) (64.17) 
e 
on op . 
 — —Y(AP— NP) = : (64.18) 
En remplaçant n et p par no + Ôôn et Po + 6p, il vient: 
0 d 
= = —Y [%0Po+ R0Ôp + poôR + ÊnÔP — noPo] — 


= —y[rÔôp + poôn + ônôp!. (64.19) 
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Si l'écart par rapport à la concentration d'équilibre est petit: 
ônôp & noÔp + pôn (64.20) 


et si on considère wn semiconducteur de type r, donc Po € Pos 
on doit avoir: l 


ES (64.21) 


La solution de cette équation est de la forme: 
l 


ôp(t)}—{p(0)— ple-vt= 6p(0)e , (64.22) 


Li) 
Vo (64.23) 


L'équation (64.22) montre que la concentration excédentaire des 
porteurs de charge minoritaires décroît (ou croît si ôp (0) < 0) 
selon la loi exponentielle, exactement comme dans le cas d’une 
recombinaison linéaire. Ce résultat est normal puisque l'équation 
(64.21) se réduit à l'équation (64.14) si l'on pose y = (r0t;) "1. 
En remarquant que 


T 


t 
— — — ynôp (0)e ‘! (64.24) 


l'intégration de (64.24) donne: 


ôn (t) = yn ôp (0)Tt;e ‘f +C. (64.25) 


La constante d'intgération C est fixée par les conditions initiales 
ôn (0) = yr00p (0) tr; + C = 6p (0), (64.26) 


ou bien 
C = ôn (0) — yroôp (0) rt; = ôn (0) — ôp (0). (64.27) 
En portant (64.27) dans (64.25) on a: 


t 
ôn (t) = ôp(0)e ‘? + ôn (0) — Ep (0j. (64.28) 


Or, lorsque { —> 00, ôn —+0, on doit avoir ôn (0) — 6p (0) et ôn (1) — 
— Ôp, ce qui signifie que si le processus de recombinaison est direct, 
les écarts par rapport à la concentration d'équilibre des électrons et des 
trous sont égaux et varient selon la loi exponentielle avec une durée 
de vie t; = (ÿno)”*. 
Si la concentration excédentaire de porteurs de charge est impor- 
tante, à tel point que Ônr D (Po: lo), on a 
= — yôn-6p. (64.29) 


ot 
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En admettant que Ôx — ôp, on obtient 


dôn ôn : : 
TH — TT — (ôn)=. (64.30) 
Séparons les variables 
_9ôn 
om À dt (64.31) 
et intégrons 
—OÔn(t)}—yt+C; C=— _— TT (64.32) 
soit 
_ ôn (0) ya 
ôn (£) —= 7 on (0)4 ‘ (64.33) 


Donc, dans le cas d'une recombinaison quadratique la concentration 
excédentaire décroit suivant la loi hyperbolique. La détermination 
de ({) donne la valeur ({) — . Cela ne signifie pourtant pas que 
dans le cas d’une recombinaison quadratique l’état hors d'équi- 
libre puisse subsister aussi longtemps que l'on veut, car au bout 
d’un certain temps la variation hyperbolique de ôn se réduit à une 
variation exponentielle et à partir de ce moment la condition 
ôn © (Po: Ro) n’est plus valable. 

En admettant que la notion de durée de vie est applicable dans 
tous les cas envisagés, la durée de vie d'un processus de recombi- 
naison quadratique doit dépendre de Ôôp: 


A L 


Ô 
ne = = YôPF = —(vôp)= — 


Tj +) 


(64.34) 
avec 


Ti (t) = ET TÉ (64.35) 
La grandeur 7—;({) peut être appelée durée de vie instantanée; sa 
valeur est fonction de la concentration des porteurs de charge exce- 
dentaires. 

Dans le cas général on peut admettre que la variation de la con- 
centration est décrite par l'équation: 


On ___n—ng *, 
= nn: (64.36) 
où la durée de vie de relaxation est : 
n—n ôn = 
T=Ty(t) = — . LL — Sôn (64.37) 
FETE ot 


Dans le cas d’une recombinaison linéaire on doit avoir tj (!) = 7. 
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Si on connaît la relation ôn (t), le rapport de l’ordonnée à la 
tangente en un point donné de la courbe détermine la durée de vie 
instantanée. Si la recombinaison est linéaire, t; est égal à la tan- 
gente en un point donné de la courbe semilogarithmique {In ôn (ft), t}. 

Etudions maintenant l'équation de continuité dans le cas où 
un semiconducteur homogène est le siège d’une génération de por- 
teurs de charge sous l’action d’une excitation extérieure. En l’ab- 
sence de tout courant de circulation G = gg — re et 


on 
7 =G—R. (64.38) 
Posons que G soit indépendant du temps. A l'état stationnaire 
on a alors: 
G = R. (64.39) 
Lorsque la recombinaison est linéaire, R _.- et 
Cd (64.40) 
TJ 
ou encore 
Ônstat = GrT;. (64.41) 
La grandeur 
T/ = Sasat = Titat (64.42) 


est appelée durée de vie stationnaire des porteurs de charge excédentaires ; 
elle est égale au rapport de la valeur stationnaire de la concentration 
excédentaire Ônstat à La vitesse de génération G. 

Pour la recombinaison quadratique 


5 G 

G=Y(ônstat)*;  Onstat — V r (64.43) 

et 
— 
stat — Drsut  }) Z- (64.44) 
Si le processus n'est pas stationnaire, on a 
on 
et 
on , 
R=G——-. (64.46) 


nn ‘pe . 
® on peut définir dans le cas 


En mettant R sous la forme R — 
général la durée de vie instantanée par l'expression : 


710 nent (64.47) 
TT 
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Lorsque = = (0, l'expression (64.47) permet de définir la durée de 


vie stationnaire et lorsque G = 0, celle de relaxation. 
Dans le cas où 7t; est constante, l'équation (64.45) peut être 
résolue ; écrivons en effet : 


din) _G_ 110 _ Gwy—(r—r0) (64.48) 
dt Tf Tj | 
ou bien 
d (n— no) _ _dt 
(n—no)— Gt Ts” 


En intégrant (64.48), avec ôn (0) = 0, il vient: 
| 
(n—n)—GTt;=Ce 1; C=—Grt;; 


Î 
ôn(t)—=Gt;(1—e ‘“). (64.49) 
Si à l'instant { © t; on supprime l'excitation exterieure, il vient: 
t t 
ôn(t)=ôn(0)e ‘? =Gre . (64.50) 
La fig. 95 représente la relation ôn ({) pour un semiconducteur sou- 
mis à une excitation périodique G par des impulsions lumineuses 


ôn 6 


N'AVANANAR 


Fig. 95. Variation dans le temps de la concentration excédentaire ôn créée par 
impulsions lumineuses rectangulaires 


la durée d'’éclairement et de non-éclairement T étant beaucoup 
plus grande que t;. 

Dans le cas d’une recombinaison quadratique, l'équation de 
continuité s'écrit : 


ôn dôn 2 
x = x —=G—Y(ôn). (64.51) 
En séparant les variables 
d(n— no) _ 
Ty nf = dt, (64.52) 
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il vient 
_ d(n—n0) 
(+ cc. (64.53) 


Pour calculer cette intégrale on procède de la manière suivante: 
après avoir calculé les racines du dénominateur: 


TT 
G—y(ôn)" = 0; ôn,2= +} += + Ôns, (64.54) 


on décompose l'expression figurant sous le signe intégrale en fac- 
teurs : 


ER == rs) _ 
G—y(ôn)  (ôn1—Ôn) (On; +-ôn)Y Y \ Ony—On  Ony+ On }/ 
1 Ôôn(A--B)-;-ôn (A—B) 


TT On dm Enr) sb 
et on en tire: 
1 41.,/% 
Compte tenu de (64.55) et (64. 56) l'intégrale de (64.53) est: 
_. | Ôn - -ôn se = 
= 5 VG: In Sn 0 C. (64.57) 
La condition initiale ôn (0) — O impose que C — 0, soit: 
Ôns--ôn —- Ôn ; 
Re = et V6 (64.58) 
et finalement 
2VGY1 
…. e —1 _ G ‘ 
Ôn (t) = Ôn, ————— Vs V< th V Gyt. (64.59) 


Donc dans le cas d’une recombinaison quadratique le taux de croissance 
de la concentration des porteurs de charge excédentaires est décrit par 


une tangente hyperbolique. Lorsque. t TE on a 
ôn (t) y SVGrt-ct (64.60) 
et lorsque t{ © TE on obtient 
ôn (1) = W < Snstet. (64.61) 


Si on supprime l'excitation lorsque l’état stationnaire a déjà été 
atteint, la décroissance de la concentration excédentaire s'effectue 
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suivant la loi hyperbolique: 


G 
ôn (0) KE | 
Ôn (t) = — = ———. 64.62 
@) 1: VGyt 1+ VGyt ) 
Plus la valeur de y est petite, plus La croissance de la concentration 


excédentaire sera rapide et plus la décroissance après suppression 
de l'excitation sera faible. 


Résumé du $ 64 


1. Tout état qui n’est pas l'état d'équilibre thermodynamique 
est un état hors d'équilibre et les porteurs de charge correspondants 
sont dits excédentaires. L'instauration d’un état hors d'équilibre 
peut être due à une redistribution des particules dans la zone de 
Brillouin, leur concentration totale restant constante. Un tel état 
s’observe, par exemple, lorsqu'on fait passer un courant électrique 
à travers un semiconducteur homogène. Un autre type d'états hors 
d'équilibre s'’observe lorsqu'on fait varier la concentration des 
particules par une excitation extérieure ou par l'action de facteurs 
internes appropriés. La concentration des particules (électrons et 
trous) ne correspond alors plus à la concentration d'équilibre et la 
différence s'appelle concentration excédentaire 


nr, —nQ(r) = ôn (r, ?). (64.1r) 


En physique des semiconducteurs et des dispositifs à semiconduc- 
teurs, on envisage en général les états hors d'équilibre correspondant 
au cas où Ôn (r, {) Æ 0. Dans le premier cas le retour à l'état d’équi- 
libre s'effectue en un temps caractéristique + que l’on appelle temps 
de relaxation et que nous avons déjà utilisé dans l'étude des effets 
cinétiques. Dans le second cas la grandeur caractérisant le retour 
à l'équilibre est désignée sous le nom de durée de vie t; (bien sou- 
vent on désigne la durée de vie des porteurs par + tout court, sans 
que cela prête à confusion). Le sens de la notion « durée de vie» 
dépend des conditions dans lesquelles se trouve le semiconducteur. 

2. Pour décrire les états hors d'équilibre on utilise la forme sui- 
vante de l'équation de continuité : 


= — divL+ gite", (64.2r) 


où #2 (r,t) est la concentration des particules, =, la densité du 
flux de ces particules, gr et gg, les taux de génération des particules 
et ri et re, ceux de leur recombinaison. La génération et la recombi- 
naison des porteurs s'effectuent sous l'influence de facteurs inté- 
rieurs (gr, r1) ou extérieurs (gg, rx). Au lieu des quatre grandeurs 
rt» Si) l'E, LE ON peut n'en utiliser que deux: R et G, définies par 
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les égalités : 
R — T1 — ZI; G — £E — TE. (64.3r) 


R porte le nom de taux de recombinaison et G celui de taux de 
génération. L'équation de continuité s'écrit alors: 


= _divi+G—R. (64.4r) 
ot e 

3. On appelle durée de vie instantanée 7; une grandeur égale au 
rapport de la concentration excédentaire au taux de recombinaison, 
le courant étant nul: 


3n _R on , 
<. =R=G——, (64.5r) 
que l’on écrit encore: 
nn n—n 
Er 


4. A l'état stationnaire 2 — 0 et nr —n, — ônsta la durée 


de vie stationnaire est : 
get et Ônstat = Grstat. (64.7r) 


5. On dit que la recombinaison est linéaire lorsque le taux de 
recombinaison R est proportionnel à la concentration des porteurs 


de charge excédentaire (du même signe): R =+. Lorsque Tt; — 
= const, on à 


ô ô 
ee, CO (64.8r) 


Pour G — 0 (pas de génération) on doit avoir: 
t 
ôn(t)=ôn(0)e ‘. (64.9r) 


Pour G 0 et ôn (0) — 0, la concentration des porteurs de charge 
excédentaire tend à la saturation: 


4 
ôn (t}—Gr;(1—e ). (64.10r) 


6. La reccmnbinaison est quadratique lorsque R — y (np — 
— n9Po). La décroissance de la concentration excédentaire s'effec- 
tue alors selon une loi hyperbolique et sa croissance selon une tan- 
gente hyperbolique (équations (64.62) et (64.59)). 
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S 65. Les mécanismes de recombinaison. 
La recombinaison linéaire 


Un état hors d'équilibre des porteurs de charge peut être carac- 
térisé par une certaine fonction de distribution f (r, k, t) dont une 
expression analytique a été établie au chapitre IV pour le cas où 
l'écart à l’état d'équilibre était dû à l'application de champs exte- 
rieurs E et B, à un gradient du potentiel chimique (énergie de Fermi) 
ou' à un gradient de température. La partie de la fonction de distri- 
bution correspondant à l'état hors d'équilibre, soit f®, caractérise 
la redistribution des particules parmi les différents états de la zone 
de Brillouin, le nombre total de particules restant constant. Les 
états hors d'équilibre du second type correspondant au cas où le 
nombre de particules varie doivent être décrits par une autre modi- 
fication de la fonction de distribution. On admettra que ces états 
hors d'équilibre peuvent être décrits par la fonction de Fermi-Dirac, 
les paramètres y figurant étant toutefois différents de ceux de l'état 
d'équilibre. 

Les systèmes pour lesquels la probabilité de trouver les particules 
dans les niveaux supérieurs est plus grande que celle dans des niveaux 
inférieurs sont appelés systèmes à population inversée. Pour pouvoir 
décrire adéquatement ces systèmes on doit considérer la température 
comme une grandeur négative. Les systèmes qui se caractérisent 
par des températures négatives sont utilisés pour réaliser des géné- 
rateurs et des amplificateurs quantiques. 

Pour des systèmes hors d'équilibre dont la distribution des particu- 
les par états est normale, on utilise la fonction de Fermi-Dirac (ou la 
Jonction de Boltzmann) mais on y remplace l'énergie de Fermi F par 
une grandeur F* appelée quasi-niveau de Fermi. On peut définir le 
quasi-niveau de Fermi comme une grandeur qui caractérise une 
distribution normale des particules par états dans les systèmes 
comportant une concentration excédentaire de porteurs de charge. 
On détermine la valeur de F* exactement comme on l'a fait pour 
le niveau de Fermi, c'est-à-dire par un procédé de normalisation 
de la fonction: 


F*—E, 


ne PE En, PE. (65.1) 
2N> F* E,—F* = 
P = = D; (n°), n° = kT (65.2) 


Pour un semiconducteur non dégénéré on peut écrire 
_Fe=F3 _ PT 
n=Ne ÀT ; p=N,e "T (65.3) 
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et | 
AE np Fi-E; 
np=N,.N,e KT ce ÀT =mie AT. (65.4) 


L'expression (65.4) montre que dans un système hors d'équilibre 
les quasi-niveaux de Fermi sont différents pour les électrons et les 
trous. Plus les quasi-niveaux des électrons et des trous sont différents, 
plus le produit des concentrations hors d'équilibre diffère du produit 
des concentrations d'équilibre. 

Avant de montrer comment l’utilisation du quasi-niveau de 
Fermi permet d'arriver à une description adéquate des processus de 
recombinaison dans les systèmes hors d’équilibre, il est utile de 
décrire qualitativement les différents mécanismes de recombinaison. 

D'après le mode de transfert de l'énergie des particules qui se 
recombinent on distingue trois principaux mécanismes de recombi- 
naison. 

1. La recombinaison est dite radiative ou avec émission de pho- 
tons, si l'énergie des particules qui se recombinent est émise sous 
forme d'énergie de photons. 

2. Si l'énergie des particules est transférée au réseau (donc aux 
phonons) on a affaire à un processus de recombinaison phonique, 
qui est non radiatif. 

3. Au type de la recombinaison non radialive appartient la 
recombinaison par effet Auger où l'énergie libérée par la recombi- 
naison de deux particules est transférée à une troisième particule 
qui devient alors une particule « chaude». Cette particule « chaude» 
cède son énergie supplémentaire au réseau au cours d’une série de 
collisions. 

En plus de ces trois mécanismes l'énergie de recombinaison des 
particules peut être transférée au gaz électronique (recombinaison 
plasmique). Dans le cas où un électron et un trou forment d'abord 
un exciton, la recombinaison est dite excitonique. 

L'évolution des processus de recombinaison radiative, phonique 
ou par effet Auger dépend du mécanisme de transition d'un électron 
de la bande de conduction à la bande de valence. 

Si l’électron et le trou recombinent par rencontre directe on dira 
que la recombinaison est intrinsèque ou interbande. La recombinaison 
intrinsèque se manifeste principalement dans les matériaux à faible 
largeur de bande interdite, non supérieure à 0,2 à 0,3 eV. 

Lorsque la largeur de la bande interdite est supérieure à 0,5 eV, 
la recombinaison s'effectue par l'intermédiaire des niveaux localisés 
dans la bande interdite. Ces niveaux particuliers sont couramment 
appelés des niveaur-pièges de recombinaison. Considérons, par exem- 
ple, un semiconducteur qui a les défauts dont les niveaux d'énergie 
sont situes dans la bande interdite ; désignons par W! leur concentra- 
tion et supposons que le niveau E; ne soit pas occupé par un électron 
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(c'est-à-dire qu'il l’est par un trou). Dans ces conditions les diffé- 
rents processus possibles sont schématiquement représentés fig. 96. 
Ce sont notamment : 
a) un défaut électriquement neutre capte un électron libre; 
b) un défaut portant une charge négative cède son électron à la 
bande de conduction. L'électron libre après avoir séjourné pendant 
quelque temps sur le niveau du défaut redevient donc libre. Un 


Ëy 


a b&) ©) d à 


Fig. 96. Schéma des transitions d'électrons et de trous lors d'une interaction 
de niveaux-pièges ou de centres de recombinaison avec les bandes d'énergie 


défaut de niveau énergétique £+: qui d’abord capte des électrons li- 
bres, puis les relâche est appelé niveau-piège d'électrons ; 

c) un défaut électriquement neutre capte un trou libre (ou, ce 
qui revient au même, cède un électron à la bande de valence); 

d) un défaut porteur d'une charge positive capte un électron 
de la bande de valence ; les défauts de ce type sont appelés nireaux- 
pièges de trous; 

e) un défaut porteur d'une charge négative capte d'abord un 
électron de la bande de conduction, puis il capte un trou libre, 
c'est-à-dire cède l’électron initialement capté à la bande de valence ; 
il se produit donc un processus de recombinaison électron-trou ; 

f) un défaut devient d’abord porteur d’une charge positive en 
captant un trou libre, puis captant un électron libre il devient 
électriquement neutre. Une recombinaison entre électron et trou 
libres a donc lieu. 

La capture des porteurs de charge n'exerce aucun effet sur la 
durée de vie stationnaire, mais modifie la valeur de la durée de vie 
instantanée. La libération d'un porteur de charge capté par un piège 
peut être due soit à une excitation thermique, soit à une injection 
lumineuse. 

Lorsqu'un défaut électriquement neutre a caplé un porteur de 
charge, la probabilité de ce qu'il en captera un second doit être 
déjà plus grande du fait de l'attraction coulombienne qu'exerce le 
centre de recombinaison chargé sur un porteur de signe opposé. 

Ainsi, les défauts d'énergie E; peuvent se comporter comme des 
pièges d'électrons et de trous. Les atomes donneurs et accepteurs 
peuvent se comporter comme des niveaux-pièges. La propriété la 
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plus remarquable des niveaux-pièges est qu'ils ne sont actifs que 
vis-à-vis de l’une des bandes — celle de conduction ou celle de 
valence. Cependant pour qu'un défaut du semiconducteur provoque 
la recombinaison d’une paire électron-trou libres il doit être égale- 
ment actif vis-à-vis des deux bandes. 

Passons maintenant à l'étude des processus de recombinaison 
s'effectuant sur des niveaux-pièges d'énergie E; et de concentration 
N,. Puisque le semiconducteur se trouve dans un état hors d’'équi- 
libre, la distribution par états des électrons et des trous dans leurs 
bandes respectives et sur les niveaux localisés d'énergie E; dans la 
bande interdite est décrite par les quasi-niveaux de Fermi F?, F3 
et F?. Désignons par fset fep = 1 — f, la fonction de distribution 
des électrons et des trous sur le niveau E, du défaut considéré. 

Admettons qu'il existe des probabilités de capture par unité de 
temps d'un électron libre par un défaut électriquement neutre et d'un 
trou libre par un défaut portant une charge négatire; désignons-les 
par c, (E) et c) (E). 

Dans tout intervalle d'énergie dE se trouvent 2N (E) dE états 
renfermant dn, — 2N (E) fdE électrons. Dans l'unité de temps des 
pièges de recombinaison pourront capter 


drr = Cn (E) 2N (E) fdENifip (65.5) 
électrons. Dans le même laps de temps un nombre d'électrons égal à 
dgn = ln (E) 2N (E) fhdEN if (65.6) 


passeront dans la bande de conduction. Nous avons designe par 
ln (E) la probabilité de transition d’un électron d’un niveau-piège 
sur un niveau vide Æ de la bande de conduction. Il est évident qu'il 
doit exister une relation entre c, (E) et !, (E) que l’on peut détermi- 
ner à l’aide de la condition de l'équilibre thermodynamique. À l’état 
d'équilibre thermodynamique on a: 


dr, = dgn. (65.7) 
En portant (65.5) et (65.6) dans (65.7) et en simplifiant on trouve: 
| Ca (E) f fip = lp (E) fnfts (65.8) 

on en tire: 
HS RUE (65.9) 


Or, puisque 


fep=1— fe — = je TT (65.10) 
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et 
E-Fs 
p=feÀT, (65.141) 
on obtient 
LA (E) _E-F® E,-F£ E-E, 
PR E) = RT .e ÀT —e ÀT, (65.12) 
étant donné qu’à l’état d'équilibre thermodynamique on doit avoir: 
Fi=Fi=F5=F, (65.13) 


Lorsqu'on se trouve hors d'équilibre, dg, + dr, et donc: 
dRh = drn — dgn = cn (E) 2N (E) j dENifip — 
— l, (E)2N (E)f, dENif: = 


| lh(E) Î 
= Cn (E) 2N (E)SESNifi» H-2n +] 
Fi-FA 
ce, (E)2N (8) dEfNify 1e F7 ]. 


En intégrant dR, par rapport à l'énergie, il vient: 


(65.14) 


Fi-Fhn "o 
R= Note 7 2 (NE, (DaE= 


Ee 


Fi-FX- 
—|1—e ÀT TAN (65.15) 


Transformons l'expression de R, de la manière suivante ; en adop- 
tant la notation: 


Ni (en) = Cn = (65.16) 


On 
le deuxième terme de (65.15) devient (en omettant C,): 


=F$-FY -E,+Fh+Ff-Fn+E-Fi 
ne M fip=Ne TT _f= 
E.-E, 
=Ne ÀT fi=nifs, (65.17) 


où 7, est une grandeur numériquement égale à la concentration des 
électrons lorsque le quasi-niveau de Fermi F, se confond avec le 
niveau-piège Æ;. Ce dernier résultat permet d'écrire le taux de 
recombinaison des électrons R, sous la forme suivante: 


R, = Canfip — Conf. (65.18) 
32—0898 
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Calculons le taux de variation de la concentration des trous. Suppo- 
sons qu’il existe une probabilité c, (E) de ce que le niveau-piège capte 
un trou et une probabilité l, (E) de ce que le niveau-piège émette un 
trou. En procédant comme ci-dessus, on trouve que le taux de recom- 
binaison des trous est : 


R, = Cppft — CpPiftp's = = Tpo (65.19) 
avec 
E;-Eo 
pi= Ne FT e (65.20) 


Les taux de capture des trous et des électrons par des centres de recombi- 
naison sont égaux : 


Rh — Re (65.21) 
On peut en déduire la fonction f;, donc la position du niveau Fi: 
ChPft jé CpPiftp — Canfip —Crnife (65.22) 
ou bien 
(C,p + Cr) ft — (Cnr + CP) (1 de ft). (65.23) 
On en tire 
LCnn + Chpt 
ONCE TENTE 77) Peel 
et 
_ . Cani + ChP 
Re Enr e, G - ee 
Reportant f et fn dans (65.18), il vient : 
R_— Can (Cars + CpP) — Cnns (Can + CppPi) … 
É Cn(n+ns)+Cp(p+P1) = 
E CnCp (np — n1p4) . 
 Cantn+rs)+Cp(p+pi) 00-28) 
Or, on doit avoir d’après (65.4) 
Fa—Fs 
np=nie AT , (65.27) 
et d’après (65.17) et (65.20) on a: 
_E.-E; E,-E, 
niPi = Ne RT Ne RT = ni, (65.28) 
et donc 
Le] 
CnCp(np—n? CnCpni le ÀT —14 
R DU re (65.29) 


RO Cni+n)+Cp@+PD CnLn)+Cp(P+EP) | 
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On peut déterminer les durées de vie des électrons Tt, et des trous 
T» à l’aide de (64.6r): 


n—nñng _ Ôn Ôn [Cn (n + n1) + Cp (P+ p4)] 


Th = 1} ep = Re 7  CrChlnp- Inp—n?] 9 (65.30) 
TP = (65.31) 


Puisque R, = R,, on a ôn — ôp et t, — t, = T;, tj étant la durée 
de vie d’une paire électron-trou. 
En posant nr — n, + Ôn et p — p, + Ôôp on obtient 


RP — RoPo = RoPo + ÔRPos + ÔPho + ÔRÔP — RoPo = 


— Ôn (no + Po + Ôn) (65.32) 
et 


: protrtôn |. PotPitôp (65.33) 


n — Tpo; no+ Pot Ôn + Tno no + Po + ÔP 


Examinons de plus près l'expression de la durée de vie d’une 
paire électron-trou (65.33). La durée de vie des porteurs de charge 
excédentaires est définie par la somme de deux termes, qui dépen- 
dent des durées de capture par un défaut des porteurs de charge 
libres, soit Tpo et Tno respectivement. La durée de vie est fonction 
non seulement de la probabilité de capture, qui dépend de la nature 
des centres de recombinaison et de leur concentration N,, mais égale- 
ment de la concentration de porteurs de charge excédentaires ôn et ôp. 
La position du niveau-piège E; s'exprime par les grandeurs n, et p:. 
Les concentrations des donneurs et des accepteurs entrent dans l'ex- 
pression de la durée de vie par l'intermédiaire des concentrations d'équi- 
libre n, et p, des porteurs de charge. 

La durée de vie des porteurs de charge excédentaires donc des 
facteurs suivants: 

1) la nature et la concentration des centres de recombinaison 
(qui se manifestent par les valeurs de t,0 et Tao); 

2) la concentration de l’impureté de dopage (qui est déterminé 
par les valeurs #7, et Po); 

3) la position du niveau-piège Æ: (qui est détermineé par les 
valeurs de #7, et de p,); 

4) les concentrations des porteurs de charge excédentaires (ôn 
et Ôp); 

5) la température (dont dépendent les valeurs de n,, ro, P1, Po 
et probablement to et Tpo)- 

La fig. 97 représente la position du niveau-piège ÆE; dans 1la 
bande interdite. Pour fixer les idées, posons qu'il se situe entre le 
milieu de la bande interdite Æ, et le bas de la bande de conduction 
E.; dans ce cas on doit avoir mn >n; > p. 


32% 
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La bande interdite peut être, tout conventionnellement d'ail- 
leurs, subdivisée en quatre régions. 


nt 
1 7 ZT | 


Éy 2Éir£e £ Ee : 


Fig. 97. Relation entre 1n + et la position du niveau de Fermi dans la bande 
interdite 


Considérons d’abord le cas où La concentration excédentaire des 
porteurs de charge est petite vis-à-vis de la concentration d'équilibre: 
ôn = Ôp & (Po lo)- (65.34) 


L expression de la durée de vie d une paire électron-trou s’écrira 
alors : 


T=T» ns +Tno PERL. (65.35) 


Voyons comment t dépend de la concentration d'équilibre n,, 
Por qui détermine Ja position du niveau de Fermi F. 
1. Le niveau de Fermi se situe dans la région I définie par: 


EE, <F<2E;—E; = Es + Ee— Ei, (65.36) 


le semiconducteur est de type p: po > no; d'autre part, on a 


Po > Pi €t Po © lu: 
L'expression de t (65.35) se réduit alors à: 


T=Tp0 RE + To PERS D Tnge (65.37) 


La durée de vie d'une paire électron-trou excédentaires ne dépend 
que de la durée de capture +, des électrons, qui dans un semiconducteur 
de type p sont les porteurs de charge minoritaires. Dès qu'un porteur 
de charge minoritaire est capté par un centre de recombinaison, 
se trouve simultanément capté un des porteurs de charge majori- 
taires, dont la concentration est grande. 

:2. Le niveau de Fermi se situe dans la région IV définie par: 


Er <F<E:; no Ÿ M © Pi D Po (65.38) 


En simplifiant l'expression (65.35), on obtient de la même façon 


que dans le premier cas: 
T © Tpgs (65.37°) 


$ 65] LES M£CANISMES DE RECOMBINAISON 501 


Ainsi, la durée de vie des porteurs de charge excédentaires ne 
dépend que de la nature des centres de recombinaison et est indé- 
pendante de la concentration des porteurs de charge majoritaires 
et minoritaires. 

3. Le niveau de Fermi se situe dans la région II définie par 


E,—E; <F<E;, 


donc c’est un semiconducteur de type p, faiblement dopé. Plus F 
est voisin de E;, plus les concentrations nr, et p, sont proches de 
concentrations intrinsèques. En tenant compte de ce que les con- 
centrations figurant dans (65.33) décroissent dans l'ordre: nr, © 


© Po D Pi D Ro D Pa, on obtient 
TR Tao + Tpo DE + 5 (65.39) 


Pour, F = E;, on a dans le cas d’un semiconducteur intrinsèque 
£ 


Donc, lorsque le niveau de Fermi F se déplace du bord gauche au 
bord droit de la région ÎT, la durée de vie t croît depuis Tho + Tpo 
: ,s n{ 
jusqu'à Tpoët D Tro + Tpos 
4. Le niveau de Fermi se situe dans la région III définie par: 
Er <F<E en D no Di ÿ Po D Pi: 


Dans ce cas l’expression (65.35) donne: 


TA Tao + Tpo +. (65.40) 


no 
Lorsque le niveau de Fermi F se déplace de E, jusqu'à 'E;, + varie 
n e «= «= Cd »« # e 
de To = jusqu'à t Æ T?09 au moment où F pénètre dans la région IV. 


On a représenté fig. 97 la relation In + In — qui montre que 


la durée de vie atteint sa valeur maximale dans un semiconducteur 
intrinsèque, et dans un semiconducteur fortement dopé elle est égale 
à la durée de capture d'un porteur de charge minoritaire. 

Dans le cas où le niveau E; se situe au-dessous de E; la dépen- 
dance de la durée de vie de nr, et p, ne se modifie pas, à la différence 
près que dans les régions II et III la durée de vie dépend des valeurs 


de t,921! ou de To. Plus la position de £; se trouve rapprochée 


de celle de £Æ;, plus l'intervalle des concentrations de plus grande 
durée de vie sera étroit. Si la répartition de l’impureté n'est pas 
uniforme, la durée de vie sera plus petite là où la concentration 
est plus grande (à condition que la répartition des centres de recom- 
binaison est uniforme) et atteindra sa valeur maximale à la jonction 


p-n. 


502 LES EFFETS DE TRANSPORT DANS LES SEMICONDUCTEURS [CH. VI 


Considérons maintenant le cas où l’écart de la concentration 
des porteurs à celle d'équilibre est important (taux d'injection élevé) : 
n >; P > Po- 

emanions l'expression de t de manière à mettre en facteur 
la durée de vie correspondant à un faible taux d'injection des por- 
teurs (tT — 7t,): 


no + 1 + Ôn ER Po+P1+ôp 


FTP no po + on és _ 
no+- A; Po+ Pi 
: Tp0 no— Po -Tno n 0 po + (Po + Tn0) — n Le =. 1 —Laôn (65 41) 
où 14 ôn 0 4 bôn ? 
no + Po 
où on a utilisé les notations suivantes: 
_ no + n4 _Po-r Ps, 
To PO RE po Tao Po no-| Po ? (042) 


Tp0 + Tau b— 4 
7 Tp0(n0+ 741) + To (Po Pi) _ Ro+ Po 
Les grandeurs a et b sont positives. Désignons la durée de vie 


correspondant à Ôn —+ oo par Tt.. L'expression (65.42) devient 
alors : 


(65.43) 


a 


Too == Top: (65.44) 
Considérons le rapport 
a (Tp0 + Tno) (n0 + Po) 6 
EE  —— 5.45 
D Tpo(f0+ 11) +Tno (Po + P1) ” À ) 
que l’on peut écrire encore 
D PO op 0 Pépin (Se 6 
a Tp0+Tn0 0-+ PO Tpo—-Tno Po+ 0 ne 0 (69-40) 
avec 
Too = Tp0 + Tnge (65.47) 


Puisque To peut être ou plus grand ou plus petit que (Tr + Tno) 
le rapport — F peut être plus grand ou plus petit que l'unité. Donc, 


+ peut être lus grand ou plus petit que t, selon la position du 
niveau de Fermi par rapport à Æ;. Lorsque a >> b, la durée de vie + 
croît à mesure que croît le taux d'injection des porteurs de charge 
excédentaires, et décroît lorsque a < b. 

La théorie de la recombinaison des porteurs de Shockley-Read 
que nous venons d'analyser correspond au modèle le plus simple que 
l'on puisse imaginer, valable tant que la concentration des niveau x- 
pièges V, est petite. Dans les semiconducteurs que l’on utilise 
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dans la pratique la nature des centres de recombinaison peut être 
quelconque et de ce fait l'allure des variations des durées de vie 
devient notablement plus compliquée. Dans le germanium et le 
silicium la durée de vie des porteurs dépend fortement de la présence 
d'impuretés telles que le nickel, le manganèse, l'or; la présence 
des dislocations y joue également un rôle important. 

La durée de vie des porteurs de charge du germanium et du sili- 
cium peut varier selon leur teneur en impuretés depuis quelques 
millisecondes jusqu’à des fractions de microseconde. Dans les autres 
semiconducteurs la durée de vie est comprise entre quelques secondes 
et 10-16 s et même moins encore. 

Dans un semiconducteur extrinsèque la durée de vie d'une paire 
électron-trou représente en fait la durée de capture d’un porteur 
de charge minoritaire, par exemple dans un semiconducteur de type 
n la durée de vie +; est déterminée par la durée de capture des trous 
To. Or, selon (65.16), la durée de capture peut s'exprimer en fonc- 
tion de la concentration #V, des centres de recombinaison : 


: | (65.48) 


Mere (cp) Nt # 


Si on introduit à la place de la probabilité de capture par unité 
de temps et par unité de volume d'un porteur de charge par un 
centre de recombinaison la probabilité de capture d’un porteur 
appartenant à un flux unité de particules, on peut en déduire la 
section efficace de capture. En faisant varier la nature et la con- 
centration des niveaux-pièges on fera varier la durée de capture des 
porteurs minoritaires excédentaires et par là mème la durée de vie 
d’une paire électron-trou. On a rassemblé dans le tableau 20 les 
données numériques caractérisant quelques impuretés jouant dans 
le germanium et le silicium le rôle de centres de recombinaison. 

La position du niveau d'énergie E; est indiquée avec le signe 
plus chaque fois que son origine est confondue avec le bord de la 
bande de valence E, et avec le signe moins si l’origine se trouve sur 
le bord de la bande de conduction Æ,. A titre de comparaison on 
indique la valeur de la nrobabilité de capture des électrons par les 
atomes de gallium. 


Résumé du $ 65 
1. Tout défaut susceptible de capter, puis de libérer des porteurs 
de charge est désigné sous le nom de niveau-piège. 
2. Tout défaut susceptible de capter successivement un électron 
puis un trou, ce qui donne lieu à leur recombinaison, porte le nom 
de centre de recombinaison. 


3. La théorie de la recombinaison des électrons et des trous sur 
des centres de recombinaison fournit l’expression suivante de la 
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Tableau 20 


Germanium Silicium 
Impuretés E,,ev [<c,>:109, kce,»-109, | pev |<e,>-109,1ec,>- 108, 
cm3i.s cm3-.s cms:.s8 cm3-.s 
Cuivre +0,31 | — | 0,25 | +0,24 | _ | — 
Argent +0,13 = 1,5 = = = 
2,9 


Gallium | +0.0108 — | 2-10-—° | +0,05 | — | 103 


Nickel +0,23 — 2,9 — — — 
—0,30 200 7,9 

Lacunes (sites va- 

cants) +0,36 7 == = _—_ ue 


Atomes intersti- 


tiels +0,42 | 0,14 _ = _ _ 


durée de vie d’une paire électron-trou t & tj: 


no + n4 + ôn Pot Pi + ôp 
VE ho mo Por On + 0 Ro Po OP és 
Cette expression caractérise la dépendance de cette durée de vie 


des facteurs suivants: | | 
a) de la concentration des porteurs de charge excédentaires 


ôr — ôp (donc du taux d'injection) ; 
b) de la concentration d'équilibre des porteurs de charge #o 


et Po; Le 
c) de la position du niveau-piège Æ, (par l'intermédiaire des 


valeurs de », et Pi); 
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d) de la concentration À, des défauts et des probabilités de 
capture (c,) et (c,) qui déterminent les durées de capture t,, et 
Tpo- 

4. Lorsque le taux d'injection des porteurs dans un semicon- 
ducteur extrinsèque est faible, la durée de vie d'une paire électron- 
trou est déterminée par la durée de capture des porteurs de charge 
minoritaires. À mesure que le niveau de Fermi se déplace vers le 
milieu de la bande interdite la durée de vie de la paire augmente. 

5. Pour décrire les états hors d'équilibre on peut utiliser la 
fonction de Fermi-Dirac à condition d'adapter convenablement les 
paramètres qui y figurent. Lorsque les niveaux supérieurs sont plus 
fortement peuplés que les niveaux inférieurs, on doit considérer la 
température comme une grandeur négative: T << 0. Les systèmes 
de ce type sont appelés systèmes à population inversée ou encore 
systèmes à température négative: ces systèmes sont utilisés pour 
réaliser des générateurs et des amplificateurs quantiques (lasers). 

Lorsque la distribution des particules excédentaires par niveaux 
d'énergie est normale, le système peut être caractérisé par un quasi- 
niveau de Fermi F* que l’on définit en normant à la concentration 
excédentaire x la fonction de distribution non équilibrée: 


29e (D, (ES). (65.2r) 
2 


Fo 


Pour un semiconducteur non dégénéré la position du quasi- 
niveau de Fermi peut être calculée à l’aide des équations suivantes: 
pour les électrons 


Ec-F# 
n=Ne MT ; Fi=E+kTin—-, (65.3r) 
pour les trous 
_Fp=E, 
p=Nse FT; Fi=E,-kTin--. (65.4r) 
Le) 


La distance séparant les quasi-niveaux de Fermi correspondant aux 
électrons et aux trous dépend du taux d’injection: 


Ds - kTfne (65.5r) 


Fi Fs=kT ln 


Pour un semiconducteur dégénéré la relation entre la position du 
quasi-niveau de Fermi et la concentration excédentaire se déduit 


de l'expression suivante: 


D; (E*) = = E*S/2, 
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$ 66. Diffusion et dérive des porteurs de charge excédentaires 


Lorsqu'on fait apparaître dans un semiconducteur des porteurs 
de charge excédentaires, on y observe toute une gamme de proces- 
sus physiques nouveaux. Ceux-ci peuvent être décrits à l’aide de 
l'équation de Boltzmann généralisée ou encore à l’aide de l’équa- 
tion de continuité qui en découle: 

= dividGh (66.1) 
ot e 

Considérons un état stationnaire en l'absence de la génération 

de porteurs de charge due à une excitation extérieure, on pose donc 


— = 0, et G —0. L'équation (66.1) prend alors la forme: 
= divi+R=0. (66.2) 


Il ressort de cette équation que lorsque R - 0, la concentration 
excédentaire est maintenue grâce au passage d’un courant j. Autre- 
ment dit, {oute diminution de la concentration des porteurs de charge 
excédentaires résultant d'une recombinaison est compensée par la diver- 
gence du courant électrique. 

Pour calculer la densité de courant j on utilise l'expression 
générale (38.1r) en admettant que l’on peut exprimer les coefficients 
cinétiques par la concentration excédentaire r et par un temps de 
relaxation moyen des porteurs de charge excédentaires. En admet- 
tant que le semiconducteur n’est soumis à aucun champ magnétique 
(B — 0) et qu'il se trouve dans des conditions isothermiques 
(VIT = 0), alors d'équation (38.1r) permet d'écrire: 


J=e Ki E—eK,VF*. (66.3) 


La présence du terme —eX,,VF* est imposée par le fait qu'il 
caractérise le courant déterminé par la non-homogénéité du semi- 
conducteur. Dans le cas considéré la non-homogénéité est causée 
par ce que la concentration des porteurs de charge excédentaires 
peut dépendre de la coordonnée. Reprenons l'équation (66.3) en 
y substituant D développée de X:,,: 


en YF =0E—nuVvr*. (66.4) 


j=e 
L'équation (69.3r) ns à un semiconducteur non dégénéré 
donne 

VERTE, (66.5) 


et alors 
j = OË — ATpaVn = je + ip, (66.6) 
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où je — 0E représente le courant chimique ou de dérive et jp est 
le courant de diffusion : 


jp = —kTpaVn. (66.7) 


Cette dernière dénomination provient de ce que jp apparaît à la 
suite de la diffusion des porteurs de charge dont la répartition au 
sein du semiconducteur n'est pas homogène. Le flux de particules 
doit être alors proportionnel au gradient de concentration et dirigé 
dans le sens des concentrations décroissantes. En multipliant le 
flux de particules par leur charge et en introduisant un facteur de 
proportionnalité D, on écrira: 


io — —eDVn. (66.8) 


La grandeur D est désignée sous le nom de coefficient de diffusion 
et a pour dimension [L?T-1], conformément à l'équation (66.8). 
En comparant (66.8) et (66.7) on établit aussitôt une relation entre 
le coefficient de diffusion et la mobilité des porteurs de charge: 


kT . 
=— li, (66.9) 


qui est valable aussi bien pour les électrons que pour les trous. 
L'expression (66.9) porte le nom de relation d'Einstein entre la mobi- 
lité et le coefficient de diffusion. Üne relation analogue peut être 
établie pour un semiconducteur dégénéré; il suffit pour cela de 
tenir compte de la relation existant entre x et F*: 


Vn 3 VF* 2 Vn 

nn pee Vo ms pt (66.10) 
d'où l'on tire: 

2 FF ; 

En portant l'expression de j (66.6) dans (66.2), il vient: 

2 div (GE —eDyn) +=" = 0, (66.12) 
soit 

nya div E + pa (En) — DY?n + © = 0. (56.13) 


L'expression (66.13) est également valable pour les électrons et 
les trous, puisque le terme champ électrique qui y figure ne dépend 
pas du signe des porteurs de charge. Comme le passage d’un courant 
est sans influence sur l'électroneutralité, l'équation de Poisson 
donne : 


div E = 0, (66.14) 
et l'équation (66.13) devient alors: 
° Ud 2 n—n0 a (, 
V'n— 5 (EVa) Te = (0. (66.15) 
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La concentration excédentaire est maintenue grâce à la circu- 
lation d’un courant électrique, Vn doit donc être colinéaire à E. 
Dans un cas unidimensionnel tel que E = (E, 0, 0), l'équation 
(66.15) résolue par rapport à la concentration excédentaire r — "” 
s'écrit : 


d°(n—np) LME d(n—no) n—ng 
D à (66.16) 
Introduisons les notations nouvelles : 
Dr = L?, (66.17) 
HAE __ HAËT __ lE 
"D = Dr — Le 0629) 
Avec ces nouvelles notations l'équation (66.16) prend la forme: 
dŒ(n—no) lp d(n—no) _n—n _ 
M pa (66.15) 


La solution d'une équation linéaire homogène pourrait être de la 
forme : 


nn = Ae%*. (66.20) 


Si nous portons (66.20) dans (66.19) on obtient, en simplifiant les 
termes en Ae**, l'équation caractéristique: 


a —t#t it 0 (66.21) 
qui a pour solution: 
ete (2 —E + 11 E 75) . (66.21 bis) 
Posons ! — —+ et récrivons (66.20) : 
n—n—A4e !. (66.22) 


Afin que la solution soit finie pour z — œ, on doit poser a 0 
ou L>0; À représente la concentration des porteurs excédentaires 
au point æ — 0: [nr — noll ,-0 — A. Si on pose a 0, on doit 
laisser subsister le signe moins devant le radical figurant dans 
(66.21) : 


(Vi. (66.23) 


Nous arrivons ainsi à la conclusion qu'à mesure que x croit la con- 
centration excédentaire diminue selon une loiexponentielle, dont l'allure 
est fixée par une grandeur l, que l’on appelle longueur d'entrainement ; 
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cette longueur représente la distance à laquelle la concentration excé- 
dentaire devient e fois plus petite. 

Considérons maintenant le cas où le champ électrique est nul 
E — 0;/£ est alors nul et 


= L=VYDr, (66.24) 


Puisqu’aucun champ électrique n'est appliqué au semiconducteur, 
celui-ci n’est le siège que d'un courant de diffusion: 


i = jp = —eDVn. (66.25) 


Comme la concentration excédentaire ne peut varier qu'à la suite 
de la diffusion des porteurs de charge excédentaires, la longueur 
l = L s'appelle‘ longueur de diffusion. Pour un système unidimen- 
sionnel, on a: 


nM{x)—no= ôn (x) =ôn (0)e L (66.26) 
et 
j=—eDvin= PE Le ôn=eôn. (66.27) 


Désignons par vp le rapport Lie 


FD Je Le (66.28) 


On appelle la grandeur vpn vitesse de diffusion qui est numériquement 
égale à la vitesse à laquelle les porteurs de charge excédentaires parcou- 
rent pendant leur durée de vie un chemin égal à la longueur de diffu- 
sion. La densité du courant de diffusion peut être exprimée en fonc- 
tion de la vitesse de diffusion: 


px = Evh(n—n)=jne Le (66.29) 


L'expression (66.29) montre que la densité du courant de dif- 
fusion décroît suivant la même loi que celle de la décroissance de 
la concentration excédentaire : cette dernière décroît du fait de la 
recombinaison des porteurs de charge excédentaires. Les expressions 
(66.24) à (66.29) sont évidemment valables non seulement tant 
que E = 0, pour E - 0, elles sont valables si le < 2L. 

Considérons maintenant le cas contraire, celui de champs élec- 
triques intenses, tels que: li ÿ$ 4L?. On peut écrire alors: 


LE 4e 4e op 2 | (66.30) 


La grandeur lg est numériquement égale au chemin que parcourent 
les particules excédentaires à la vitesse de dérive durant leur durée de 
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vie; aussi l’appelle-t-on longueur de dérive des porteurs de charge 
excédentaires. Il ressort de cette définition que le champ électrique E 
doit être considéré comme grand si la longueur de dérive est beau- 
coup plus grande que la longueur de diffusion. Cependant lorsqu'on 
cherche à déterminer la lopgueur d'entraînement , il est nécessaire 
de distinguer deux cas: celui où /£ >> 0 et celui où Lg << 0. 

Examinons le premier cas: {g >> 0; l’équation (66.23) permet 
d'écrire : 


1 eu ( Â -: 4L° lE _ 
D OL \2L Es En) 
LE 2L° 1 
= _— ue (4 2 
2L= (1 … LE + Rai 1) rupe (66.31) 


ce qui montre que ! = l&, donc la longueur d'entraînement est 
égale à la longueur de dérive: 


| A Le —= UqET — VaTt (Le > 0). (66.32) 


En tenant compte de (66.22) et de (66.32), on écrira pour la concen- 
tration exceédentaire Ôn (x) 


ôn(x)=én(0)e lE—ôn(0)e ME. (66.33) 


Le sens physique de cette expression devient clair de la discussion 
suivante. Si l’on crée à l'origine des coordonnées un excès de porteurs 
de charge ôn (0), du fait du courant qui apparaît sous l’action d’un 
champ électrique intense, l'excédent des porteurs de charge se 
trouve entraîné par le champ à une distance égale à (2 + 3) x. 
Si ôn (0) > 0, le volume du semiconducteur se trouve enrichi en 
porteurs de charge hors d'équilibre; cet effet est désigné sous le 
nom d'injection de porteurs de charge excédentaires. On observe en 
un point x > 0 une injection de trous issus du pointz = 0sS E > 0 
et une injection d'électrons si E << 0. Si la concentration de porteurs 
hors d'équilibre est négative, ôn (0) < 0, le volume du semiconduc- 
teur s’appauvrit en porteurs de charge et l'effet correspondant 
s'appelle l'effet d'extraction des porteurs de charge. 

Considérons le cas où lg << 0 (| | > 0). La longueur d'entrai- 
nement L définie par (66.23) est alors 


1 1 [æl2 el. , ‘LL . 
FT = lp = (66.34) 


Ceci montre qu’à mesure que le champ croît, la longueur d'entraîne- 
ment tend vers zéro. Si Ôn (0) => 0, la concentration des porteurs 
de charge excédentaires dans le volume du semiconducteur diminue 
en présence d'un champ appliqué et augmente si ôn (0) 0. On 
dira que dans le premier cas se produit une exclusion de porteurs 
de charge excédentaires et dans le second, une accumulation. 
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La fig. 98 représente la variation de p — p, en fonction de l’orien- 
tation du champ appliqué et de la valeur de ôp (0). Il est à noter 
que dans certaines publications on désigne sous le nom d'exclusion 
de porteurs de charge excédentaires l'effet que nous avons désigné 
ci-dessus extraction et vice versa. 

Dans nos considérations sur la variation de la concentration des 
porteurs de charge excédentaires, nous avons non seulement omis 
de préciser l'espèce des particules dont il s'agissait, mais encore en 


T 


Fig. 98. Allure de la distribution des trous excédentaires dans le cas de l'injec- 
tion, de l'exclusion, de l'extraction et de l’accumulaton 


posant div E = 0, nous avons implicitement admis que la varia- 
tion des concentrations des électrons et des trous excédentaires 
était identique. Pour démontrer le bien-fondé de ces affirmations, 
considérons un semiconducteur au sein duquel on aurait réussi 
à créer par un certain procédé une charge d'espace de densité 
p (r, 0). Cette charge donne naissance à un champ électrique E (r, t) 
dont l'intensité est liée à la charge par l'équation de Poisson: 


div E — _ : (66.35) 


L'établissement d’un champ électrique fait apparaître un courant 
électrique de conduction je — 6E. L'équation de continuité 


impose que: 
D = _divoE= —0 divE=—-#— 9 (66.37) 
où — : eo 2 | 


Tt" représente une grandeur analogue au temps: 
Me. (66.38) 


L'équation (66.37) se laisse résoudre tout simplement : 


t 
p(r,t)=p(r, 0e T*. (66.39) 
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Si nous posons & — 10 et o — 10 S:m!, avec & = - 
— 8,85416-10-1? F/m, on trouve 1" & 10-U s. La grandeur 1" 
est généralement appelée temps de relaxation de Maxwell et sa valeur 
dépend de la conductivité électrique du semiconducteur. Nous 
voyons donc que du fait d'une conduction non nulle, toute charge 
d'espace apparaissant dans un semiconducteur n'y subsiste en moyenne 
que pendant un temps égal à t". Ce résultat présente une importance 
fondamentale pour la physique des semiconducteurs et des dispo- 
sitifs à semiconducteurs, à savoir : chaque fois que l'on fait apparaitre 
dans un semiconducteur un excédent de porteurs de charge majoritaires, 
la charge d'espace et la conduction accrue qui en résultent disparais- 
sent en moyenne au bout d'un temps t"; si cependant on fait apparaitre 
un excédent de porteurs de charge minoritaires, la relaxation de Mazx- 
well fait que leur charge d'espace sera compensée au bout d'un temps 
TM par les porteurs de charge majoritaires, tandis que l'excédent de 
porteurs de charge minoritaires et majoritaires subsistera pendant la 
durée de vie 7; des porteurs de charge excédentaires. Il en résulte que 
les porteurs de charge excédentaires, minoritaires et majoritaires, 
jouent un rôle essentiellement différent dans l’altération des pro- 
priétés physiques du semiconducteur ; aussi ne parle-t-on générale- 
ment que de l'injection ou de l'extraction des porteurs de charge 
minorilaires. 

La répartition initiale de la charge d'espace reste, selon l'équa- 
tion (66.39), invariable dans le temps parce que nous n'avons tenu 
compte que du courant de conduction. En réalité une diffusion 
des porteurs a lieu. aui fait varier la répartition de la charge d'espace 
dans le cristal. 


Résumé du $ 66 


1. La disparition progressive de la charge d'espace due à la 
conduction est appelée relaxation de Maxwell. Le temps de la rela- 
xation de Maxwell dépend de la conductivité du semiconducteur : 


dans le SI dans le systéme de Gauss 
M — €E0O . __ € . 
=—; pes (66.1r) 


2. L'excédent de porteurs de charge majoritaires disparaît au 
bout du temps Tt"; l’excédent de porteurs de charge minoritaires 
disparaît simultanément avec celui de porteurs majoritaires qu'il 
a engendré au bout d’un temps égal à la durée de vie t;. 

3. La variation de la concentration des porteurs minoritaires 
excédentaires dans des conditions stationnaires, excluant leur géné- 
ration aux dépens d’une source d'énergie extérieure, est décrite par 
l'équation : , 

.__ n— np = 
pe div J+ y 0. (66.2r) 
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4. À température constante et avec B = 0 le courant électrique 
dans un <emiconducteur est : 


j = eK,,E — eK,,VF* = je + jp, (66.3r) 


« 


: je — &K,,E = enpaE (66.4r) 
est le courant de conduction, et 

in = —nuaVEF* = —eK,,VF* = —eDVn (66.5r) 
est le courant de diffusion. 


5. La relation entre le coefficient de diffusion et la mobilité 
des porteurs de charge porte le nom de relation d'Einstein: 


kT KT 
Di=—— Hans Dp=—— Han; (66.6r) 
n P 
2F* 2F% - 
D, — gen Man : D, = gr Map- (66.7r) 


La première équation concerne un semiconducteur non dégénéré 
et la seconde, celui dégénéré. 

6. Dans un modèle unidimensionnel, la concentration des por- 
teurs de charge minoritaires excédentaires est représentée par l'équa- 
tion : 

— 
ôn (x) = ôn (0)e !, (66.8r) 
l étant la longueur d'entraînement ; cette dernière peut être reliée 


à la longueur de diffusion L = V Dr; et à la longueur de dérive 
le = u4Ët;, à l’aide de l'équation (66.23). Lorsque le champ élec- 
trique est faible, la répartition de l'excédent de porteurs de charge 
minoritaires est déterminée par un processus de diffusion et lorsque 
le champ est suffisamment intense, par leur dérive. 


$ 67. La recombinaison de surface 


La surface de tout semiconducteur présente des défauts de toutes 
sortes, qui se comportent comme des centres de recombinaison, et 
donne donc lieu à une recombinaison superficielle, qui réduit la 
concentration des porteurs de charge excédentaires dans la couche 
adjacente à la surface du cristal. Différents traitements de la sur- 
face d'un même cristal semiconducteur: rectification, polissage, 
attaque chimique, revêtement par une couche d'une autre substance, 
modifient différemment la durée de vie que l’on mesure dans une 
expérience. L'existence d'une recombinaison superficielle peut être 
mise en évidence par une observation visuelle directe ou à l’aide 
d'une transformation d'image. La fig. 99 représente une diode en 
arséniure de gallium, dans laquelle les porteurs de charge excéden- 
33—0898 
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taires sont injectés par de grandes impulsions de courant. On peut 
voir sur cette figure que la surface de la diode est lumineuse, tandis 
que le reste du cristal reste sombre (à l'exception de la jonction p-n, 
où se produit une recombinaison stimulée). 

On caractérise généralement la recombinaison superficielle par 
la vitesse de recombinaison superficielle s que l'on définit de la 
manière suivante. Mettons l'équation de continuité sous la forme 


suivante : 

ol e 
Nous avons déjà résolu ci-dessus cette équation pour un modèle 
unidimensionnel en admettant que le semiconducteur était infini 


LL — + div je + G. (67.1) 


} 


Fig. 99. Luminescence de la surface d'une diode en arcéniure de gallium due 
à une recombinaison superficielle 


le long des axes y et z et que G = 0. Nous devrons maintenant tenir 
compte de l'existence de surfaces délimitant le semiconducteur. 
Un champ électrique appliqué le long de l’axe du cristal (axe x) 
assure l'injection de porteurs minoritaires. Cependant, pour simpli- 
fier l'équation (67.1), admettons que le champ appliqué est nul: 
E = 0 et que les porteurs excédentaires proviennent d’une source 
générant des porteurs à un taux G indépendant des coordonnées. 
Le champ électrique E sera alors effectivement nul en tout point 
du semiconducteur. Si on considère un cristal en forme de plaquette 
de longueur illimitée le long de l'axe y (ou x), l'équation de conti- 
nuité se ramène au cas unidimensionnel. Puisque la surface du semi- 
conducteur est le siège de la recombinaison des porteurs de charge, 
la concentration des porteurs excédentaires doit y être plus petite 
qu’en tous les points du volume suffisamment éloignés de la sur- 
face. L'existence d’un gradient de concentration des porteurs excé- 
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dentaires doit faire apparaître un courant de diffusion dirigé du 
volume vers la surface du semiconducteur. Ce courant sera d'autant 
plus intense que le taux de recombinaison sur la surface sera grand 
et que l'élément de volume où nous déterminons la valeur du courant 
sera proche de la surface. A la surface le courant doit être nul. Dési- 
gnons par j; le courant de recombinaison circulant sur la surface. 
L'équation de continuité (67.1) appliquée à un état stationnaire 
peut s'écrire sous la forme 


—. 1 ss à n—np 
0=——div)j ou + G. (67.2) 
En y remplaçant j par l'expression —eDV,n, il vient: 
d°n n— np 
Dee +G=0, (67.3) 


ou encore: 
(67.4) 


La solution générale de cette équation homogène est de la forme : 


æ 
L 4 
LS 


Ôn D rDon Ace BeL. (67.5) 


Une solution particulière de l'équation non homogène (67.3) 
peut être obtenue en posant: 


Ôn — Gt. (67.6) 


La solution générale d'une équation non homogène est égale à la 
somme des solutions particulières, soit : 


ôn (2) = Gt; [1— A'e TL — B'ei| (67.7) 
avec 
ns pre. "8 
RE (67.8) 


Les grandeurs À” et B” se déterminent à partir des conditions aux 
limites 
ôn (0) — GT; [1 — A — B'], 
d d 
En(d)= Gt; [1—4'e L—B'et|, (67.9) 


d étant l'épaisseur du cristal. Exprimons les conditions aux limites 
en termes des courants j(0) et ji(d); comme 


| dn AP Er “CRE 
= —eDT=eDGy[ Te Ter], (67.40) 
33* 
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on 4 | 
j* (0) = —eGL (4 —B'), (67.11) 
d d 
j*(d)= —eGL(4'e L—B'eL). (67.12) 


A l’aide de (67.11) et (67.12) on peut obtenir les expressions de 4’ 
et de B’: 


d 
— j#(0)e L +j* (a | 
A = ET TE ne . (67.13) 
2eLG sh— 
L n 
d 
— j° (0 d 
pre h0e +È@, (67.14) 
2eLG sh + 


Le courant de recombinaison superficiel peut s'exprimer par la 
concentration des porteurs excédentaires se trouvant sur la surface, 
soit Ôn: 

j* = eùn's, (67.15) 


où s est un coefficient de proportionnalité entre le courant j° et la 
concentration des porteurs excédentaires. Il ressort de cette relation 
que s a la dimension de la vitesse : [s) — LT-!. La grandeur s a été 
appelée vitesse de recombinaison superficielle. On peut exprimer 
les coefficients À’ et B” par les vitesses de recombinaison s, (z — 0) 
et sa (z = d). Pour ce faire, on commence par tirer une expression 
de ôn des équations (67. 3) à (67. 41) et (67.15): 
— T2 {A — 81, (67.16) 


ôn (0) = Gry [1 — 4’ — B'}= = CES 


0 d s (d) 
ôn(d)= Gt; [1—4'e L—B'el| = 


_d 7” d 
= —  fyre T _B'et|. (67.17) 


En résolvant le système d'équations (67.16), (67.17), on obtient les 
expressions”de À’ et B': 


CS 


( o)e  — se (vn+ 
A'= si BTS 1 Se (UD +51) Jr, (67.18) 
2(s452—v5) sh T+°vp (si —s2) ch A 
d 


B' — S (bp—ss)e LS, (Up — 54) | (67.19) 


2 (51590) sh Ÿ+ 20p (5159) ch 
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, L , ne 
Dans ces expressions Un = 7 est la vitesse de diffusion. Les gran- 


deurs s, et s. sont de signes contraires; puisque le courant dirigé 
vers le plan z — d est positif et vers le plan z = 0, négatif, nous 
poserons 5, << 0 et s2 > 0. 

Voyons la répartition de Ôôn(z) correspondant à différentes 
valeurs de s, et 52. 

1. La recombinaison superficielle est nulle: s,— s, — 0. Les 
équations (67.18) et (67.19) montrent que dans ce cas A’ — B” 
et Ôn (2) — GTt;; ôn est donc indépendante des coordonnées. 

2. La vitesse de la recombinaison superficielle est infiniment 
grande: |5s,| — Se — oc. Physiquement cela signifie que la con- 
centration des porteurs excédentaires atteignant la surface y devient 
nulle du fait de la recombinaison. On tire des équations (67.18) et 
(67.19) : 


d d 
L "LL 

Pt (67.20) 
2sh— 2sh— 
5 sh—=+sh TE 

ôn(:) = GTt;| 1 — — (67.21) 


Il ressort de (67.21) que On (0) — ôn (d) = 0. 

3. D’autres cas peuvent être étudiés par des considérations ana- 
logues, par exemple, celui où s, — 0, tandis que s: — oc. On écrira 
alors : 


A'=B" =" (67.22) 
2ch— 
et 
ch 
ôn (2) = GT] 1——© (67.23) 
ch— 


Pour z = d, la concentration des porteurs excédentaires devient 
nulle ôn (d) = O0 puisque s2 — oo. Au point z — 0, ôn (0) — 


= Gt; de = de Si la longueur de diffusion est petite et l’épais- 


ch — 

L 
seur de la couche considérée suffisamment grande, ôn (0) = G;. 
Si d'est du même ordre de grandeur que Z, on doit avoir ôn << Gt;, 
puisque la grande vitesse de recombinaison sur le plan z — d épuise 
le volume du semiconducteur en porteurs excédentaires. Dans le 


cas général l’appauvrissement en porteurs excédentaires doit s'observer 
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à une distance de la surface approximativement égale à la longueur de 
diffusion. La fig. 100 représente la répartition des porteurs excéden- 
taires en fonction de la profondeur dans le cas où d = 4L pour se — 
— oo et différentes valeurs de s;. 

La vitesse de la recombinaison superficielle du germanium déter- 
minée expérimentalement est comprise entre 50 et 105 cm/s et même 
au-delà. 


Fig. 100. Influence qu'exerce la vitesse de la recombinaison superficielle sur 
la concentration excédentaire des porteurs de charge minoritaires: 
a) 4 —0; bisl=Vp; ©Isil:=©; 


s2 — oo. L'épaisseur du cristal est 
dans tous les cas égale à 4 L, 


Il importe de noter que le courant dû à la recombinaison super- 
ficielle ne peut faire apparaître de champ électrique puisque l’élec- 
troneutralité du cristal n'est pas altérée. 

On utilise parfois pour caractériser la contribution de la recom- 
binaison superficielle la notion de durée de vie effective +5"! définie 
par la relation: 


1 1 1 . 
1 t} EL t Ù ( { ) 


t étant la durée de vie au sein du semiconducteur et +} celle à la 
surface. 


CHAPITRE VII 


LES PHÉNOMEÈNES DE CONTACT DANS 
LES SEMICONDUCTEURS 


$ 68. La longueur de Debye de l’effet d'écran 


Lorsqu'on établit un contact entre deux matériaux, il se produit 
entre eux un échange de porteurs de charge, ce qui modifie les pro- 
priétés des semiconducteurs non seulement à la surface de contact 
mais également dans son volume. 

L'utilisation pratique des semiconducteurs ainsi que l'étude 
expérimentale d'un grand nombre de leurs propriétés exige que le 
semiconducteur soit inséré dans un circuit constitué par des maté- 
riaux différents. L'étude des phénomènes déterminés par l'existence 
d'un contact électrique doit commencer par l'examen de la varia- 
tion des propriétés d’un semiconducteur soumis à l’action d'un 
champ électrique. 

Considérons le cas simple d'un semiconducteur placé dans le 
champ homogène d’un condensateur (fig. 101.) Sous l'influence de 
ce champ les porteurs de charge se redistribuent de telle sorte qu'il 
apparaît dans le semiconducteur une charge d'espace p (r) et un 


» 


champ électrique E qui est lié à cette charge par l'équation de 


Poisson : 
div e&E (r) = p (r). (68.1) 


Si l'on exprime l'intensité du champ par le potentiel, l'équation 
de Poisson prend la forme 


V'o(r) = — : (68.2) 


L'énergie potentielle de l’électron V (r) dépend de  (r) selon la 
relation: V (r) = ep(r). Or, nous avons montré au $ 19 qu'un 
champ potentiel électrique déformait les bandes d'énergie de telle 
sorte que E (r) — E + V (r) ou bien 


E.(r) = EE. + V(r). (68.3) 


Dans ces conditions tous les niveaux d'énergie, y compris les 
niveaux discrets situés dans la bande des énergies interdites, se 
déplacent. Or, lorsqu'un semiconducteur se trouve dans un état 
d'équilibre thermodynamique, la position du niveau de Fermi y est 
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immuable, et comme les bords des bandes d'énergies permises se 
trouvent décalés, la distance du niveau de Fermi aux bords de ces 
bandes se trouve modifiée : 

en l'absence de champ 


E.—F; F—E,;: (68.4) 
en présence de champ 
E.+V(r)—F; F—1[E,+V {nl (68.5) 


Nous voyons que si la distance séparant F de E, augmente de V (r), 
la distance entre F et E, diminue d'autant et inversement. Comme 


M n/n 
Métal derniconducteur 


Il 


Fig. 101. Semiconducteur placé dans un champ électrique homogène 


la distance entre le niveau de Fermi et les niveaux d'énergie varie, 
la répartition des particules sur les différents niveaux doit varier 
également. 

Selon l'équation (30.5) l'équation de la neutralité électrique est : 

N+Nÿ—P—Pa=Na— Na. (68.6) 

Le champ V (r) modifie différemment les grandeurs figurant dans 
(68.6) et fait apparaître ainsi une charge d'espace: 

p (r) = e (ôn + ôna — ôp — ôp;) (e = eh). (68.7) 

Affectons les concentrations d'équilibre des différentes parti- 

cules par l'indice 0 et laissons sans indice les concentrations des 


mêmes particules en présence d’un champ appliqué; on pourra 
écrire alors: 


ôn =n(r) —n0; ôp —=p(r) — Po; ôna = Ra (x) — na; 
ôPa = Pa (r) — Pao- (68.8) 
Dans le cas d’un semiconducteur non dégénéré, les concentrations 


« 


peuvent être calculées à l’aide des relations: 


Ec(r)-F _Ec-F _Vtn) _Vo 
n(r)=NMee KT =Ne Te ÀT—ne ÀT, (68.9) 
V(r) 
p(r)=peT, (68.10) 
N N 


70 RT 4-1 Le RT +1 
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En tenant compte des équations (68.7) à (68.11), une multiplica- 
tion de (68.2) par la charge de l'électron e = e, fournit l'équation 
déterminant V (r): 
ve (r)= 20 = —< (5 + ông — Ôp — Ôpa) = 
_V(r) V(r) 


— — {rs (e_ AT — 1) — p, (e PRT — 1)] + (ôna— ôna)}. (68.12) 


Les expressions développées de ôrx et de ôp, sont d'écriture compli- 
quée, aussi a-t-on conservé l'écriture abrégée. 

La première intégration de l'équation (68.12) s'effectue par un 
procédé usuel: on multiplie les deux membres par VV (r) et le 
premier membre devient alors: 


LV (1 V2V (r) = + VV (DE. (68.13) 


Le crochet du second membre peut être mis sous la forme suivante: 


_V(r) V(r) 
— <= 10 (@ ÀT —1)— po(e*T —1)] VV (r)= 


V(r) LQ) 
=V { —  mo(—e AT KT — V (r))— po (eRT KT — —V(n)}. (68.14) 
Supposons que l'on réussisse à trouver une fonction Q (r) telle que: 
(ôna — ôpa) VV (r) = VQ (r). (68.15) 


Dans ce cas la première intégration fournirait le résultat suivant: 


2197 (1e LE [re (or 20) 4 


LP (er ei — +) |-< se O(r+C}. (68.16) 


La constante d'intégration C sera trouvée connaissant des conditions 
aux limites imposées à V et Y V. La suite des calculs en vue d'obte- 
nir une solution générale étant pratiquement impossible, il ne nous 
reste que la ressource d'analyser quelques cas particuliers. 

1. Cas d’un semiconducteur intrinsèque. On a alors d’une part 
Na—=N,=0,et donc ôn; = ôp, = 0, et d'autre part nr, = po = 
= n;, de sorte que l'équation (68.16) se réduit à: 


CCF TES 


V(r) 12 vo 1 


+ (VV (r[=7/ ET ue [erT +e AT +CJ. (68.17) 
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Si pour origine des V on prend l'énergie potentielle aux points où 
le champ est nul, de l'égalité Me = V — 0 il découle: 


0— TT C= —2 (68.18) 
et 


1 
3 


+ [VV ()1=2) Es ET (che V (r) —1) = 


] / 2en;kT V (r) 
— 2 D sh HT e (68.19) 


Dans le cas d'un modèle linéaire on a: 


dV (x) DenkT à V(x 
LACEN EL 74 BUT h (68.20) 


2kT 


<t en séparant les variables: 


1 V dv 
+ a+C,=— | TZ FT Te (68.21) 


sh LT 
L'intégration de (68.21) s'effectue de la manière suivante: 
dE 
À  — | ne | a = 
Li 2 sh ch= sh= 
2 2 2 h° 
ue 
ch= 
: 2 
dth : 
= | 2 —Inth£., (68.22) 
= 2 
th = 
et la solution de l'équation (68.21) est donc: 
stay In th D. (68.23) 
Désignons par LP? Ja quantité: 
VE -r. (68.24) 


LD porte le nom de longueur de Debye de l'effet d'écran. Puisque la 
tangente hyperbolique ne peut être supérieure à l'unité et que zx est 
toujours positif, on ne retiendra dans la solution que le signe moins, 
‘et on écrira: 


V (x) 


—z+C;—=L?Inth AT (68.25) 
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La valeur de C; se détermine en posant qu’en tout point de la sur- 
face du semiconducteur (x — KE: on doit avoir: V(0) = V;, donc: 


C;=L? (68.26) 
A l’aide de (68.25) exprimons th . en termes de la variable x: 
ve _ 
z) __ D 
th ZET =elL . (68.27) 
On en tire l'expression de V (x) 
Ci-x 
LD 
V (x) =22T In Se _ 
1—e LD 
1e FD \ 
= 9kT In ms) (68.28) 
D 
T7. 


Cette expression permet de déterminer le déplacement des bandes 
d'énergie permises en fonction de la coordonnée x et de Ÿ.. Le dépla- 
cement des bandes varie continment de V, pour x = 0 jusqu’à 
zéro pour z —> co. Comme la tangente hyperbolique ne peut être 
supérieure à l'unité, nous pouvons simplifier l'expression de V (x) 
pour le cas des petits et grands x. Lorsque x — (2 à 3) LD, la fonc- 
tion exponentielle est beaucoup plus petite que l'unité et posant 
In (1 + £) ZE, on écrira: 


V (x) 2T-2th 5e 5 (68.29) 


CR 


Si ee & 1, l'équation (68.29) reste valable pour toute valeur de x: 


V(z)=Vie LD. (68.30) 


Lorsque zx est petit, on peut développer l'expression (68.28) en 


série par rapport à x au point x — 0; pour cela calculons d'abord —— M 


et TT. En omettant des calculs simples mais fastidieux, écrivons 
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finalement : 
Le 
D 
dV (x) 4kT e L 
FE =-Ttbr Po = : (68.31) 
_+h2 8_. LD 
1—th ET 
L _ 2x x 
o s_. LD LD 
dV (x) HE (1+4 GET je ne. 
a = Se 
—th2"#.. LD \° 
(1 th ZIT e 
En posant x = 0, on obtient: 
dV{)| pm _ 4AT 4 Vs 1 
de |x=0 ue LD th 4kT 1—th° Vs. 
: 4kT 
= sh. (68.33) 


Pour de petites ei . z on trouve: 


- 2kT Ve z 
V(z)=V,— D - (1— F5 +) . (68.34) 
Ceci montre que Re x & LP l'énergie potentielle V (x) varie selon 
une loi linéaire qui, pour z >> LD, évolue vers une loi exponentielle. 
Lorsque V. est grande (Vs > AT), ‘la variation de V (x) ne se produit 
que dans une couche d'épaisseur LD. 

L'intensité du champ électrique E (x) peut être évaluée à l’aide 
de (68.31): 


4 dV{z)  4kT  V e ; 
E (x) = de pp th ZT ne (68.35) 
_#h2 8 LD 
1—th° ZET 
Conformément à (68.33), dans le plan correspondant à x — O0, 
l'intensité du champ atteint la valeur: 
— 2kT Ve 
E (0) = E LD —— sh ET “ 
La densité de charge d'espace p (x) se détermine à l’aide de (68.2) 
et (58.32): 


(68.36) 


dy 
ee si = 


4eeokT t 


D [4 _spe Vs , LD |” 
eL "A th ZET | 
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Calculons la densité de charge d'espace p, à la surface du semicon- 
ducteur : 


4 4 
th [11h ——<— 
4eepk 4kT 4kT 
Ps = P (0) =, ET £ (  V, 15 ) (68.38) 
( 1—th° 7) 
Compte tenu de ce que 
thE(i+th?t) 1 
et en remplaçant L? par l'expression (68.24), il vient: 
Vs Ve 
Ps — — 2en; sh=#—en, (e ÀT —@erT). (68.40) 


On pourrait établir l’expression (68.40) en partant de (68.7) et 
de (68.9) et (68.10). On remarque que le signe de la densité de charge 
d'espace p, à la surface du semiconducteur dépend du signe de V,. 
Lorsque V, > 0 (les bandes d'énergies permises se déplacent vers 
le haut), p; > 0, et lorsque V, << 0, ps 0. La valeur de |p,] ne 
dépend pas du signe de V.. 

Ce résultat montre qu'à proximité de la surface du semiconduc- 
teur apparaît une charge d'espace due à ce que la concentration des 
électrons (V, << 0) ou des trous (V, >> 0) y est accrue. L'épaisseur 
de la région où se trouve localisée cette charge d'espace est forcé- 
ment petite puisque pour de faibles valeurs de x, la fonction V (x) 
est proportionnelle à zx; donc lorsque x est petit, p (x) décroît déjà 
suivant une loi exponentielle, et lorsque x est grand, p (x) décroît 
encore plus rapidement à mesure que x croît. Comme ja concentra- 
tion des porteurs de charge se trouvant près de la surface peut être 
notablement plus grande que leur concentration dans le volume: 

Vs 

nm ÆnetT, (68.41) 
la conductivité des couches superficielles peut devenir fort impor- 
tante ; c’est l'effet dit de champ. L'accroissement de la concentration 
des porteurs de charge à proximité de la surface peut être dû à d’au- 
tres causes que l'application d'un champ extérieur. Nous avons déjà 
indiqué au $ 22 qu'il existe à la surface de tout semiconducteur un 
nombre important d'états de surface, dont les niveaux énergétiques 
peuvent se trouver dans la bande interdite. Les états de surface 
peuvent donc capter des porteurs de charge libres, soit des électrons, 
soit des trous, et il apparaît alors à la surface du semiconducteur 
une charge superficielle, créant un champ électrique, dont l’action 
sur les propriétés au sein du semiconducteur est identique à celle 
exercée par un champ extérieur. La fig. 102 représente la variation 
de Ÿ, E et p en fonction de zx. 
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2. Semiconducteur extrinsèque. Considérons un semiconducteur 
dopé avec un donneur, par exemple, se trouvant à une température 
où tous les atomes d'impuretés sont ionisés: 

2 


n; 
Na” (68.42) 


En négligeant la variation possible du taux d'’ionisation de 


4 [2 
Vs 
x x 


Ée » 


r=Ni= Na, Po = 


nm 


£y 
P 
Vo 
Va 
EF 
Z 
ZT 
és 
Fig. 102. Incurvation des bandes d'énergie due à l'application d’un champ exté- 
rieur; charge d'espace et champ électrique existant dans le semiconducteur 


l'impureté, on a conformément à (68.16): 


dV'(z) __ f 22kTno fers fer )4c]) . (68.43) 
dr £Eo KT ‘ n5 kT 


La constante d'intégration se détermine par la condition V = 0 
pour VV — 0: 


ŒRl 


a 
- 
. 


14 +c=0; C=—(1+5) (68.44) 
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et : 


7 | Lu 4 - + 


Le me | fi LE ENS (68.45) 
Lorsque le semiconducteur est fortement dopé, ni & Nä. Par 
exemple pour du germanium renfermant 101$ atomes d'impuretés, 
on aura à 300 °K ni %10-% En négligeant À devant l'unité, 
d 
l'équation (68.45) s'écrit : 


se nes fs rs Le” Fais Fr er}. (68.46) 


LE 


Pour V < KT, Fe (68.46) se simplifie encore: 


o : V 2 
dV (x) _ 2kTno Mi VE 5 ER VA 
20. 4 (an LR, (DE) (84m 
et 
À : 
dV (2) rg |? ni LV 
= + {EE v, (x <r): (68.48) 
En posant 
V <= L1", (68.49) 
no 
on écrira: 
dV (x) 14 
Sr + 5 (68.50) 
On en tire finalement pour z — oo 
V(z)=Vie 12. (68.51) 


Ceci montre que de même que dans un semiconducteur intrinsè- 
que, les bandes d'énergie s'incurvent et il se produit une variation de la 
concentration des électrons et des trous. Lorsque V4 < 0, c’est la con- 
centration électrique qui s'accroît, et lorsque V4, >> 0, c'est celle 
des trous qui se trouve accrue, donc la couche superficielle du semi- 
conducteur s'appauvrit en porteurs majoritaires ct s'enrichit en ceux 
minoritaires. Un semiconducteur extrinsèque se comporte d'une 
manière analogue dans le cas décrit par l'équation (68.47). 
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Lorsque |V] SAT, l'équation (68.46) peut être simplifiée 
à l’aide des considérations suivantes : si V << 0, on a en ne gardant 
v 


que le plus grand terme en eÂT: 


1 
PO 2 + (ee EL (68.52) 
La solution de cette équation est: 
: ! 
enr + (ee) s4+C. (68.53) 
Posant x — 0 et V (0) — V,, il vient: 
C=— SET (C &1)- (68.54) 


L'expression (68.53) fournit une solution asymptotique : 
en 


V(z)= 9287 In (C +5) : LD) (68.55) 


e° no 


Cette solution reste valable pour toutes les valeurs de x pour les- 
quelles _T@s 1. La variation de la concentration des électrons 


et des trous est donnée par: 


AS 
n(z)=næe *T = 


ce 70- 
z \°° 

(c LD ] 

Autrement dit, la concentration des électrons décroît suivant une 


hyperbole quadratique, et la couche superficielle s'enrichit en élec- 
trons : 


(68.56) 


Ve 


ns=n(0)=nge ÀT (V,<0). (68.57) 


Pour V > 0 on ne gardera dans (68.46) que le terme : 


1 
dV(z) 2e°no \2 972 68.58 
a + Fe) 4 | 


et 


Î 
v'(n=+2(%) +0. (68.59) 
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La constante d'intégration se définit par les conditions aux limites 
1 


V (0) — V, = C*, ou, ce qui revient au même, C — y2 : 
1 
z]=v.[1 +2(e) 2]. (68.60) 


ton 


v@=[Vv +2 (2) 


tutos 


1 eeoV € 2” e ” » °° a. 
Posant Tr) = t, l'équation précédente s'écrit :] 


2 
V(a=Vi(1++). (68.61) 
Puisque V (x) > 0, on ne retiendra que la solution avec le signe 
moins : 


V(a=v(1—2). (68.62) 


Il ressort de cette équation que l'intensité du champ électrique 
est une fonction linéaire de la coordonnée, tandis que la densité de 
charge reste consiante. La couche superficielle s'appauvrit en porteurs 
de charge majoritaires et s'enrichit en porteurs minoritaires. 

Examinons pour conclure le cas des champs électriques d'une 


grande intensité telle que pour V > 0, D 1 on a: 
n° 4 4 
FL d 7 à 1. (68.63) 
Appliquant (68.46) à ce cas, il vient: 
À y 
dV (x) _ 2e kTro \2 n) Fr 
DER: + (=) Ni T (68.64) 
et 
= n JT 
sn CRT LU 
V(x)=—2kTIn[e "+ = Asp] (68.65) 
La concentration des trous pour z = 0 est 
Vs n° AUCR 
Ps = PET = + NaeiT S Na= No. (68.66) 
d 


Ceci montre que dans ce cas il se forme une couche de conduction 
inversée, c'est-à-dire que près de la surface le type de porteurs majo- 
ritaires est inverse à celui existant dans le volume du semiconducteur. 
Or, puisque près de la surface le type de conduction est inversé, 
on peut trouver, en s’éloignant de la surface, une couche où p Æ n, 


34—0898 
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donc une couche de conduction intrinsèque ou couche i; la région du 
semiconducteur où se produit un changement de type de la conduc- 
tion est appelée jonction p-n physique. Cette jonction disparaît dès 
que l’on supprime le champ extérieur appliqué. 

Les résultats d’une solution analytique de l’équation de Pois- 
son se laissent qualitativement interpréter de la façon suivante. 
Le champ électrique appliqué déplace les porteurs de charge conte- 
nus dans le semiconducteur jusqu'à ce qu'ils arrivent à compenser 
par l'accumulation de leurs charges le champ extérieur. Cela veut 
dire que lorsqu'on communique au métal se trouvant en contact 
avec le semiconducteur un potentiel négatif, le champ est orienté 
du semiconducteur vers le métal et déplace les électrons vers l’inté- 
rieur du semiconducteur et chasse les trous vers la surface; cette 
dernière acquiert donc une charge positive. L'application au métal 
d'un potentiel positif fait apparaître une charge négative dans la 
couche superficielle du semiconducteur. En fonction du type de 
conduction du semiconducteur la couche superficielle s’appauvrit 
ou s'enrichit en porteurs de charge puis change de type de conduc- 
tion. Si l'application du champ est instantanée, l’accumulation 
de la charge superficielle se produit au bout d’un temps égal au 
temps de relaxation de Maxwell. La structure représentée fig. 101 
comportant une électrode métallique, un semiconducteur et une 
couche intermédiaire d'air, qui est un diélectrique, peut être consi- 
dérée comme un condensateur plan dont l’une des armatures est 
constituée par le semiconducteur. On peut alors se faire une idée 
de la valeur de la charge d'espace en déterminant l'épaisseur de la 
couche de diélectrique et la différence de potentiel existant entre 
le métal et le semiconducteur. En faisant varier le potentiel du 
métal, on fait varier la charge d'espace. Si le système d'’électrodes M 
permet de créer un champ électrique d’une configuration donnée, 
l'accumulation des charges dans la couche superficielle reproduira 
la configuration du champ appliqué. Donc en faisant varier la 
configuration du champ extérieur, nous ferons varier la répartition 
de la charge d’espace et donc la conductivité des couches superficiel- 
les. Si le champ est dirigé le long de la surface, que ce soit au moyen 
d’électrodes auxiliaires ou d’un svstème d'’électrodes réparties con- 
venablement sur la surface, on peut assurer un déplacement de la 
charge le long de la surface. Ce type de structure est à la base de 
l’une des plus importantes réalisations de la micro-électronique, 
à savoir les structures MDS, où l’on utilise de minces couches iso- 
lantes appliquées par un procédé convenable sur la surface du semi- 
conducteur. Si le diélectrique utilisé est un oxyde, on obtient une 
structure dite MOS. Les dispositifs utilisant les structures MDS sont 
dits dispositifs à effet de champ. L'extension que connaissent les 
dispositifs à effet de champ est redevable à la mise en œuvre de la 
technologie dite « planar». 
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La charge qui apparaît sous l'action d’un champ électrique 
appliqué se forme dans les conditions de l'équilibre thermodynami- 
que. Elle peut cependant être formée par des porteurs de charge 


Fig. 103. Exemple d'utilisation pratique de l'effet de champ pour la formation 


image 


excédentaires. En effet, si à l’aide d’un spot lumineux on forme une 
charge d'espace locale, cette charge d'espace subsistera pendant un 
temps égal en moyenne à la durée de vie des porteurs de charge, 
puis disparaîtra du fait de la recombinaison. Les charges excéden- 
taires peuvent donc retenir, tout au moins pendant un temps égal 
à la durée de vie, l'information concernant la lumière qui leur 


31% 
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a donné naissance. En faisant varier la configuration du champ 
appliqué, on peut assurer le déplacement de cette charge d'espace 
locale le long de la surface, et réaliser ainsi un balayage de l’image. 
La fig. 103 représente l’image formée par un tube émetteur de télévi- 
sion utilisant le principe de la charge superficielle. Ces dispositifs 
présentent nombre d'avantages vis-à-vis des dispositifs utilisant la 
photoconductivité des semiconducteurs (vidicons). 


Résumé du $ 68 


1. Lorsqu'un semiconducteur est placé dans un champ électrique 
homogène, le déplacement des porteurs de charge libres qui en résul- 
te fait qu’au sein du cristal, loin de ses surfaces, le champ est nul. 
Le champ n'existe que dans une couche superficielle du cristal 
où se forme une charge d'espace. C'est cette charge d'espace qui 
joue le rôle d'écran vis-à-vis du champ appliqué extérieur, qui ne 
peut de ce fait se propager dans le volume du semiconducteur. 

2. Dans la région où est localisée la charge d'espace, les bandes 
d'énergie s’incurvent. Si elles le sont vers le haut, la couche super- 
ficielle s'enrichit en trous, dans le cas contraire, cette couche s’en- 
richit en électrons. Dans un semiconducteur intrinsèque la conduc- 
tivité de la couche superficielle s'accroît quelle que soit l’orienta- 
tion du champ appliqué. Dans un semiconducteur extrinsèque la 
conductivité superficielle s'accroît si l'orientation du champ appli- 
qué est telle qu'il attire vers la surface les porteurs de charge majo- 
ritaires ; elle décroît si sous l'action du champ la couche superfi- 
cielle s'enrichit en porteurs de charge minoritaires. La variation de 
conductivité de la couche superficielle d’un cristal semiconducteur 
est appelée l'effet de champ. 

3. On caractérise l'épaisseur de la couche superficielle où s'établit 
une charge d'espace et un champ électrique et où les bandes d’éner- 
gie se déforment d'une façon marquée, par une grandeur LP définie 
par les relations suivantes, valables la première pour les semiconduc- 
teurs intrinsèques, la seconde pour les semiconducteurs extrinsèques : 


D _ eeokT D _ eenkT 
IPS, LP-7/ (68.Ar) 


La grandeur LD est désignée sous le nom de longueur de l'effet 
d'écran de Debve. 

4. Lorsque l'intensité du champ électrique appliqué est suffi- 
samment grande, le type de conduction de la couche superficielle 
peut s’inverser. La couche dont le type de conduction s’est modifié 
est appelée couche d’inversion ; la couche du cristal où p &n &n; 
est appelée couche i. La région dans laquelle se produit le change- 
ment de type de conduction est appelée jonction p-r physique. 

9. Si les états de surface sont occupés par des porteurs de charge 
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libres, il s'établit entre la surface et la masse du semiconducteur, 
donc dans une couche superficielle, un champ électrique sous l’ac- 
tion duquel les propriétés du semiconducteur se modifient exactement 
de la même façon que sous l’action d’un champ appliqué extérieur. 

6. Comme la concentration des électrons libres des métaux est 
fort importante, la longueur de l'effet d'écran de Debye y est infé- 
rieure à la distance interatomique. 


$ 69. Le travail d'extraction 


ÏI1 est bien connu que l’on doit dépenser une certaine énergie pour 
faire passer un électron d'un corps solide dans le vide. Prenons 
comme origine des énergies l'énergie d’un électron au repos placé 
dans le vide à grande distance du corps solide considéré. L'énergie 
totale des électrons se trouvant au repos dans un solide est alors 
négative. Un électron situé au bas de la bande de conduction possède 
une énergie cinétique nulle et son énergie totale se réduit du point 
de vue de la physique classique à l'énergie potentielle. Posons que 
dans l'échelle « absolue » des énergies que nous venons d'adopter la 
position du niveau E. soit définie par une énergie (—W), (W > 0). 
La grandeur W est égale au travail nécessaire pour faire passer un élec- 
tron, se trouvant au repos au sein d'un corps solide, dans le vide sans 
lui fournir d'énergie cinétique, W s'appelle travail d'extraction vrai 
et caractérise la profondeur du puits de potentiel où se trouvent loges 
les électrons de conduction du métal. Dans la théorie de l’électron 
quasi libre, la grandeur (—W) est désignée par (U ). Tous les niveaux 
d'énergie placés au-dessus de £,. sont pratiquement occupés jus- 
qu'au niveau de Fermi. Les électrons dont l'énergie totale est nega- 
tive ne peuvent s'échapper du métal. Cependant parmi tous les 
électrons présents se trouvent quelques-uns dont l'énergie totale est 
positive; ces électrons-là peuvent s'échapper du métal. Calculons 
le flux d'électrons pouvant passer du métal dans le vide au dépens de 
l'énergie thermique. 

Posons que le métal soit de dimensions semi-infinies dans la di- 
rection z << 0. Evaluons le nombre d'électrons pouvant surmonter 
une barrière de potentiel de forme rectangulaire et de hauteur W et 
quitter le métal. Il faut pour cela que l'énergie cinétique de l’élec- 
tron déterminée par sa vitesse v. soit égale ou supérieure à la pro- 
fondeur du puits de potentiel : 


2 
Mm'v, 


2 


Sn2 
mr, 


5 +E,=E>0. (69.1) 


> W; 


Nous poserons que tous les électrons qui se sont échappés du métal 
dans le vide y sont captés par un champ extérieur et ne peuvent retour- 
ner à leur source. Il est alors élémentaire de déterminer la densité 
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de courant qui circule entre le vide et le métal: 


je | À [u2tre Nan, à 


6 er EF a 
= € | | | ve ÀT D . (69.2) 
Vxmin 7% 
L'expression (69.2) tient compte de ce que le volume unité du cristal 
1-d 
et le volume dx? renferment 2 . PE états dont la probabilité d’occu- 
pation par les électrons est: 
1 en 
fo(E, T)— E-Fr ©© DE (69.3) 
e ÀT 4 


puisque pour les électrons aptes à s'échapper du métal on doit avoir 
E — FSRT. 

En remarquant que l'énergie Æ s'exprime aisément en termes de 
vitesse : 


EE += Ee + (LE +0 +vt), (69.4) 


on trouve pour la densité de courant l'expression: 


met} co mer 


_ 2RT duy | e ZT dv, X 


mere 


X | væ ZT zdus. (69.5) 
x min 


Les intégrales par rapport à v, et v, se ramènent à l'intégrale de 
Poisson : 


| e-dŒ=Vn (69.6) 
en procédant par exemple à un changement de variables tel que: 
mue 2kT 
=; = a. (69.7) 
On écrira donc 
co ms, o0 mé! Ds 
| e Z2ÀT du, | e ZT dv, sl ; (69.8) 
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L'intégration par rapport à v. est immédiate: 


bass merÈ Lx + 
RR— = fe mr Ra ( = - 
vx min vx min 
msv£ min W Ec 
ET —— ET —— KT — 


En tenant compte de (69.8) et de (69.9), l'expression de j. devient 1 


: F-Er+Ec Fr 
je SET GT = ATX ; (69.10) 


[an set 2190 (9) A 


Désignons par © la distance séparant l'origine des énergies et le 
niveau de Fermi F, ce qui revient à poser F — —® (® > 0). L'ex- 
pression de j+ s'écrit alors : 

D 


= AT À = jr. (69.11) 


La grandeur ® porte le nom de travail thermodynamique d'extraction 
d'un électron du métal; elle est numériquement égale au travail qu'il 
faut dépenser pour faire passer dans le vide un électron se trouvant dans 
le métal sur le niveau de Fermi. L'expression (69.11) connue sous le 
nom de formule de Richardson, jr étant la densité de courant de l'émis- 
sion thermoélectronique. Dans les conditions réelles le courant d'émis- 
sion ne peut atteindre la valeur limite jr, à moins de créer pour cela 
des conditions spéciales. En effet, le métal qui a perdu un certain 
nombre de ses électrons acquiert une charge positive, et le champ 
électrique qui apparaît tend à retenir les électrons émis en les obli- 
geant à réintégrer le métal. Il s'établit un équilibre dynamique entre 
deux flux opposés d'électrons et le courant j. devient nul. Pour que 
jr possède une valeur constante, il faut appliquer un champ électri- 
que extérieur d'une intensité suffisante pour dissiper le nuage d'élec- 
trons émis et compenser la perte du métal en électrons. Ces deux fonc- 
tions peuvent être assumées par un seul et même champ appliqué 
extérieur, comme cela est réalisé dans une diode à vide. La valeur du 
courant d'émission thermoélectronique dépend fortement de la 
température. En effet, si ® — 2,5 eV et T = 300 °K, la densité 
du courant d'émission jr — 10-*6 "A/em? tandis qu'à 1500 K,jr Æ 
= 0,8 A/cm°, et s'est donc accru de 10°f fois. 

Trouvons la valeur de la densité du courant d'émission ther- 
moélectronique jr d’un semiconducteur. Considérons le diagramme 
énergétique d’un semiconducteur et adoptons en qualité d’origine 
des énergies celle d’un électron se trouvant au repos dans le vide 
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Nous représenterons l'énergie de Fermi sous la forme d’une somme 
de deux termes: 


E.=—x (> 0), 
x = E.—F, (69.12) 
d'où l'on tire: 
F=E — x = —(4+ *). (69.13) 
Cette représentation de F sous la forme d'une somme de deux 
termes est particulièrement commode dans le cas considéré puisque 


la grandeur zx ne dépend que du matériau semiconducteur et dépend 
de la température, de la nature et de la concentration de l'impureté 


d  Serrconducteur 


Fig. 104. Schéma des niveaux d'énergie dans un métal (a) et dans un semicon- 
ducteur (b). L'origine des “patgies et à celle d'un électron au repos 
ans le vide 


de dopage, comme nous l’avons indiqué au chapitre III. La fig. 104 
représente un schéma de la disposition des niveaux d'énergie dans 
un métal et un semiconducteur, l’origine des énergies étant celle 
d'un électron au repos dans le vide. 

En répétant les raisonnements que nous avons développés dans le 
cas d’un métal, on trouvera que la densité du courant d'émission 
thermoélectronique d’un semiconducteur est : 


X+*X 


F O 
jr== AT?erT — AT2e KT — AT? AT, (69.14) 


D étant le travail thermodynamique d'extraction d'un électron appar- 
tenant au semiconducteur. De même que dans le cas d'un métal, sa 
valeur est déterminée par la position du niveau de Fermi dans l'échelle 
« absolue» des énergies À 


D = —F = y + 4. (69.15) 
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La relation reste valable même dans le cas d’un semiconducteur non 
dégénéré, bien que son niveau de Fermi ne comporte aucun électron. 
En utilisant les résultats obtenus au chapitre III, on peut établir 
les expressions suivantes du travail d'extraction dans différents cas 
particuliers. 

Pour un semiconducteur intrinsèque le travail d'extraction est 


égal à 


O(T)=1+ 270 + in $ : D(0)=y+ 250. (69.16) 


Pour un semiconducteur de type n: 
E kT N 
O(T)= ++ ln ge (69.17) 
et 


O(T)=%x+8AT In Te | (69.18) 


suivant que l’impureté est partiellement ou complètement ionisée. 
On trouve de la même façon pour un semiconducteur de tvpe p: 


No 
D(T)= 4 + AE — Im Te (69.19) 
O(T)=y+AE,— KT In ee (69.20) 


Les expressions (69.17) à (69.20) montrent que le travail d'extraction 
des électrons est plus grand dans le cas d’un semiconducteur de ty- 
pe p que de type nr. 


Résumé du $ 69 


1. L'énergie qu'il faut dépenser pour faire passer un électron du 
métal, où sa vitesse est nulle, dans le vide sans que sa vitesse change 
s'appelle le travail d'extraction vrai W. 

2. On appelle travail thermodynamique d'extraction d’un élec- 
tron l’énergie qu'il faut dépenser pour faire passer sur le niveau 
E = 0 un électron situé initialement sur le niveau de Fermi, lors de 
sa transition du cristal dans le vide: 


D = —F. (69.1r) 


3. Le travail thermodynamique d'extraction d’un électron d'un 
semiconducteur dépend de la température, de l’espèce et de la con- 
centration de l’impureté. Le travail d'extraction des électrons d'un 
semiconducteur de type p est plus grand que celui d’un semicon- 
ducteur de type #7, presque de la largeur de la bande interdite. 

4. Le travail d'extraction ® détermine la densité du courant 
d'émission thermoélectronique 


® 
jr= AT 7. (69.2r) 
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$ 70. La différence de potentiel de contact. 
Le contact entre deux métaux 


La fig. 105, a représente le diagramme énergétique de deux mé- 
taux M, et M., isolés l’un de l’autre. Les grandeurs caractérisant les 
propriétés de ces deux métaux sont affectées d'indices À et 2 res- 
pectivement. L'indice 0 correspond au cas où les métaux ne sont pas 
en interaction l’un avec l’autre. 

Si on amène les métaux M, et M, en contact, il s'établira entre 
eux un échange d'électrons. On sait que les particules passent du 


Fig. 105. Le contact de deux métaux 


système partiel, dont le niveau de Fermi est placé plus haut, dans 
celui où ce niveau est plus bas. On le démontre de la façon suivante. 

Considérons deux systèmes partiels entre lesquels se produit un 
échange de particules. La variation du potentiel thermodynamique 
® du système entier est alors: 


dO= D FidNi= FN i+ Fa dNae (70.1) 
Or, comme dN, = —dN,,on a 
dD —_— dN, (F, — F;). (70.2) 


Si F, = F;:, dO = 0 et l’état du système correspond à l'équilibre. 

Si F, Z Fos, dD = 0 et le système ne se trouve pas dans un état 
d'équilibre. Lorsque le système passe à un état d'équilibre dO < 0. 
Si F, < F;, la condition d® << 0 impose que dN, > 0, ce qui veut 
dire que le nombre de particules dans le premier système partiel 
croît et le nombre de particules dans le second décroît ; si par contre 
F, > F:, on doit avoir dW, 0. On peut donc généraliser ce résultat 
en disant que Le nombre de particules dans le système partiel caractérisé 
par le plus grand potentiel électrochimique doit diminuer. En d’autres 
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termes, lorsque le système tend vers un état d'équilibre, il s'établit un 
flux de particules dirigé du système partiel à plus grand potentiel élec- 
trochimique vers le système à plus petit potentiel électrochimique. Ce 
flux directionnel de particules durera jusqu’à ce que les potentiels 
électrochimiques des systèmes partiels ne s'égalisent, grâce à des 
processus déterminés par l'existence d’un flux directionnel. 

La construction du flux directionnel des particules apparaît immé- 
diatement dans le cas considéré : les électrons doivent occuper tous 
les niveaux inférieurs disponibles. Comme le niveau de Fermi déli- 
mite les niveaux presque entièrement occupés de ceux qui sont en 
majorité disponibles, le cas où F,, est situé plus haut que F,, doit 
correspondre à la transition des électrons occupant les niveaux supé- 
rieurs de M, sur les niveaux disponibles de M, qui se trouvent plus 
bas dans l'échelle des énergies ; ce résultat est conforme à la condi- 
tion dD < 0. 

Puisque dans l'échelle « absolue » des énergies (qui est la même 
pour tous les corps solides) le niveau de Fermi ne dépend que du 
travail thermodynamique d'extraction ®, on peut en tirer la conclu- 
sion suivante: lorsqu'on met en contact deux corps, il s'établit un flux 
de particules dirigé du corps de faible travail d'extraction vers le corps 
dont le travail d'extraction est plus grand. Ce flux directionnel de 
particules cessera dès que les niveaux correspondants des systèmes 
partiels seront également peuplés. Or, ce résultat peut être atteint 
par le passage d’un très petit nombre de particules. La perte d’élec- 
trons s'accompagne de l'apparition d’une charge positive dans le 
corps qui les a perdus, et les électrons restants acquièrent une éner- 
gie supplémentaire négative, ce qui fait que les niveaux énergétiques 
s'abaissent. Les niveaux énergétiques du second métal qui a acquis 
une charge négative se relèvent ; la valeur de ce relèvement des ni- 
veaux du second corps n’est pas nécessairement égale à celle de l’abais- 
sement des niveaux du premier corps. Le flux directionnel de parti- 
cules allant du corps dont le travail d'extraction est plus faible vers 
le deuxième corps disparaîtra dès que les niveaux de Fermi des deux 
corps s’égaliseront : F, — F,. Il est à noter que la valeur de F, = 
= F, est différente aussi bien de F,, que de F,,. La fig. 105, b repré- 
sente la disposition des niveaux d'énergie dans un système de deux 
métaux en contact, à l’état d'équilibre. 

Puisque les deux corps se trouvant en contact portent des charges 
électriques opposées, il s'établit entre eux une différence de potentiel 
et un champ électrique. Ainsi que nous l'avons montré au $ 68, 
dans tout métal le champ électrique se trouve localisé dans une cou- 
che superficielle d'une épaisseur inférieure à la distance intera- 
tomique. 

La charge acquise par un métal se répartit généralement sur sa 
surface et se trouve donc localisée dans une couche superficielle extrê- 
mement mince. Il doit donc exister entre deux points M, et M, 
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arbitrairement choisis sur la surface du métal une différence de poten- 
tiel og que l’on appelle la différence de potentiel de contact externe. 
La valeur de cette différence de potentiel peut être estimée à l’aide 
des considérations suivantes. Le relèvement et l’abaissement des 
niveaux d'énergie dans les métaux M, et M, doivent être égaux à la 
différence des travaux d'extraction; on écrira donc: 


ep21 — U54 = Di — QD. (70.3) 


UC représente la hauteur de la barrière de potentiel grâce à la- 
quelle s'établit l'égalité des travaux thermodynamiques d'extraction 
des électrons lorsque les métaux M, et M, se trouvent en contact. 
Ce résultat est une conséquence de la loi de la conservation de l’éner- 
gie. Considérons un électron possédant dans le métal une énergie 


Fig. 106. Sens de circulation dans un circuit fermé 


totale E et faisons-le parcourir un cycle fermé (fig. 106). L'énergie 
totale de l’électron est la même dans les métaux M, et M, et reste 
donc constante et égale à Æ. Lorsque le parcours s'effectue dans le 
sens contraire des aiguilles d’une montre, on transfère d’abord l’élec- 
tron de M, dans le vide ; son énergie s'accroît de ®,. et devient égale 
à E + O.. En le faisant passer du vide dans W,, son énergie diminue 
de D, et devient égale à EU) — E + D, — O.. Lorsque le parcours 
se fait dans le sens des aiguilles d'une montre, l'  —… de la parti- 
cule parvenue au sein de M, sera EU) — E + ®, — ®.. Dans le 
premier cas la variation d'énergie est AEU) — D Le D, — D, 
et dans le second cas elle est AE) — EG) — E = ©, — ®.. Or, 
comme ®, =£ ®, lors de la circulation dans un sens l'énergie de la 
particule s'accroît et lors de la circulation dans le sens contraire elle 
décroît, la loi de la conservation de l'énergie se trouve donc en défaut. 
Ce résultat erroné provient de ce que nous n'avons pas tenu compte de 
l'énergie UC, liée à l'existence de la différence de potentiel de con- 
tact externe ® que l’on doit ajouter ou soustraire de l’énergie totale 
suivant le sens de parcours considéré. En faisant entrer en ligne de 
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compte l'énergie U®, on écrira: 
AE) = D, + UC — D, = 0, | 
AEC) = @, — (D, + UC) = 0. 


ÏJ] ressort de {70.4) que la barrière de potentiel UC séparant deux 
points arbitrairement choisis sur les surfaces des métaux M, et M, 
est égale à la différence des travaux thermodynamiques d'extraction 
correspondants. On dira donc que le potentiel du métal de plus 
faible travail d'extraction croît par rapport au potentiel du métal, 
dont le travail d'extraction est plus grand, d’une quantité égale à 
° ; de ce fait le travail d'extraction du couple de métaux devient 
égal au plus grand des deux (®, ou ®.), tandis que le champ de con- 
tact externe UC se trouve localisé à proximité immédiate du métal de 
plus faible énergie d'extraction. 

On a rassemblé dans le tableau 21 à titre d'exemple les valeurs 
du travail d'extraction ® de quelques éléments. 

La différence de potentiel de contact externe dont la valeur est 
déterminée par la différence des travaux d’extraction des électrons 
assure l'égalité des densités des courants d'émission thermoëélectro- 
nique. 


(70.4) 


Tableau 21 

Elément Li | Be C Na K Sn | wW pt Cs 
F, eV 4,74 | 9,07 111,05 | 3,07 | 2,04 | 4,07 | 5,81 | 6,00 1,53 
®, eV 2,39 | 3,92 | 4,62 | 2,35 | 2,221 4,3 | 4,52 | 5.36 1,93 


Une différence de potentiel de contact externe entre deux métaux 
peut s’établir non seulement lorsqu'ils sont en contact direct mais 
également en absence de tout contact direct à condition que l'échange 
d'électrons puisse s'effectuer par émission thermoélectronique. 

Examinons maintenant ce qui se passe sur le contact proprement 
dit. L'égalité des niveaux de Fermi de métaux M, et M, se trouvant 
à l’état d'équilibre signifie qu’il existe sur le contact une barrière 
de potentiel et le champ électrique correspondant. Ce champ E£ est 
dit de contact, et la différence de potentiel qui le détermine s'appelle 
la différence de potentiel de contact interne. Cette différence de poten- 
tiel est définie par la relation: 

2 


| U 
pi, —+, (70.5) 


e 


où Ui, est la hauteur de la barrière de potentiel existant entre M4 
et M. La fig. 105, b laisse apparaître que pour faire passer un élec- 
tron d'énergie cinétique nulle de M, vers M, sans que sa vitesse 
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varie, il faut dépenser une énergie égale à la différence des 
niveaux ÆE,, et E..; la hauteur de la barrière de potentiel est donc: 


Ui2= Es — Eee. (70.6) 


D'autre part, on peut exprimer U, en termes de la variation de 
l'énergie cinétique d’une particule traversant le contact : 


Uir=To—Ti. (70.7) 


Les équations de définition (70.6) et (70.7) sont équivalentes puisque 
T\=E—E, et T, = E — EE, Comme tous les niveaux se sont 
déplacés de UC, on a 


Ec; — e2= Ecio — Ecoo + Ui2 = Ecio — c20 + Di — D. (70.8) 


Tenant compte de ce que D, = —F,, et D, = —F,,, on obtient: 
U2 =E4—E— (Ec10 — F0) —(Ee — F20) = 
= (F20 — Ec20) —(F10 — c10)- (70.5) 


Ce dernier résultat montre que la hauteur de la barrière de potentiel 
U}, qui détermine la différence de potentiel de contact interne qi — 7 


est égale à la différence des énergies de Fermi des métaux M, et M, 
isolés, ces énergies étant comptées à partir du bas de la bande de con- 
duction de chacun des métaux. La hauteur de la barrière de potentiel 
interne dépend de la concentration d'électrons dans les métaux. 
Comme 


2 
h? [3n\3 
F—Ec= 5e (5e) (70.10) 
il vient 
2 2 
ÿ _M31\3pn2 ri 
Ur) (or #5) (70.11) 


L'existence d'un champ de contact U' assure l'égalité des flux d'’élec- 
trons passant d’un métal à l’autre. En effet, les expressions des 


densités des flux d'électrons dirigés de M, vers M, (21) et de M, 


vers M, (2) sont : 


Ju _ 2m [ Ni — (70.12) 
e Fr hS E:-F1 ° 
xt 7% e ÀT +4 
et. 
j Om*3 ec vx dvx duy dv; 
de L PE | [r— | (70.13) 
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En égalant (70.12) et (70.13) on arrive à l'expression (70.9) et inver- 
sement, partant de (70.9) et de (70.7), on démontre que les deux flux 


sont égaux : 22! = #4 . On trouve dans le tableau 21 les valeurs des 


€ 
énergies de Fermi de quelques éléments, dont la connaissance permet 
de calculer U. 


$ 71. Les contacts entre métaux et semiconducteurs 


On peut aborder maintenant l'étude des contacts entre un métal 
et un semiconducteur. La fig. 107, a représente le diagramme énergé- 
tique d’un métal et d’un semiconducteur à l’instant où on les met en 
contact. L’état représenté est un état hors d'équilibre et lors de l’é- 
change d'électrons qui s'établit on devra observer un transfert d'élec- 
trons plus important du corps possédant le niveau de Fermi plus élevé 


Fig. 107. Contact métal-semiconducteur 


vers celui possédant le niveau de Fermi plus petit. Si le niveau de 
Fermi du métal Fm se situe au-dessous de celui du semiconducteur 
F, (Fm << F3), les électrons passeront du semiconducteur vers le métal. 
Le métal acquiert ainsi une charge négative et le semiconducteur une 
charge positive. Un flux directionnel d'électrons persistera jusqu’à 
ce que les niveaux de Fermi des deux corps s'égalisent après quoi il 
s'établira un état d'équilibre dynamique. Lorsque Fu > F,, les 
électrons s'écoulent du métal dans le semiconducteur. L’échange 
d'électrons se produit non seulement lorsque les deux corps sont en 
contact direct, mais également dans des conditions où cet échange 
peut s'effectuer par émission thermoélectronique, durant laquelle 
apparaît une différence de potentiel de contact externe ePys — 
— Um = Os — Oy. Lorsque le contact est établi entre deux mé- 
taux différents, q° se répartit à peu près identiquement entre les 
deux métaux puisque la concentration électronique y est à peu de 
chose près la même ; à l’intérieur de chacun des métaux le potentiel 
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est constant. [l en est tout autremant lorsqu'on considère un semi- 
conducteur. Le potentiel peut être différent en différents points d'un 
semiconducteur puisqu'un champ appliqué extérieur peut péaitrer 
dans sa masse à une profondeur notable, y créer une charga d'espace 
et déformer les bandes d'énz2rgie. La mêm2 chose se produit dans le 
cas qui nous occupe. La différence de potentiel de contict s'étiblit pres- 
que toute dans la couche de contict du senicond'icteur en y provoguint 
une incurvation des bandes d'énergie (fig. 107, b, c). Si O5 << Dy les 
bandes s’incurvent vers le haut et si D, > Oy elles le sont vers le 
bas. Or, une incurvation des bandes d'énergie dans la région du 
semiconducteur adjacente au contact entraîne une variation de la 
concentration des électrons et des trous: une incurvation vers le 
haut correspond à un renforcement de la concentration des trous, 
tandis que celle vers le bas fait croître la concentration électronique. 
Si donc l'énergie d'extraction des électrons du semiconducteur est plus 
petite que celle du métal, la région du contact s'enrichit en trous, dans 
le cas contraire, cette région s'enrichit en électrons. 

Si l'incurvation des bandes se produit dans un semiconducteur 
intrinsèque, la conductivité de la couche de contact augmente. La 
situation est toute différente dans le cas d’un semiconducteur extrin- 
sèque. La conductivité de la couche de contact ne s'accroît que si 
cette région s'enrichit en porteurs majoritaires; s’il se produit un 
enrichissement en porteurs minoritaires, la conductivité de la couche 
de contact diminue. La couche de conductivité accrue (donc enrichie en 
porteurs de charge majoritaires) est appelée couche d'arrêt inverse. On 
appelle couche d'arrêt la région de contact de conductivité réduite (donc 
enrichie en porteurs minoritaires). La région de contact s'appelle couche 
d'inversion si du fait d'une forte incurvation des bandes d'énergie il 
s'y produit un changement de type de conduction. 

On a indiqué dans le tableau 22 les conditions requises pour faire 
apparaître les couches d'arrêt inverse, d'arrêt ou d’inversion. 


Tableau 22 
Type de SOnQUE | CURE CAEN Couche d'arrêt | nee LE 
Semiconducteur de Fu>Fs; Fu<Fs; Fu < F S 
type n Om <Os Ou > Os Om > Os + AËo 
Semiconducteur de Fr<Fs; Fu> Fs; Fu>Fs; 
type p Om > Ds On < Os Om < Os — AË9 


L'enrichissement en porteurs minoritaires de la région de contact 
est de grande importance pratique dans toutes les mesures des pro- 
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priétés des semiconducteurs exigeant le passage d'un courant électri- 
que. Lorsqu'on applique une tension électrique à un circuit consti- 
tué par un métal et un semiconducteur, il y circule un courant dü à 
un transport d'électrons et de trous: 


= jn + jp. (71.1) 
Puisque la concentration des électrons et des trous varie d’un point 
à l’autre du semiconducteur, la part prise par les deux types de 
porteurs dans le transport du courant est variable, bien que son 


intensité reste constante. Désignons par y la part du courant due 
aux porleurs auras donc dans le cas présent par les trous: 


a ___ Ip p (x) ; _ [Hal 
== en rome: (0-2). (12 
Désignons par y, une grandeur qui dépend de la concentration d' équi- 
libre des porteurs de charge minoritaires : 


PP __ 
Po + bno 


y (x) représente le rapport de la part du courant transportée par les 
porteurs minoritaires au courant total, compte tenu des écarts par 
rapport à la concentration d'équilibre des porteurs de charge. Lors- 


que Ie < 1, la concentration des porteurs de charge minoritaires au 


Yo — (71.3) 


oint x diminue et augmente si 2 G) >> 1 lors du passage d'un courant. 
P P 


vol) 


Cela signifie que lorsqu'on fait er un courant à travers le contact, 
on modifie la concentration volumique en porteurs de charge maÿjoritai- 
res et minoritaires. Si _— > 1, il apparaît dans la masse du semi- 
conducteur un excédent de porteurs de charge minoritaires, el ceci 
aussi bien pour un courant direct que pour un courant inverse (cas 
d'une couche d'arrêt ou de celle d'arrêt inverse). Dans le premier cas 
il se produit une injection et dans le second une accumulation de 
charges. Si par contre Ie <1, la masse du semiconducteur s'appau- 
vrit en porteurs de charge minoritaires. Si cet appauvrissement est 
lié à l'existence d’une couche d'arrêt, on dit que l'on se trouve en 
présence d’un effet d'exclusion et si l'effet correspond à une couche 
d'arrêt inverse, on l’appelle effet d'extraction. Ces différents effets 
correspondent aux cas que nous avons analysés au $ 66, et nous 
n'avons fait ici que de tirer au clair l’origine de l'apparition d'un 
excédent de porteurs de charge minoritaires, à savoir une incurvation 
des bandes d'énergie par le champ de contact ; le champ électrique 
extérieur que l’on applique, faisant dériver les porteurs de charge, 
entraîne l’apparition des effets d'injection, d’extraction, d'accumu- 
lation et d'exclusion. 


35—0898 


546 LES PHENOMENES DE CONTACT DANS LES SEMICONDUCTEURS [CH. VII 


Dans le cas où l'existence d'un contact ne modifie pas la concentra- 
tion des porteurs de charges minoritaires : y — Yo, on dit que ce contact 
est ohmique. La réalisation de contacts ohmiques présente une impor- 
tance primordiale pour l'étude des processus physiques dans les semi- 
conducteurs, mais c’est un problème extrêmement ardu, que l’on 
n'arrive pas toujours à résoudre. Aussi, pour exclure une influence 
toujours possible des processus propres aux contacts sur les résultats des 
mesures, fait-on largement appel aux méthodes de mesures dites pur 
compensation, où les contacts ne sont traversés par aucun courant et 
ne peuvent donc pas fausser le résultat recherché. 

Le tableau 23 fournit un résumé des conditions requises pour 
pouvoir observer des phénomènes de contact selon le type du con- 
tact, le type de conduction du semiconducteur et de l'orientation du 
champ appliqué, le contact (r — 0) se trouvant à la frontière de 
gauche du semiconducteur. 


Tableau 23 
Redresseur Non redresseur (couche : 
(couche d’arrèt) ; d'arrèt ete) Ohmique 
Type du contact 
y (0) v (0). + (0) 
Yo Fe So nn 
Injection Y (2) > Yo (x) 
E > 0, (type n) is LE 
E<0, (type p) 


E=0, (type p) 


Extraction Y (x) << vo (x) 
EZ0, (type n) 


Exclusion Y (zx) << Yo (7) 
E<U, (type p) 


Accumulation y (7) > Yo (x) 
— E<O, (type n) — 
E>0, (type p) 


Les études qui furent effectuées dans les années cinquante sur le 
fonctionnement des contacts ponctuels sur le silicium et legermanium 
indiquent que dans de nombreux cas le choix du métal n'influe pas 
sur les caractéristiques du contact réalisé. Cela veut dire que la 
notion de l’incurvation des bandes d'énergie donnant lieu à un en- 
richissement ou à un appauvrissement d’une couche du semiconduc- 
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teur adjacente au contact en porteurs de charge minoritaires ne corres- 
pondrait pas aux faits expérimentaux observés. Cette contradiction 
n'est qu'’apparente et peut être levée en tenant compte de l'influence 
exercée par les effets de surface sur les propriétés physiques des semi- 
conducteurs et dont nous avons fait état au $ 68. Nous avons montré 
qu’en présence des effets de surface les bandes d'énergie se déforment 
dans la couche sous-jacente du semiconducteur : si cette incurvation 
des bandes est importante (V, est grande), leur déformation supplé- 
mentaire due au contact du semiconducteur avec un métal ne peut 
alors se manifester nettement dans les propriétés des contacts. De 
ce fait Les propriétés des couches d'arrêt et des couches d'arrêt inverses ne 
varieront que fort peu suivant que l'on utilisera tel métal ou tel autre, 
lcrsque ces couches sont essentiellement dues aux effets de surface. La pré- 
sence d'effets de surface se manifeste également dans une réduction 
de la durée de vie des porteurs de charge provoquée par leur recom- 
binaison superficielle, comme nous l’avons indiqué au $ 67. Suivant 
la durée du temps nécessaire pour procéder à un échange de porteurs 
de charge entre les effets de surface et la masse du semiconducteur, 
on distingue les effets de surface « lents » et «rapides». Dans le cas 
d'effets de surface « lents» l'équilibre avec la masse du semiconducteur 
sous-jacent s'établit en l’espace de quelques dixièmes de seconde à 
quelques heures. Le temps requis pour atteindre l’état d'équilibre 
dans le cas d'effets de surface «rapides» est compris entre 10% et 
10% 5s. Les effets de surface « lents » proviennent généralement de la 
présence d’atomes ou d’ions adsorbés sur une couche d'oxyde ou d’un 
autre produit recouvrant la surface du semiconducteur, les effets 
« rapides » sont, eux, localisés à l'interface du semiconducteur et 
d’une couche d'oxyde. 


Résumé des &$ 70 et 71 


1. Lorsque deux métaux sont en contact, il s'établit une diffé- 
rence de potentiel œ° entre deux points arbitrairement choisis à la 
surface de ces deux métaux; on la désigne sous le nom de différence 
de potentiel de contact externe. Du fait de la brusque variation de 
l'énergie potentielle UC = eq°, les flux d'électrons dus à l'émission 
thermique sont égaux pour les deux métaux. Conformément à la loi 
de la conservation de l'énergie ou du fait que les flux d'émission 
thermique des électrons sont égaux on doit avoir: 


Us = eq =D —O:. (70.1r) 


L'égalité des flux traversant un contact impose que l'on doit 
trouver de part et d'autre de la surface de contact une différence de 
potentiel dite de contact interne ', qui détermine la brusque va- 
riation de l'énergie potentielle U!: 


Vie = eq = Te — Ti = (Foy — Ecan) —(F0 — ct0).  (70.2r) 
35% 
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2. Du fait qu'à l’intérieur d’un métal il ne peut y avoir en l’ab- 
sence d’un courant de champ électrique, la différence de potentiel de 
contact q° est entièrement consommée dans une mince couche super- 
ficielle du semiconducteur, ce qui donne lieu à une incurvation des 
bandes d'énergie et à l’apparition d’une charge d’espace, exactement 
comme dans le cas où l’on applique au semiconducteur un champ 
électrique extérieur. L’incurvation des bandes d'énergie qui apparaît 
lors d’un échange d'électrons par émission thermoélectronique ne 
subira pas d’altération lorsque le métal et le semiconducteur auront 
été mis en contact. Puisque pour passer du semiconducteur au métal 
les électrons doivent surmonter une barrière de potentiel d'une 
hauteur égale à : 


Uns = eq$u = Du — Ds, (70.5r) 


on est amené à poser que lorsqu'on établit un contact entre un semi- 
conducteur et un métal, il apparaît une différence de potentiel de 
contact interne égale à la différence de potentiel de contact externe, 
donc égale à la différence des travaux d'extraction des électrons du 
semiconducteur et du métal. 

3. Si la couche du semiconducteur adjacent au contact s'enrichit 
de porteurs de charge majoritaires, on l’appelle couche d'arrêt inver- 
se, si elle s'enrichit en porteurs de charge minoritaires, la couche est 
dite d'arrêt. Si l’accroissement de la concentration des porteurs de 
charge minoritaires devient tellement important que le type de 
conduction change, on est en présence d’une couche d’inversion 
donnant naissance à un effet de jonction p-n physique. Si l’in- 
curvation des bandes d'énergie est suffisamment forte pour donner 
lieu à un fort accroissement de la concentration des porteurs de charge 
majoritaires dans la couche adjacente au contact, le semiconducteur 
peut devenir dégénéré. 

4. Lorsqu'on fait passer un courant électrique à travers un con- 
tact entre un métal et un semiconducteur, les porteurs de charge mi- 
noritaires sont entraînés par le champ vers des régions où ces porteurs 
deviennent excédentaires. Apparaissent alors les processus d’injec- 
tion, d extraction, d'exclusion et d'accumulation des porteurs, qui 
tous modifient les propriétés physiques du semiconducteur tout 
entier. C est la raison pour laquelle les mesures électriques mises en 
œuvre pour l'étude des semiconducteurs font largement appel aux 
méthodes de compensation. 

5. On dit qu’un contact donne lieu à un effet redresseur s'il assu- 
re l'injection ou l’exclusion des porteurs de charge minoritaires. 

6. Un contact est dénué d'effet redresseur s’il assure l'extraction 
ou l'accumulation des porteurs minoritaires. 

7. Le contact est dit ohmique si la composition d'un courant de 
transport reste la même au contact et dans la masse du semiconduc- 


teur. 


$ 72] LES SEMICONDUCTEURS NON HOMOGEÈNES. LES JONCTIONS p-n 549 


8. Lorsqu'on met deux corps solides en contact, les électrons pas- 
sent du corps de plus grande énergie de Fermi (de plus petit travail 
d'extraction) vers celui dont l'énergie de Fermi est plus petite (donc 
le travail d'extraction est plus grand). Tout écoulement des particu- 
les cesse dès que les niveaux de Fermi s’égalisent. 


$ 72. Les semiconducteurs non homogènes. Les jonctions D-7 


Le fonctionnement d’un grand nombre de dispositifs à semicon- 
ducteurs est basé sur les propriétés des jonctions p-n, que l’on peut 
interpréter en considérant la mise en contact de deux cristaux d'un 
même semiconducteur, l’un étant de type n et l’autre de type p. On 
peut également aborder l'étude des jonctions p-7 par l'étude de 
cristaux semiconducteurs non homogènes. 

Considérons un cristal semiconducteur dans lequel la répartition 
des accepteurs WN, (r) et des donneurs M4 (r) est tout arbitraire; la 
concentration des électrons et des trous est alors fonction des coor- 
données. Puisque la position du niveau de Fermi par rapport aux 
bords Æ. et Æ, des bandes d'énergies permises dépend de la concen- 
tration des électrons et des trous, on a F — F (r), mais dans ce cas 
on se trouve en présence d’un état hors d'équilibre et il s’établit un 
flux des porteurs de charge tendant à égaliser la répartition des élec- 
trons et des trous dans le cristal considéré. L'établissement d'un 
courant de diffusion in donne lieu à une séparation des charges et donc 
à l'apparition d'une charge d'espace et d'un champ électrique qu'elle 
engendre qui incurve les bandes d'énergie. À l’état d'équilibre ther- 
modynamique le niveau de Fermi doit être indépendant des coordon- 
nées: } — Fo. Le courant de diffusion jp étant compensé par un 
courant de dérive jg, on a donc: 


i= jo + je = (0. (72.1) 


Cette équation permet d'évaluer l'intensité du champ électrique 
interne E: 


pi in rh (72.2) 
y On T Op 
: D ,Vp—D,Vn D, (Vp—uUVn) nn. 
Er) = 2 = 7 — . (72.3) 
HpP—Hnn Up (p + bn) 


On voit que l'intensité du champ E' dépend des gradients de con- 
centration des électrons et des trous ainsi que de la conductivité. 
Afin que le champ E’ atteigne la plus grande valeur possible, la 
conductivité doit être aussi faible que possible et les gradients de la 
concentration des électrons et des trous doivent être orientés l'un à 
l’encontre de l’autre. Le champ E" (r) peut s'exprimer en termes du 
gradient de concentration des porteurs d’un seul type. On se limite 
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au cas d’un semiconducteur non dégénéré pour lequel np = ni et 
pVn + nVp = (0. (72.4) 
En reportant dans (72.3) l'expression de Vn tirée de (72.4) on obtient : 


E(n= re CES ET (72.5) 


L'équation (72.5) peut être mise sous la forme suivante: 


Fe yinn= tv (E-r (72.6) 
et - 
i 1 ’ VE. VE» : 


Prenons un semiconducteur ne comportant qu'une seule impureté de 
dopage, des donneurs par exemple tels que VW; = NA (r). 

Si tous les atomes d’impureté sont ionisés (Ni — Ma) et si la 
température du semiconducteur se trouve dans les domaines de la 
conduction extrinsèque, le champ interne sera: 

i kxT Va (r) _ KI 7 a 
E ==» — In Na (r). (72.8) 
Posons que la concentration de de dopage varie suivant 
une loi exponentielle : 


Nal(r)= Na (ro)e-tr r-r0), (72.9) 


Dans ce cas l'intensité du champ interne E' se trouve déterminée par 
la grandeur *x: 


Ei(r) = — À ». (72.10) 


La grandeur x”? est numériquement égale à la distance à LCA la 
concentration de l’impureté varie de e fois. Si x — 1 cm, E' — 

= 0,026 V/cm; si x — 10? cmt, E' — 2,6-105 V/cm (avec T = 
Æ 300 %K). 

Ce résultat reste valable dans le cas d'un semiconducteur ren- 
fermant deux impuretés de dopage de types différents à condition 
que l’une est répartie d’une manière uniforme et l'autre d'une ma- 
nière quelconque. Si par exemple on introduit dans un semiconduc- 
teur de type p, avec une concentration de trous pa = Ni = N,, un 
donneur dont la concentration varie d'une manière arbitraire d'un 
point à l’autre, on peut, utilisant l'expression (72.8) déterminer le 
champ E' régnant dans la région où la conduction est de type p. 
Cette même expression (72.8) reste valable dans les régions où N > 
> Na. Là où les impuretés se compensent mutuellement, on doit 
faire appel à une équation de Poisson telle que (68.12). 
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Considérons le cas particulier où les impuretés sont réparties 
uniformément en tous les points x < 0 et x > 0, tandis qu'au point 
z = 0 se produit le changement du type de l'impureté : 


Na pour x<0; 

Na (a)= | 0 pour z>0; 
(72.11) 

" 0 pour z<0; 

a (x) = Na pour z>0. 


A gauche de l'interface ôp:, = 0; no = V4, à droite de celle-ci ôna — 
— Oet p, — N,. On posera qu'en tous les points suffisamment éloi- 
gnés de l’origine on a ôn — ôp = 0 et donc V (x) = 0, ce qui signi- 
fie que loin du plan z — 0 il n’y a plus ni charge d'espace ni champ 
électrique. Examinons donc de petites distances au plan x = (. 
Appliquons l'équation (68.12) au cas où x < 0: 


V 2 V 
1 e2 (x) n (x) 


= — { Ve (UT 1) ENT —1)+ôm } : (72.19) 


€£o 


et au cas où x > 0: 


dr V(x) n°? V(x) 


re {Na (CRT 1) (6 7 —1) +6pa}. (72.13) 


Pour pouvoir trouver une solution à ces équations, il faut expri- 
mer ôp. et Ôr4 en termes de V (x). On peut cependant procéder d'une 
manière plus simple. On commence par préciser le signe de V (x): en 
remarquant que puisque les électrons de la région r# passent dans la 
région p adjacente, et les trous de celle-ci passent dans la région n, 
la région r acquiert une charge positive et la région p une charge 
négative. 

À la jonction où change le type d'impureté apparait un champ élec- 
trique dirigé de la région n vers la région p. Or, puisque le gradient de 
l'énergie potentielle des électrons est dirigé dans le même sens que le 
champ électrique, on peut dire qu'à proximité de x — O0 les bandes 
d'énergie s'incurvent vers le haut par rapport à leur position dans la 
masse du semiconducteur et donc V (x) > 0 lorsque x << 0. Le même 
raisonnement conduit à ce que dans la région p les bandes d'énergie 
s'incurvent vers le bas par rapport à la position qu’elles occupent en 
des points éloignés de x = 0, et que donc V (x) < 0 pour z > O. 
Comme pour x << 0 les niveaux d'énergie se relèvent, le nombre 
d'électrons se trouvant sur le niveau donneur doit varier. Nous 
commencerons cependant par une analyse du cas où cette variation de 
l'occupation du niveau donneur est négligeable, ce qui revient à 
poser Ôôny — 0 — Ôp:. 


552 LES PHENOMENES DE CONTACT DANS LES SEMICONDUCTEURS [CH. VII 


Dans la région où | V(r)| > XT, sont alors valables les rela- 
tions suivantes : 


_ > 2  V(x) 
d“Y ® NT — £ 
_. D (Na+ ee 7) (x<0); (72.14) 
; 2 V(x) 
dl 2 ni e 
nl = + (Nate RT (x > 0). (72.15) 


Si le dopage du semiconducteur est suffisamment important pour 
que l'on puisse poser : 


n? Y® n? -YX 

et <ii re M <1, (72.16) 
On a: 

p*(x)= eNä= e*Nà pour r<0 
et 


p(z)= e Ni = —e*N; pour x >0, 


et ceci montre que dans la région adjacente à x — 0 apparaît une 
charge d'espace de densité constante et égale à la densité de charge 
d'ions d'impureté. Posons pour préciser que la région de la charge 
d'espace est comprise entre les points (—t,, 0) et (0, t,) du côté nr 
et du côté p respectivement. Dans les conditions définies par (72.16) 
les équations (72.14) et (72.15) permettent alors de calculer l’inten- 
sité du champ électrique: 


IV (x no | 

; ri = Var +Ci (rx <0). (72.17) 
dv (a 2 | | nn 

_ ES es Nat + C; (x > 0). (12.18) 


Les valeurs des constantes C, et C: se laissent déterminer par la 


condition que le champ devient nul aux points x, = —1, et ze — 
= (hp: 
2 dV (x 2N | - 
= Vatn : 5 _ ÉXa (t, x). (—t,<z<0), (72.19) 
e? _ dr  eN\, _ 
Co= ee Natp = TE (th—zxz). (0<r<tp). (72.20) 


La continuité du champ en x = 0 impose que: 
Nat = Nails, (72.21) 


c'est-à-dire que l'épaisseur des régions de la charge d'espace est inver- 
sement proportionnelle à la concentration de l'’impureté de dopage. En 
désignant par t — t, + t, l'épaisseur totale de la charge d'espace, 
on écrit: 


Na : Na e 
D NN dt Pr ET (72.22) 
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En tenant compte de (72.19) ‘et de (72.20), il apparaît que l'intensité 
du champ électrique dans la région occupée par la charge d'espace varie 
linéairement avec la coordonnée du point considéré. En intégrant (72.19) 
et (72.20) par rapport à x, on obtient une relation parabolique entre 
l'énergie potentielle et la coordonnée : 


V (x) = as (t,+r)+C: (72.23) 
et 
V(x)= — ee (t,—r)2-+ Ci. (72.24) 


Nous déterminons les valeurs des constantes C; et C: à l'aide du 
raisonnement suivant. Posons V (x) — 0 pour zx << —t, et V (x) = 
— U® pour r>t,, ce qui suppose que le déplacement des bandes. 
d'énergie est compté à partir de leur position dans la masse du semi- 
conducteur de type n ; UC représente la hauteur de la barrière de poten- 
tiel pour les électrons, qui s'établit à l'interface des régions n et p: 


V (x) = Te &,+r)-V,(x) (æ<0); (72.95) 
2N ” : _ 
V (x) — — ee (ty—x) + LU = V,(r) (x>0). (72.26) 


Posant x — O0 et remarquant que V (x) doit être continu, il vient: 


: eN a eN4q 9 æ a 
4 (0) = V, (0) , eo Liz — Des th - U®, (12.21). 
et avec (72.22) ceci donne : 
CPE NT 7 +2 ee at 
Ü= Tes (Nat + Nati)= 7 D +t,) = 
2N212 
(+ 1 ]- (72.28) 
2€£9 Na Na 


La hauteur de la barrière de potentiel se laisse représenter par la 
différence des intervalles séparant F de Æ, dans les régions n et p: 


U—=E.(z>1,) — Ec(z << —tn) = %p — %n = (X + Xp) — 
— (x + 4) = D — Pr. (72.29) 


La hauteur de la barrière de potentiel pour les électrons, qui sépare la 
région n et la région p, est égale à la différence des travaux d'extraction 
des électrons des régions n et p et est donc égale à la différence de poten- 
tiel de contact externe qui s'établit si on amène en contact un cristal 
de type rx et un cristal de type p. La région de la charge d'espace, qui 
sépare les parties du semiconducteur de types n et p, est désignée sous le 
nom de jonction n-p ou p-n. Il existe une corrélation entre la hauteur 
et la largeur de la barrière de potentiel. Partant de (72.28) on peut 
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écrire : 


22EoNaN aUc EE 

lt, = jan EVENT Na = Natps (72.20) 
ou 

» ZeeoUc Nat Na L 

= Te NaNg « (72.31) 
La barrière de potentiel UC est active aussi bien vis-à-vis des élec- 
trons que des trous, et Le champ régnant dans la jonction p-n favorise 
le passage des porteurs minoritaires, mais s'oppose à celui des porteurs 
majoritaires des deux régions n et p. On n’a pu établir les relations de 
forme parabolique (72.23), (72.24) qu'en négligeant plusieurs termes 
figurant dans (72.12) et (72.13). Si on en avait tenu compte, on aurait 
obtenu une expression analytique de V (x) différente de celle que 
nous avons obtenue, mais le résultat central de notre analyse, à 
savoir l'apparition d'une charge d'espace et d’un champ électrique 
associé dans la région transitoire entre les dopages différents, reste- 
rait valable. 

Par analogie avec la dénomination de jonction p-n on utilise 
celles de jonctions n-7* et p-p* pour désigner les régions où du fait 
d'une brusque variation de la concentration d’impureté de même 
type apparaissent une charge d'espace et un champ électrique. 

On voit également appraître une charge d'espace et un champ 
électrique dans les alliages semiconducteurs à largeur variable de la 
bande interdite. On peut, par exemple, procéder à une série ininter- 
rompue d’alliages Cd,Hg,_,Te, telle que la largeur de la bande inter- 
dite varie en fonction de x depuis 0 eV pour z = 0 jusqu’à 1,5 eV 
pour z — 1. Si la composition varie le long d’un monocristal de 
cet alliage, il doit s’y établir un gradient de la concentration des 
porteurs de charge et donc un champ électrique. 

L'existence de champs spatiaux dans le semiconducteur entraîne 
une violation de la loi d'Ohm dans la partie du circuit où il se trou- 
ve, donc sa résistance devient fonction de l'intensité du courant qui 
passe au travers du semiconducteur ; la relation entre la tension et le 


courant cesse donc d'être linéaire. L'expression de la densité de courant 
æst : 


j-E=—. (72.32) 


€Calculons la différence de potentiel entre deux points arbitrairement 
choisis M, (r,) et M.(r)) : 


Ma 
dp= —(Edr); q(M:) o(M)=— | (Edr)= 
AM: 
Mo ! 
— —i| p (r) (2 dr), (72.33) 


M: 
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ou 
: — PM) — CM) _ Fan (72.34) 
M: RM: 
Î ptr)dt 
M1 


Si la section droite du semiconducteur perpendiculaire au courant est 
constante, la densité de courant est constante. La chute de La tension 
appliquée @m:m, = jRm2m, se produit principalement sur le segment 
dont la résistivité est plus grande. On remarque cependant que la résis- 
tance du segment M,M, du circuit dépend elle-même de la tension appli- 


quée, et on écrira donc: 
Mo 


Î dp (4) 
s M: En = 
1] = NN ( 12.39) 
l 
— Cr PM) — €pP(M) 
RT RT 


enlinro(M)e + eplipPo (M) e 


Ceci montre que la conductivité électrique © (M) est déterminée 
non pas par les concentrations initiales des électrons no (M) et des trous 
Po (M) en tout point M du semiconducteur, mais par la concentration 
qui s’y établit lors du passage du courant. L'application d'un champ 
électrique extérieur déforme les bandes d'énergie, en les décalant de 
V (M) = e,o (M), ce qui fait varier les concentrations des électrons 
et des trous. Cet effet peut également être interpréter d'une manière 
différente. Comme il se produit un entraînement des porteurs par le 
champ (voir $ 66), les concentrations des porteurs de charge minori- 
taires et majoritaires se modifient et deviennent excédentaires. Il est 
à noter que si pour un sens donné du champ la concentration des por- 
teurs minoritaires s'accroît, elle doit décroître lorsqu'on inverse le 
sens du champ appliqué. Or, ceci implique, ainsi que nous l'avons 
montré au $ 66, que la concentration des porteurs majoritaires et 
donc la résistivité varient également. On voit donc que la résistance 
électrique du segment du circuit occupé par le semiconducteur dépend 
non seulement de l'intensité du courant mais également de son sens. 
I] en résulte que si on mesure la résistance d’un cristal semiconduc- 
teur comportant des charges d'espace et des champs internes, en y 
faisant successivement passer le courant en sens opposés, la valeur 
de la résistance mesurée sera différente. Cet effet se manifeste d'une 
manière particulièrement nette dans le cas d’un cristal comportant. 
une jonction p-n. Si on applique à un tel cristal une tension exté- 
rieure Pext, La chute de tension sera presque entièrement localisée, con- 
formément à (72.33), dans la région de la charge d'espace, donc sur la 
jonction p-n. Supposons que le champ extérieur soit orienté à l’en- 
contre du champ de contact E., donc orienté dans le sens p —+n. 
Comme le champ appliqué extérieur diminue la hauteur de la barrière 
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de potentiel U*, le flux d'électrons provenant de la région nr (et de 
trous de la région p) du cristal augmentera suivant une loi presque 
exponentielle conformément à la loi de distribution de Boltzmann. 
Lorsqu'on inverse la polarité de la tension appliquée, le champ 
extérieur rehausse la barrière de potentiel de la jonction, les porteurs 
majoritaires en sont repoussés et la région 
de la charge d'espace s’élargit. Le courant 
à travers la jonction n'est alors dû qu'à la 
circulation des porteurs de charge minori- 
taires dont la concentration est petite et le 
courant, dit courant inverse, sera donc 
faible. 


Résumé du & 72 


LD 


1. Dans tout semiconducteur non homo- 
gène existent une charge d'espace et un 
i ig. 108. spa dans champ spatial. La résistance d’un semicon- 
la région d'une jonction  ucteur non homogène dépend de l'intensité 
p-n d'une barrière de po- : : 
tentiel active vis-à-visdes  €t du sens du courant qui le traverse; dans 
porteurs de charge majo- toutes les régions où le semiconducteur 

ritaires n'est pas homogène, l'entrainement des 
porteurs de charge minoritaires donne lieu 
aux effets d'injection, d'extraction, d'exclusion et d’accumulation. 

2. La région où se produit un brusque changement du type de 
l'impureté de dopage est désignée sous le nom de jonction p-n. Dans 
la région d'une jonction p-n le type de conduction s’inverse, et il 
s'y établit un champ électrique spatial et une charge d'espace ; les 
bandes d'énergie s’y incurvent (fig. 108). La hauteur de la barrière 
de potentiel qui s’y établit est égale à Ur. 


CHAPITRE VIII 


LES PROPRIÉTÉS OPTIQUES 
ET PHOTOËLECTRIQUES 
DES SEMICONDUCTEURS 


$ 73. Le spectre d’absorption de la lumière 


Une radiation lumineuse qui tombe sur un corps solide interagit 
avec lui par échange d'énergie. Désignons par J l'intensité de la 
lumière, c'est-à-dire la quantité d'énergie lumineuse passant par unité 
de temps par une section droite unité. Le coefficient de réflexion À 
caractérise la part de l’énergie incidente qui est réfléchie à l'inter- 
face du solide: 

_ 28 
Se 


La dépendance du coefficient de réflexion de la fréquence R (w) ou de la 
longueur d'onde R (à) est désignée sous le nom de spectre de réflexion. 
La lumière rencontrant un corps y est absorbée conformément à la 
loi de Lambert-Bouguer : 


J(2=J(1—R)e-tx, (73.2) 


où z est la distance entre la surface du solide et le point considéré 
le long du faisceau lumineux, a, le coefficient d'absorption. La gran- 
deur inverse a”! est numériquement égale à l’épaisseur d’une couche 
du solide considéré qui réduit l'intensité de la lumière de e fois. La 
dépendance du coefficient d'absorption de la fréquence a (w) ou de la 
longueur d'onde a (À) est appelée spectre d'absorption du solide. On 
utilise parfois à la place du coefficient d'absorption l'indice d’absorp- 
tion nx qui se définit par rapport au coefficient d'absorption a par 
la relation : 


(73.1) 


a" Anvnx  (V= A). (73.3) 

On démontre en théorie électromagnétique de la lumière que le 

coefficient de réflexion d'un faisceau incident normal peut s'expri- 
mer par les indices de réfraction et d'absorption : 


_412 0,9 (n—1) + —— «* 
+124 


167° 
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Il est important de remarquer que le coefficient de réflexion R 
dépend du coefficient d'absorption de telle façon que lorsque l'absorp- 
tion croît, la réflexion croît également; R 1 pour x Ÿ 1, donc la 
lumière incidente est presque entièrement réfléchie. C’est la raison 
pour laquelle les métaux réfléchissent fortement la lumière (éclat 
métallique). Donc, si dans une région donnée du spectre un corps solide 
est fortement absorbant, il réfléchit fortement la lumière du même do- 
maine du spectre. L'expression (73.4) montre cependant que la ré- 
flexion peut également avoir lieu lorsqu'il n’y a pas d’absorption. 
Lorsque a — 0, R 0: 


———— (lumière incidente normale). (73.5) 
Pour un diélectrique aussi transparent qu'est le verre, n = 1,5 et 


R = 0,04 — 4 %. La majorité des semiconducteurs se caractérisent 
par des valeurs de n plus grandes: pour le germanium, par exemple, 


n = 4,et la réflexion purement diélectrique en est À — (£) = 36 ‘». 


5 
Tableau 24 
Matériau | n Matériau 
C (diamant) 2,417 | InSb pr 3,988 
Si | 3,446 | Gap | 2,95 
Ge | 4,006 GaAs E 348 
InP | 3,31 | Gus s | ar 
| 
InAs | 3,428 | AISb DT 


On trouve dans le tableau 24 les valeurs des coefficients de réfrac- 
tion n de quelques matériaux semiconducteurs dont la connaissance 
est suffisante pour effectuer un calcul approché du coefficient de 
réflexion dans un domaine de faible absorption. 

La loi de Lambert-Bouguer peut être établie en partant des 
principes physiques les plus généraux. Considérons une couche 
d'épaisseur (x, x + dx) d'un corps solide qui intercepte un faisceau 
lumineux. La quantité d'énergie absorbée par une couche d épais- 
seur dx doit être proportionnelle à l'épaisseur dx et à la quantité 
d'énergie lumineuse incidente J (x). En désignant par a un coeffi- 
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cient de proportionnalité entre l'énergie absorbée et l'énergie inci- 
dente, on écrit: 


—dàJ (x) = aJ (x) dx. (73.6) 


Le signe moins figurant devant le premier membre (dJ << 0) tient à 
ce que toute absorption de lumière réduit l'intensité lumineuse. 
Ainsi, a représente la quantité d'énergie absorbée par une couche d'épais- 
seur unité lorsque l'intensité du faisceau incident est égale à l'unité. 
L'équation (73.6) se laisse intégrer aisément : 


J(x)=J(0)e-«. (73.7) 


On peut donner une définition physique plus directe de la gran- 
deur a de la manière suivante. Exprimons l'intensité J par le nombre 
de photons constituant le faisceau lumineux. En désignant par q: 
le nombre de photons contenus dans le volume unité du faisceau, il 
est évident qu'il passera par unité de temps à travers une section 
unité du faisceau g.,c photons, qui transportent une énergie qg,chwo = 
— qghow. où q = g,c est le flux de photons; on peut donc écrire: 


J (x) = hwg (x). (73.8) 


En considérant le flux de photons, un affaiblissement de l'inten- 
sité J signifie que le nombre de photons se trouvant dans le faisceau 
a diminué. L'’affaiblissement du faisceau lumineux peut être dù 
soit à une diffusion, soit à une absorption de photons. Désignons par 
o la probabilité d'absorption d’un flux de photons unité par un cen- 
tre d'absorption et par NV le nombre de centres d'absorption par 
unité de volume. Une couche d'épaisseur dx renferme W dx centres 
d'absorption. Le nombre de photons absorbés par unité de temps 
sera donc: 


—dq = 6q (x) N dx. (73.9) 
En intégrant (73.9), il vient : 
q(z)=q (0)e-0%x. (73.10) 


En multipliant les deux membres de (73.10) par l'énergie du photon 
how, on obtient : 


hog (x) =J (x) = heg (0) e-SNx = J (0)e-sNx, (75.11) 


Cette dernière équation représente la loi de Lambert-Bouguer avec 
Ja particularité que le ceefficient d'absorption se trouve lié à la con- 
centration des centres d'absorption et à la section efficace d'’absorp- 
tion d’un photon par unité de temps: 


a — ON. (73.12) 


Nous avons déjà eu maintes fois l'occasion d'utiliser des expres- 
sions telles que (73.12). La grandeur (oN)-! pourrait être appelée 
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libre parcours moyen du photon dans le milieu absorbant : 
Ephot = (ON)! = a". (73.13) 


Le coefficient d’absorption « représente la probabilité d'absorption 
d'un photon par unité de longueur. La section efficace d'absorption © 
dépend aussi bien de l'énergie du photon que de la nature des centres 
d'absorption. Si le semiconducteur renferme W, centres d'absorption 
de nature différente, chaque espèce étant caractérisée par sa propre 
section efficace ©; (w), on peut écrire: 


Œ; (o) = O; (w) Ni. (73.14) 


Le coefficient d'absorption total a est égal à la somme des coefficients 
d'absorption partiels (les probabilités des processus indépendants 
s'additionnent) : 


a= a; (w)= Ÿ 5; (w) N; = a (w). (73.19) 


Nous voyons ainsi que le spectre d'absorption complet est formé par 
la superposition des spectres d'absorption des différents centres. 

Le calcul de a (w) doit se baser sur les lois de la conservation de 
l'énergie et de l’impulsion. On peut cependant déterminer l’ordre de 
grandeur de a sans calculer sa grandeur. La valeur de 0; peut être 
grossièrement évaluée à l’aide d’un raisonnement simple : lorsqu'un 
photon est absorbé par un atome du semiconducteur ou par un dé- 
faut, on peut admettre que la section efficace d'absorption est égale 
à l’aire de la section géométrique droite de cet atome ou de ce dé- 
faut pour des fréquences, telles que la loi de la conservation de l’éner- 
gie soit respectée. Posons o — (1015-10-17) cm°. Dans le cas où la 
lumière est absorbée par les atomes du semiconducteur lui-même, 
N = 10% cmet a = (10-17 = 10-16).10°%* cm1 — (105 = 10%) cm”!. 

Partant de cette valeur, la longueur de libre parcours des photons 
capables de libérer un électron d’un atome du semiconducteur, possé- 
dant donc une énergie égale ou supérieure à la largeur de la bande 
interdite (how > AË£%), sera égale à Lihor — (107 + 107$) cm — 
— (0,10 = 0,01) nu. Malgré l'estimation grossière de la valeur de © 
nous obtenons une valeur approchée correcte du coefficient d’absorp- 
tion par les atomes du semiconducteur. Ce type d'absorption est appe- 
lé propre ou fondamental. 

L'absorption par les défauts (lacunes, atomes d'impuretés) est 
autant de fois plus faible vis-à-vis de l'absorption fondamentale 
que Ja concentration des défauts est plus petite vis-à-vis de celle 
des atomes du semiconducteur. Ainsi, si Vaer & 108 cm, à — 
= À cm! pour o — 10-% cm°, tandis que si Var & 108 cm *, a & 
& 10° cm”!. 

Pour conclure, on passera en revue les principaux types d’absorp- 
tion que l’on rencontre dans l'étude des semiconducteurs. 
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1. L'absorption intrinsèque: (ou fondamentale) de la lumière provo- 
que la transition d'un électron de l’état lié à l’état libre, donc à une 
transition de la bande de valence à la bande de conduction. L’absorp- 
tion propre n’est possible que lorsque fiw > AE, et peut avoir lieu 
aussi bien dans la région infrarouge du spectre que dans la région 
des radiations visibles selon la largeur de la bande interdite du 
semiconducteur. 

2. L'absorption extrinsèque est due à l'ionisation des atomes 
d'impuretés, donc à une transition d'électrons des atomes d’impu- 
retés dans la bande de conduction ou de la bande de valence sur les 
niveaux d'impureté. 

3. L'absorption par les porteurs de charge libres provient de la 
mise en circulation des porteurs sous l’action du champ électrique 
de l'onde lumineuse, celle-ci, perdant la partie de son énergie qui est 
utilisée pour accélérer les porteurs de charge libres, s’en trouve atté- 
nuée. 

&. L'onde lumineuse entre en interaction avec les vibrations 
thermiques du réseau, ce qui fait varier le nombre de photons opti- 
ques. Ce type d'absorption est désigné sous le nom d'absorption par le 
réseau. 

5. Si l'absorption donne lieu à la formation de paires électron- 
trou, elle porte le nom d'absorption par excitons. 

6. L'’absorption intrabande s’observe dans les semiconducteurs 
se caractérisant par une structure de bandes complexe, comme c'est 
le cas pour le germanium et le silicium. 

7. L'absorption due à l’ensemble d'électrons et de trous libres 
est désignée sous le nom d'absorption plasmique. 

Il ressort de cette énumération que le spectre d’absorption doit se 
modifier sous l'influence de toutes les actions extérieures susceptibles 
de faire varier l’état des atomes du semiconducteur, des défauts et 
des vibrations du réseau. On doit donc s'attendre à ce que le spectre 
d'absorption dépende de la température, du taux de dopage, de la 
pression, des champs électriques et magnétiques appliqués, de l'ir- 
radiation par des particules. 


Résumé du $ 73 


1. L'atténuation que subit un faisceau lumineux après avoir 
parcouru un trajet d’une longueur x dans un corps solide est donnée 
par la loi de Lambert-Bouguer : 


J(x)=J(0)e-cx. (73.1r) 


Le coefficient d'absorption &« dépend de la section efficace © (w) 


d'absorption des photons et de la concentration À des centres d’ab- 
sorption : 


a(o)=0(o)N; not = (ON) 1= œ"1. (73.2r) 
36—0898 
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2. La dépendance du coefficient d'absorption de la fréquence w 
ou de la longueur d'onde À se caractérise par le spectre d'absorption. 
La dépendance correspondante du coefficient de réflexion est le spec- 
tre de réflexion. 

3. Dans les semiconducteurs on distingue plusieurs mécanismes 
d'absorption : l’absorption propre ou fondamentale ; l’absorption par 
les porteurs de charge libres ; l'absorption intrabande ; l'absorption 
par les impuretés, par les vibrations du réseau, par excitons et enfin 
l'absorption plasmique. 


$ 74. L'absorption de la lumière par les porteurs 
de charge libres 


Nous commencerons par l'étude de l'absorption des radiations 
lumineuses par les porteurs de charge libres parce que ce type d’ab- 
sorption peut être décrit dans le cadre de la théorie électrodynamique 
classique. Un flux incident pénétrant dans un milieu conducteur 
exerce une action sur les électrons de la bande de conduction et sur 
les trous de la bande de valence. Les électrons se trouvant accélérés 
par le champ voient leur énergie croître au dépens de l'énergie de 
l'onde incidente. En subissant des collisions avec le réseau les élec- 
trons lui cèdent de l'énergie et finalement l'énergie du flux incident 
se trouve transformée en énergie thermique du réseau. 

Ecrivons les équations de Maxwell (dans le système d'unités de 
Gauss) dans le cas où le semiconducteur n'est soumis à l’action d’au- 
cun champ extérieur et ne comporte aucune charge d'espace: 


rot H= + Æ (74.1) 
rotE= +; (74.2) 
divD=0; (74.3) 

div B =0; (74.4) 

D = &E; (74.5) 

B = LH; (74.6) 

j = 0E. (74.7) 


Pour établir l'équation d'onde on prendra le rot de (74.1) et 
de (74.2): 
rot rot H = grad div H — V*H — 


e0E 4 


1 
Es 2 Sn L ____] 
= —VŸ H=— rot TR El-= rot CE = 


=T (8 +410) rot E — + (a+ 4nc) u LE , (74.8) 
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d'où l’on tire, en tenant compte de (74.1) à (74.7): 


2 eu dH  4ruo OH = 

VE — EE = 0. (74.9) 
Si o = 0, l'équation (74.9) se réduit à l'équation d'onde: 

0°H _ 

AH— <= 0 (74.10) 
dont la solution prend la forme d’une onde plane: 
(k0r) 

H=H,(t- 2) (74.14) 
se propageant à la vitesse v == le long du vecteur unité k°. En 


prenant le rot de (74.2), on obtient l'expression de E: 


dE 4 0E 


Pour trouver les solutions des équations (74.9) et (74.12) on 
utilise pour des raisons de commodité le procédé des ondes mono- 
chromatiques planes; pour ce faire on représente E = E (r, {) sous 
la forme d'une intégrale de Fourier étendue à toutes les fréquences 
possibles : 


E(r, t)— | E (r, &) ei! du, (74.13) 
la composante de Fourier de champ E (r, w) étant égale à: 
E(r, 6) = | E(r,t)e-tet dt. (74.14) 


Les équations de la composante de Fourier du champ E sont: 


VE (r, t)— | VE (r, 6) eïot du, (74.15) 
dE (r, F ë 

29 - | iWE (r, ©) eitt do, (74.16) 
d°E (r, à 

EI _ | G?E (r, o) etot do. (74.17) 


Portant (74.15) à (74.17) dans (74.42), il vient: 
° a n? a 
[ {VE(r, o)+ [6 —; MS VE (r, &) } efét do = 0. (74.18) 


36° 
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Il apparaît aussitôt que l'amplitude de l'onde monochromatique 
doit satisfaire à l'équation : 


AE(r, ü)+[ Pb Eee |E (r, 0) = 0. (74.19) 
Posons que le coefficient de E (r, w) puisse être mis sous la forme: 


Pb 0 LÀ ne (1 — sx}, (74.19") 


n et x étant deux grandeurs inconnues. 
En élevant au carré le deuxième membre de (74.19) et en égalant 
les quantités réelles et imaginaires, on a: 


= nt (Ant); n2({— 4) = ep (620) 
et 
i 41tu0w  . 2xn°w° : 27ru0 
_ =i——; nx= = . (74.21) 


On tire de (74.20) et (74.21) les expressions de n et de x: 


n=V<# ( JR is +1), (74.22) 
y (y 1+-5E + ns —1). (74.23) 


n porte le nom d'indice de réfraction et nx celui d'indice d'absorp- 
tion. Lorsque 6 =20, n = V'eu et nx = 0. 
Utilisons (74.19) pour mettre (74.18) sous la forme: 


AE (r; @)+ ER E(r; w)= 0. (74.24) 


» 


La solution de cette équation est facile à trouver, elle est: 


Li (1 — 0 (KOr 
E(r; ©) = Es e sc Fr 


+ (Or) (KOr) 


=£,,en =E£,. (74.25) 

En désignant par = —k° le vecteur d'onde, l'équation (74.25) 

s'écrit pour une onde monochromatique (on ne garde que le signe 
moins) : 

E, (r, t) = Eoue = 2*&0 . 6 ilot-n@kr)], (74.26) 

L'expression (74.26) montre que l'amplitude d’une onde mono- 


chromatique plane décroît à mesure qu'elle pénètre plus profondé- 
ment dans un milieu de conductivité finie (si x -< 0 lemilieu renforce 
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le flux incident). Or, l'intensité de la lumière étant proportionnelle 
au carré de l'amplitude, on obtient en évaluant la distance le long 
du faisceau en unités (kr) = kz: 


J (x) = Joue 228 = J,,07%*, (74.27) 
GO 20. 2 (74.28) 
C À À 


Donc dans le cadre de la théorie de Maxwell Le coefficient d'absorp- 
tion « se trouve déterminé par la conductivité électrique du milieu 


considéré : 
a = nx = “ .. [/1+ 8 + —1|. (74.29) 


Evaluons l’ordre de Se de « pour quelques valeurs de &, , 
o et w. Posons w & 1015 s-1, o — 1Q-1 cm-! = 9-10"! unités élec- 
trostatiques CGS ; € & 10, pu = 1. On a dans ce cas: 


16120? _ 16.10.8102 F 
rs À — 2080.10 — 1128-10 & 1. 


Le coefficient d'absorption reste inférieur à l'unité jusqu'à une 
valeur de la conductivité voisine de o — 10° Q-! cm”, qui est celle 
d'un semiconducteur fortement dopé. En développant en série le 
radical de (74.28), on écrit: 


_ 4x en 1 16n202 Sn? Venu o  4no V/eu 
D PP a en à (TU) 


En tenant compte de l’ordre de grandeur de «& ou de nx, l'expression 
(74.22) de l'indice de réfraction se réduit à: 


= Va. (74.31) 


Aux fréquences de la gamme optique du spectre la perméabilité pu 
est pratiquement égale à l'unité, de sorte que l’on peut poser n — 


—Veet 


=", (74.39) 

cn 
Si on mesure 6 en Q-! cm-!et &« en cm-!, on a la relation suivante: 
a (emt)= 1% 6 (Q1 em). (74.33) 


Avec © = 1Q-! cm-! et n — je a — 120 cm-!. 

Or, puisque la conductivité électrique © est proportionnelle à la 
concentration des porteurs de charge, le coefficient d'absorption 
doit également dépendre de cette concentration. En désignant par p 
la concentration des porteurs de charge libres, on écrira: 


RE LCL (74.34) 
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Le coefficient d'absorption de La lumière par les porteurs de charge 
libres dont la concentration est p dépend donc de leurs masses effectives, 
du temps de relaxation moyen et de l'indice de réfraction du milieu. 
L'indice de réfraction dépend cependant de la longueur d’onde de la 
radiation incidente et de ce fait Le coefficient d'absorption par les 
porteurs de charge libres doit être fonction de la longueur d'onde. Il est 
à remarquer que Cauchy bien avant la théorie de Maxwell démontra 
théoriquement que l'indice de réfraction peut être représenté par une 
expression telle que: 


= +an tete. (74.35) 


a, b, c”’ étant des constantes que l'on détermine expérimentalement 
pour chaque corps. 

La théorie électronique permet de préciser la relation existant 
entre n et À. On doit faire intervenir alors la notion de polarisation 
des corps sous l’influence d'un champ électrique appliqué: 


D = E + 4nP = &E. (74.36) 


Si l’on pose P = YE, e = 1 + 4nyx. Pour calculer e, on doit 
évaluer le déplacement des charges électriques. Admettons que les 
atomes renferment f, types de charges e;, le nombre des atomes étant 
N,. En désignant par rs le déplacement des charges, le moment élec- 
trique total de l'unité de volume du corps (c’est-à-dire sa polarisa- 
tion) sera égal à : 


P— >) Nirerfire = xE. (74.37) 
1 


Pour calculer le déplacement d'une charge e, on écrira son équa- 
tion de mouvement. Cette charge doit être sollicitée par une force 
de rappel quasi élastique fran — —yr, une force de « frottement» 
dépendant de la vitesse et donnant lieu à une perte d'énergie ftrot = 


= gr et enfin une force motrice due au champ E: 
mr —yr—gr+eE. (74.38) 


En posant À = ©; et — — b, on a: 


r+br+oir= RE = + Ejevit, (74.39) 


E, étant l'amplitude des vibrations de l'onde au point où se trou- 
ve la charge. L’équation (74.39) est l’équation des oscillations for- 
cées. A l’état stationnaire la fréquence des oscillations est celle de la 
force perturbatrice, mais avec un déphasage, ce qui nous conduit à 
poser : 


r(t)= rer fot-1v, (74.40) 
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Portons (74.40) dans (74.39) et en simplifiant les termes en e—!, on a: 


(74.41) 


— &°rpe 19 — jiwbr,e-! 


d'où l'on tire: 


e Q 
s Ege*? 
m 


En reportant cette expression du déplacement des charges à l’état 
stationnaire dans l'expression de la polarisation, on a: 


mY | 
e — 1 + 4nx = 1+4n 2 N'ieifs = — n?(1—ix)*. (74.43) 
Egalons les parties réelles et imaginaires de deux derniers membres 
de (74.43): 
; e 
n2(1—x2) = 1+ 4x 2 Ni fi X 
ie cos p— bo sinqu 


CT a sin 4 + bo cos pr 
&9, —@?]? + b/uw° 


(74.44) 


Qn2x = 1+47 D Ni 27 if, (74.45) 


En résolvant le is l'équation de on arrive aux 
expressions de n et de nx. On peut constater qu'effectivement ces 
grandeurs dépendent de la fréquence. Remarquons que la forme de 
l'expression de n et de nx en fonction de la fréquence que nous a 
fournie la théorie électronique classique resterait valable si on avait 
effectué le calcul de la polarisabilité des atomes en tenant compte de 
la théorie quantique ; seul le sens de la grandeur f, en serait modifié. 
Dans le cadre de la théorie électronique classique f, représente 
le nombre d'électrons se trouvant dans un état donné dans un atome, 
tandis que dans le cadre de la théorie quantique on devrait remplacer 
f. par la grandeur 


fn = 2eme 2m op (74.46) 


qui s'appelle force de l'oscillateur correspondant à une transition 
Er En; Om = 22 


5 din est l'élément matriciel du moment 


dipolaire (d = er) de l’atome, induit par le champ. On obtient alors, 
tous calculs faits : 


& n° (0) =1 + ET D w) ET | (74.47) 
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où w!, est la probabilité de ce que l'atome se trouve dans l'état £,: 
E 


w, — e ÀT, L'expression (74.47) a été obtenue sans tenir compte de 
l'amortissement des oscillations. La comparaison de (74.47) et 
(74.44) montre que la variation de n° en fonction de la fréquence, que 
ce soit dans la théorie classique ou dans la théorie quantique, reste 
la même. 

Si on voulait utiliser l'expression de n (w) en tenant compte de 
ce que les électrons de conduction sont des particules quasi libres, 
on devrait poser y — 0 et donc w, — 0. Admettons pour simplifier 
que  — 0 et considérons tous les électrons de conduction comme 
identiques ; les équations (74.44) et (74.45) deviennent alors: 


c pt =1—A=C, 


n?(1— x?) = 1 — 


m* 
__ 4no 1 | 
(4= Re): (74.48) 
D NE RER CLR © (74.49) 


La solution de ce système d'équations est 


(74.50) 


à 
a  ————— 9 
C 4B° 


a) E[y/1+ 5 11. (74.51) 


Comme aux fréquences élevées À & 1 et B & 1, on obtient: 


B 2nob 1 E 
he = (1) © @? + b° ’ (14.92) 
B œm— 
C 2B*° 
V <[1++..1) 
7 2 _— A 270 1 
Le coefficient d'absorption « sera alors égal à: 
An Bx?ob 1 4nob 1 
== ot cm) we (74.54) 


Comparant] (74.54) à (74.32) on voit aussitôt en quoi elles se 
ressemblent et en quoi elles diffèrent ; la théorie phénoménologique 
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de Maxwell donne: 


sos ee — (74.55) 
c Ve 
tandis que la théorie électronique fournit : 
4no  b 1 
DRE 0 ut” (74.56) 
Leur rapport est : 
A — (74.57) 
Œphén (D ot 


Lorsque w° < b* le coefficient d'absorption devient indépendant 
de la fréquence et égal à: 
4no À = 
= : (74.58) 
Puisque pour les grandes longueurs d'onde la théorie électronique 
de Lorentz doit se réduire à la théorie de Maxwell, ce qui revient en 
somme à remplacer & (w), u (w), o& (w) par leurs valeurs statiques, 
on peut obtenir une estimation de b: 


b{)=Ve; b=— IL (74.59) 
Portant cette valeur de b dans (74.56) on a: 
4no Ve 4 __ 4äno Ve 
ET e Ut  ,, 2 € eut (00) 
MT 


Nous voyons donc que lorsque &° & b° — ai le coefficient 


d'absorption de la lumière par les porteurs de charge libres ne de- 
pend plus de la fréquence (ou de la longueur d'onde) du rayonne- 
ment incident et prend une valeur constante égale à: 


“40 4ne” (T) 
= —_—— — p. 74.61 
cVe c Vem* P À ) 


La valeur de la section efficace d'absorption par les électrons 
peut être évaluée comme suit: posons (t) & 10-%s, e — 10, m* — 


= 10-*g; on obtient © — 3.10-15cm°. Si la concentration des 
électrons ou des trous est p — 10!°cm#, œ = 30 cm}; si p — 
= 101 cm, & — 30 000 cm1. 

Dans le cas où &®°? © b* le coefficient d'absorption doit selon 
(74.56) être fonction de la longueur d'onde: 


4no b 1 4nO ge 1 eg À? 
= tous to we ans (7462) 


a = Xp = 
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Donc aux fréquences élevées & — À° avec «a << &, puisque &° © — mi 


Calculons la pulsation limite pour laquelle la relation & — 
se réduit à &œ — À°. Commençons par exprimer «& en termes de &,: 


gore = Go mrqan  (74.63) 

La pulsation limite peut être définie par la condition &« — D 
donc Wiim — 0°, soit 

Ojim =D — Ve - (74.64) 


(T) 


Pour it) = 10-$ 5, 8 — 10, om 3-10 s-1 et donc Aim = 
2xc 3-1010 


=. — Tags — 0,3-10* cm = 63 p. 
Avec (74.64) et (74.63) on peut exprimer « (4) en termes de Aifm: 
Om rs 
a = = GR ar = Go ETS : (74.65) 
Comme, d'autre part, «, dépend de a: 
4ne 
= ; 74.66 
Œo : Ve HapP ( ) 


au lieu d'estimer des valeurs de & et de (t}), il est souvent préféra- 
ble d'utiliser les valeurs expérimentales de u4 et obtenir ainsi des 
résultats plus sûrs. 

A la différence de la théorie phénoménologique de Maxwell, la 
théorie électronique conduit à une relation quadratique entre le 
coefficient d'absorption et la fréquence; d'autre part il s'avère 
dépendre de la mobilité ou du temps de relaxation moyen. On doit 
remarquer cependant que lorsque les porteurs de charge libres absor- 
bent l'énergie du rayonnement incident, il se produit une transition 
des particules d’un niveau à un autre ; on peut donc s'attendre à ce 
que la relation entre le coefficient d'absorption et la longueur d'onde 
soit différente selon le mécanisme de diffusion dominant. 

Considérant l'interaction des porteurs de charge libres avec les 
photons, on ne doit pas perdre de vue qu’une particule libre ne peut 
absorber un photon, puisqu'il est impossible de satisfaire simultané- 
ment aux lois de la conservation de l'énergie et de l'impulsion. 
L'absorption de la lumière par les porteurs de charge libres s’effec- 
tue avec la participation du réseau cristallin et de ce fait les proces- 
sus de diffusion des porteurs par les défauts du réseau jouent un rôlo 
fort important. En tenant compte du mécanisme de diffusion, on 
arrive à des relations différentes entre le coefficient d'absorption et 
la longueur d'onde. Ainsi, lorsqu'un seul mécanisme de diffusion 
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est actif, on a dans le cas d’un gaz non dégénéré : 
a — ÀP, (74.67) 


où p peut prendre les valeurs _ et , Suivant que la diffusion est 


due aux vibrations acoustiques, aux vibrations optiques ou aux 
ions d’impureté. Ces valeurs sont indiquées pour les bandes de forme 


20,0 


15,0 


CAT: 6,0 70 80 90 #0 À,p 


Fig. 109. Spectres d'absorption par des porteurs de charge libres dans le cristal 
de tellurure de cadmium pour différentes concentrations des porteurs (en cm”): 


1—1,2°1017; 2—1,5-1017; 
3%— 2,0-1017; 4 — 3,5-1017 


parabolique et le gaz électronique non dégénéré. La dégénérescence du 
gaz électronique entraîne une certaine diminution de l’exposant p, 
tandis qu'un écart à la forme quadratique de la loi de dispersion 
(donc à la structure de bande standard) donne lieu à l'augmentation 
de l’exposant. Les calculs qui furent entrepris en considérant des 
photons d’assez grande énergie how >> AE, ont montré que p était 
égal à 1,66; 2,83 et 4,21 dans le cas d une diffusion par les vibrations 
acoustiques, les vibrations optiques et les ions d’impureté respecti- 
vement. Si la diffusion des porteurs de charge est assurée par deux 
ou plusieurs mécanismes différents, le spectre d'absorption par les 
porteurs de charge libres devient fort complexe. La fig. 109 repré- 
sente les spectres d'absorption par des porteurs de charge libres dans 
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le tellurure de cadmium, obtanus expérimentalement. On peut y voir 
qu’à mesure que la concentration des porteurs croît, la pente des 
droites augmente, ce qui est l'indice d’une contribution croissante 
des ions d’impureté. On observe un comportement analogue lors 
d'un abaïissement de la température. 


$ 75. La résonance de cyclotron 


Pour établir la relation entre & et À nous avons fait appel à la 
théorie de la dispersion pour les atomes en posant que w, — 0. On 
peut cependant arriver au même résultat en procédant d'une manière 
toute différente, en remarquant que la conductivité doit dépendre 
de la fréquence du champ électrique de l’onde incidente. 

Désignons par v la vitesse du mouvement ordonné des porteurs 
de charge ; les variations de cette vitesse ne peuvent être dues qu’à 
l'action de la force appliquée extérieure et des collisions que subis- 
sent les porteurs de charge. Si nous désignons par + la valeur moyen- 
ne du temps au bout duquel la vitesse du mouvement ordonné devient 
nulle, l'équation de mouvement s'écrira : 


dv _ÆE NV. (75.1) 


Le premier terme du second membre de cette équation représente 
l'accroissement de vitesse par unité de temps dû à l’action du champ 
E, le deuxième terme détermine la perte de vitesse par unité de temps 
du fait des collisions. Nous avons déjà maintes fois utilisé des rela- 
tions de ce genre. A l’état stationnaire qui s'établit en présence d’un 
champ appliqué constant on doit avoir: 


eE v 
m® + = 0, (75.2) 
d'où 
v=T E=E. (75.3) 


Supposons maintenant que le champ appliqué soit alternatif. 
Puisque tout champ variable peut être représenté par une superpo- 
sition d'oscillations harmoniques, on posera que: 


E = Eeivt (75.4) 
et donc 
dv eE v 
= ei | (75.5) 


La solution générale d'une équation homogène caractérise le proces- 
sus de l'établissement d'un état stationnaire. En admettant que { © + 
on peut trouver l'état de mouvement stationnaire caractérisé par une 
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solution particulière d'une équation non homogène. L'état de mouve- 
ment stationnaire correspond à des oscillations forcées dont la pulsation 
est égale à celle de la force perturbatrice, ce qui conduit à poser: 


v (t)= voeit. (75.6) 
Portant (75.6) dans (75.5) et simplifiant par et, il vient : 


10Vo = —<57 E— 2, (75.7) 
soit 
(2 PA 1— itw > 
V = ——— —=Uu- CE E,, (75.8) 
: ( tw+ +) LS 
et on en tire: 
; É] 
VO=- hr ira] Egeiot= LÉ [E |. (4759 


En multipliant v (f) par la charge des particules et par leur concen- 
tration p, on détermine la densité _ courant : 


: Ep 
= [ E— (75.10) 


Le courant défini par (75. 10) comporte deux composantes: le 


terme qui est proportionnel à E (partie réelle de v,) représente le 
courant ohmique : 


. eitp 
avec 
e°Tp 1 (a 
sie) m* À Fours — 1 Fur : (75.12) 


La deuxième composante qui est proportionnelle à est le courant 
dit de polarisation : 


= UE à (75.13) 

la polarisation x étant égale à 
. 7 ep 
K = TTL (75.14) 
On tire de (75.14) une expression de la constante diélectrique : 
_ _4__ ___ 4ne*?p 4n00T 

E (0) = 1 + 4nx = 1 CITES Hurt] lit (75.15) 

En posant € — 0, on détermine une certaine pulsation sritique «. : 
: 


Oer = — AO GT — 1. (75.16) 
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Si © > &cr, € > 0 et n est une quantité réelle, donc, conformément 
à (74.32), le coefficient d’absorption peut être mis sous la forme: 


_ 4no] an Co ue 409 Le 
BE pute © we (19.417) 
€ 1 WT: 


On retrouve le résultat &« — À. Si © < er, 8 << 0, n est une quan- 
tité imaginaire, et l'absorption doit alors être importante: 


31 47007 
(9 4 7 Trot —1. (75.18) 


= 


Nous arrivons ainsi à une conclusion inattendue, à savoir: dans 
le domaine des fréquences « basses » le coefficient d'absorption est 
inversement proportionnel à la longueur d'onde et l'absorption y est 
donc forte. Aux fréquences élevées &« — À° et l'absorption est rela- 
tivement faible. Déterminons l'ordre de grandeur de la pulsation 
critique ; conformément à (75.16) on a: 


or = + Vanor—1=)/ EPL. (75.19) 


On ne peut définir une pulsation critique que si la concentration 
des porteurs de charge est importante: 


m* 


P>-x (75.20) 


Posons + — 10-85 s et m* — 10-*7 g. On trouve: 


10-27 


P>ponte sion © 3,510 em. 


Si la concentration des porteurs de charge est plus petite, la pulsa- 
4te?p 
m*® 
510% s-1, et se trouve donc dans le domaine de l'ultraviolet. 
Lorsque w > «cr, l'absorption est faible, et effectivement l’absorp- 
tion des radiations du domaine de l’ultraviolet par nombre de métaux 
est faible. Pour w& << or les métaux absorbent très fortement toutes 
les radiations. Pour les semiconducteurs la pulsation critique peut 
être absente et une forte absorption du type « métallique» ne s'y 
manifeste donc pas. L’absorption normalement observée est celle 
correspondant à l'équation (75.17), donc proportionnelle à A2. 
Puisque selon (73.4) le coefficient de réflexion dépend des valeurs 
des indices de réfraction et d'absorption, leur forte variation au 
domaine des pulsations critiques donne lieu à une brusque variation 
du coefficient de réflexion. À mesure que l’on diminue la fréquence 
des radiations incidentes en s’approchant de la pulsation critique, 


tion critique n'existe pas. Pour les métaux «ec, — 
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le coefficient de réflexion tend pratiquement vers zéro, puis croil 
rapidement (fig. 110). Cet effet désigné sous le nom de réflexion de 
plasma permet de déterminer la masse effective des porteurs de 
charge libres. On ne peut observer l'effet de réflexion de plasma que 
si la concentration des porteurs libres est suffisamment importante. 


R, Je 
70 


60 


30 


5 10 15 20 A, 
Fig. 110. Réflexion de plasma dans le cristal de séléniure de mercure 


Passons maintenant à l'étude de l'absorption de l'énergie d’une 
radiation incidente par les porteurs de charge libres d'un semicon- 
ducteur qui se trouve soumis à un champ magnétique constant d'in- 
duction B. Compte tenu des effets dus aux collisions, au champ électri- 
que et au champ magnétique appliqués, l'équation de mouvement 
des porteurs de charge s'écrit : 


LAS 
ôt 


Eo tot 
eo TT 


2 (vB]-—<. (75.21) 


La solution correspondant à l’état stationnaire du système est de la 
forme (75.6), mais l'expression de l'amplitude des oscillations se 
distingue maintenant de (75.7): 


eE 


m 


e 
m* 


Ve = + (VOB — © (75.22) 
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Récrivons cette dernière équation de la manière suivante: 


— __UEo pe 
Vo— LIOT u 4 + iot (75.25) 
En posant pour simplifier l'écriture: 


1—+ {ot 1 +Hiwt 


la solution de l’équation vectorielle (75.23) devient conformément 
à (37.27) et (37.32): 
_ At{Agl+o(Ag) 
Vo = T7 AE e (75.25) 
Nous ne considérerons que le cas de champs transversaux, puisque 
pour un semiconducteur à masse effective scalaire, les processus 
sont identiques, que le champ magnétique soit appliqué ou qu'il 
soit nul. On écrira 


= — (75.26) 
A+ ton [14 | Atom | 1 + | 


Le vecteur vitesse des particules comporte donc une composante 
longitudinale vll et une composante transversale vi par rapport au 
champ électrique. L'’absorption de l'énergie est alors due au travail 
que fournit le champ électrique pour déplacer les particules chargées. 
Il ressort de (75.26) que la composante transversale de la vitesse ne 
donne lieu à aucune perte d'énergie ; aussi suffit-il de ne considérer 
que la composante longitudinale de la vitesse: 


1 +i 
Vo=UEs FE a — — 
[ «4 -- lt)“ + PL Be | 
[1 + (@2+ &°) 12] + dot [(W£ —&?) 12 — 1] 
—HËG [1 + (02 — ©?) T?J° + 4w2t? ’ (75.27) 
He 
C— m* e 


De même que dans l'expression (75.10), la partie réelle de (75.27) 
est liée à l'existence d’un courant de conduction et la partie imagi- 
naire à l’existence d'un courant de polarisation. On tire de (75.27) 
l'expression suivante de la conductivité électrique: 


1+ (02+ &°) + 
RP TEE) PP Hu 
Dans le cas où B — 0, w, = 0 et l'expression (75.28) se réduit à 
(75.12), la relation & (w) est alors, conformément à (74.34), du type 


(74.65). Sans nous occuper de ce cas particulier, voyons ce que de- 
vient la relation entre & et «© que l’on tire de (74.34) et de (75.28) 


(75.28) 
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lorsque B Æ 0. Posons 


… 4700 


=: (75.29) 
la relation a (w) s'écrit alors: 
1+ (@£ + w) t° 
[e 2 (w) == RTE TS ETES EE NT CE . (75.30) 


Analysons cette dernière expression pour quelques valeurs des 
paramètres qui y figurent : 

1) wft® © 1. L'expression (75.30) se laisse alors simplifier en 
procédant de la manière suivante: 

pour des fréquences basses (© < w.): 


o?t° Œo 
@ (0) À or = DE = BE? (75.31) 
pour des fréquences élevées (© © &.): 


w2r? 
a (0) = & ee = (75.32) 


Dans le cas où w Ææ o, le coefficient d’absorpton atteint sa plus 
grande valeur : 


a (&) & +. (75.33) 


Tout ceci nous montre que l'absorption de la « lumière» présente un 
caractère de résonance. La résonance se manifeste d'une façon d'autant 
plus nette que La condition @ît? © 1 est mieux satisfaite. Le sens de 
cette inégalité est tout simple: pendant la durée de son libre par- 
cours la particule effectue plusieurs rotations, et plus le nombre de 
tours qu'elle effectue est grand, plus la résonance est aiguë. L'effet 


d'absorption des radiations que l'on observe lorsque © & ©, = 


est appelé effet de résonance de cyclotron et w, s'appelle la pulsation 
de cyclotron. 

2) wËt® € 1. Pendant la durée de son libre parcours la particule 
n'effectue qu’une fraction de tour d’une rotation. 

Dans le domaine de fréquences élevées (&6°t? © 1) on a 


T° Go 


Dans le domaine des fréquences basses (ot? < 1): 
a (o) & &o. (75.35) 


Donc lorsque w£t® € 1, on n’observe aucun effet de résonance. La 
fig. 111 représente la relation & (w) correspondant à trois valeurs 
différentes de w,.t = uB. Pour procéder à une étude expérimentale de 


37—-0898 
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a résonance de cyclotron on choisit une radiation d’une fréquence 
déterminée et on arrive à la résonance en faisant varier l'intensité 
du champ magnétique (ou, ce qui revient au même, en faisant varier 

&.). Une fois w. déterminée, on 


œ/Xo) peut calculer la valeur de la masse 
/ effective des porteurs de charge 
m*. La résonance de cyclotron per- 

/ met d'obtenir des données relatives 


à la masse effective même dans 

les cas où celle-ci est un tenseur. 

La fig. 112 représente les pics d’ab- 

2 sorption qui ont été relevés sur 

du germanium (l'absorption est 

0 1 7 ” {a donnée en unités relatives arbi- 
traires). La résonance de cyclotron 

Fig. 111. Résonance de cyclotron: peut s'expliquer par un effet de 
Dowt=0,2; 2@t=1;3@t—2  quanlification de l'énergie des élec- 
trons et des trous soumis à ]’ac- 

tion d’un champ magnétique, qui donne lieu à l'apparition 
de niveaux de Landau. La distance entre ces niveaux est égale à : 


ho, = À°B (75.36) 


m* ° 


Lorsque l'énergie d'un photon fiw est exactement égale à la distance 


| 
1 


Puissance absorbée, unites 
arbitrares 


AN 


0 {000 2000 3000 4000 5000 
Zntensiteé du champ magnétiqueG 


Fig. 112. Pics d'absorption observés lors d'une résonance de cyclotron dans le 
germanium 


de séparation de deux niveaux de Landau voisins 
ho — ho,, (75.37) 


le photon peut être absorbé. On remarquera que l'égalité (75.37) 
est la condition même de la résonance de cyclotron. 
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Pour illustrer les calculs présentés dans les $$ 74 et 75, exami- 
nons quelques données expérimentales. La fig. 113 représente la 
variation du coefficient d'absorption du silicium dans le domaine 
des longueurs d’onde comprises entre 1 et 2,5 u. La brusque décrois- 
sance de & à proximité de À Æ 1,1 u doit être attribuée à une dimi- 
nution de l'absorption intrinsèque et l’apparition d’un effet d’ab- 
sorplion par les porteurs de charge libres (partie de droite de la 
courbe en pointillé). Le cristal à l'étude fut alors soumis à une irra- 
diation par neutrons, ce qui fit décroître sa conductivité et nous 
constatons que l’allure de son spectre d'absorption s’est modifiée en 
conséquence. 

La fig. 114 représente les courbes d’absorption d'un monocristal 
de tellure. En abscisse on indique le logarithme du nombre d'onde 


v = À71 (103 cm”). On voit nettement que dans l'intervalle de 300 
à 2000 cm” le logarithme du coefficient d'absorption varie linéaire- 
ment avec le logarithme du nombre d'onde. On observe d'autre part 
que le coefficient d'absorption croît avec la température, la crois- 

ne de celle-ci augmentant la concentration des porteurs de charge 
ibres. 

La fig. 115 représente l'absorption par des trous libres injectés 
dans un cristal de germanium de type #7. L'’absorption par les por- 
teurs de charge libres peut être mise à profit pour l’étude de proces- 
sus hors d'équilibre dans les contacts. 


Résumé des $$ 74 et 75 


1. L'absorption de l'énergie des radiations incidentes par les 
porteurs de charge libres provient de ce que le champ électrique de 
l'onde donne naissance à un courant de conduction, dont la circula- 
tion se fait aux dépens de l'énergie de l'onde qui se dissipe ensuite 
par effet Joule. Le coefficient d'absorption est proportionnel à la 
conductivité électrique : 


4 = 
We 0 (79.1r) 
2. On peut établir la relation existant entre le coefficient d'ab- 
sorption et la fréquence de la radiation incidente soit en faisant 
appel à la théorie de la dispersion, soit en tenant compte de la varia- 
tion de la conductivité avec la fréquence. Dans les deux cas la dé- 
pendance du coefficient d'absorption de la pulsation est : 


O0 im 
Om + 0° ? 
ce qui signifie que dans le domaine ©? < &im & — & et dans celui 
où &* À &@iim, & décroît suivant la loi &« — w”?. Le sens physique 


de &©iim dépend de la théorie de base utilisée, mais dans tous les 
CAS Ojim dépend du temps de relaxation. 


(75.2r) 


37* 


| (avant ltr- 
| radiation) 


Coefficient d'absorption, cm”! 


2 JS 


/ 2 
03 05 7! 
Nombre d'onde, 103cm”! 


Fig. 114. Influence de la tempéra- 
ture sur l'absorption de la lumière 

ar les porteurs de charge libres 
ds un monocristal de tellure 
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Fig. 113. Influence de l'irra- 

diation par neutrons d'un 

cristal de silicium de type 
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Fig. 115. Absorption de la lumière 
par les trous injectés dans un cris- 
tal de germanium de type n 
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3. Lorsqu'on soumet un Semiconducteur à l’action d’un champ 
magnétique, sa résistance croît et l'absorption par les porteurs de 
charge libres doit décroître. La relation a (w) est de la forme: 


4Teup 1+(@Ë + uw?) +? 


FO en TUE) PRE 


(75.3r) 
p étant la concentration des porteurs de charge libres et n l'indice de 
réfraction. 

4. Lorsque la pulsation des radiations incidentes est égale à la 
pulsation de cyclotron w. on observe un accroissement notable du 
coefficient d'absorption par rapport aux valeurs qu'il prend pour 
toutes les pulsations w == w.. C’est l'effet de la résonance de cyclo- 
tron ou diamagnétique; on l’observe nettement toutes les fois que 
la particule fait d'au moins un tour pendant son temps de relaxation. 
Plus l’inégalité w.°t* © 1 est accusée, plus la résonance est nette. 
Du point de vue des conceptions quantiques, la résonance de cyclo- 
tron résulte de ce que l'énergie des particules se trouvant dans un 
champ magnétique est quantifiée. Les photons ne sont absorbés que 
si la distance entre les niveaux de Landau est égale à leur énergie: 


ho = fo,; © = ©. (75.4r) 


L'étude expérimentale de la résonance de cyclotron permet de déter- 
miner la valeur de la masse effective m* mais exige d'effectuer les 
mesures à la température de l’hélium liquide. 

5. Lors de l’absorption de la lumière par les porteurs de charge 
libres il se produit un échange d'impulsion entre ceux-ci et le réseau, 
et la valeur du coefficient d'absorption dépend donc du mécanis- 
me de diffusion des porteurs de charge. Dans les cas où la diffusion 
est déterminée par les vibrations acoustiques, les vibrations optiques 
du réseau ou par les interactions avec les ions d'impuretés le coeffi- 
cient d'absorption est proportionnel respectivement à À%?, A%% et 
À7/2, si le semiconducteur possède une structure de bandes standard 
et si les porteurs de charge forment un gaz électronique non dégénéré. 
Si le gaz électronique est dégénéré, ou si la structure de bande n'est 
pas standard (loi de dispersion non quadratique), l’exposant devient 
plus grand. 


$ 76. L’absorption intrinsèque de la lumière 


Pour une étude de l'absorption intrinsèque des radiations lumi- 
neuses nous utiliserons la théorie de perturbation. La perturbation 
considérée est l'énergie d’un électron placé dans le champ d'une 
onde électromagnétique, que l’on caractérise par l'intensité du 
champ électrique E et par l'induction du champ magnétique B. Il est 
parfois commode de remplacer ces deux grandeurs par une seule, à 
savoir le potentiel vecteur A (r, f), puisqu'on dispose des relations 
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bien connues : 


1 OA = 
E =: (76.1) 
B — rot A. (76.2) 


L'hamiltonien de l'électron se trouvant au sein d’un corps cristallin 
et soumis à l’action du champ des radiations s'écrit dans l’approxi- 
mation de la masse effective [voir (23.29) et (23.11)] : 


: 2 ihe ile ,. e=A° = 
H — nm Le CPC (AV) À 5e div À Fonte | (76.5) 
En ne considérant que des flux lumineux faibles, tels que ceux 
produits par les sources de lumière usuelles, on peut négliger le 
dernier terme en A° devant le terme linéaire *). 
En remarquant que le potentiel vecteur doit satisfaire à la con- 
dition de Lorentz: 


div A=0, (76.4) 
nous pouvons tirer de (76.3) l'opérateur perturbation : 
£ 7 AV 1 . = 
W= (AV)= —< (A, —+ ) = —+(Aÿ), (76.5) 
où j est l'opérateur densité de courant : 
Fev 7 v. (76.6) 


L'hamiltonien des électrons d’un semiconducteur soumis à l’action 
d'un flux lumineux s'écrit donc: 


H = Ho+ W= —- A+ W. (76.7) 


Nous avons indiqué au $ 55 que toute perturbation induit des transi- 
tions d’un état à un autre. Considérons un état donné de la bande de 
valence, caractérisé par l’énergie E, (k,) et la fonction d'onde corres- 
pondant WYix, (r, £): 


{ _; Ei(ki)t 
Vins (r, = rene h. (76.8) 
> 
Considérons d’autre part un état dans la bande de conduction caracté- 
risé par l'énergie E: (k:) et la fonction d'onde Wow: (r, t): 
1 _ ; Estka)t 
Yon (r, À) = — eine LE (76.9) 
LE 
*) On ne devra tenir compte du terme en A° que lorsque le semiconducteur 


est soumis à des flux lumineux puissants produits par des lasers; on aura alors 
à traiter des transitions avec deux photons. 
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Pour pouvoir calculer la probabilité de transition d'un état à 


l’autre, on doit se fixer une perturbation, soit W = W (r, t). On pose 
que le potentiel vecteur se présente sous la forme d’une onde plane: 


A(r,t)= Aeilet-@n], (76.10) 
Avec (76.5) et (76.10) l'opérateur perturbation devient : 
: eh eh : me 
W + (AV) = = eilut-(un)] (AV). (76.11) 


A l’aide des fonctions d'onde Vins (r, €) et ox. (r, t) déterminons 
l'élément matriciel de W: 


Vik: (r, t) W (r, t) V'2ko (r, t) dx = 
(LS) 
4 —(Eiky)-Ekd +ho]t 
= x 


ieh 


X ms L e- ikine—i@n (AV) er) dry — 


__ QE - Eat +holé 


L£ 1 
(—1) 7e (Ak:) 75 X 
x | e-iGuit+g-k2, r) Jr — 


QT LEsGl) — Eatkea)-+h]t 


hi 
Fe = (Ack2) 


C 


Gxrrex (7612) 


L'élément matriciel n'est donc différent de zéro que lorsque 
k, + g = ko, (76.13) 


ou bien 
P, = P, + ñg. (76.14) 


Ceci montre que lors de l'absorption de la lumière la loi de la conser- 
vation de la quasi-impulsion impose que la quasi-impulsion de l'état 
final soit égale à la somme vectorielle de la quasi-impulsion de l'état 
initial et de l'impulsion du photon. 

Dans le cas où k, — 0, k, = g. Cependant ces transitions sont 
impossibles puisqu'on devrait avoir alors (Ack:) — (Ag) = 0 (con- 
dition de l'existence d'ondes lumineuses transversales). La quasi- 
impulsion des électrons possédant une certaine énergie thermique 
est égale à P — V2m*kT. Avec T = 300 °K et m* — 10-27 g, on 
a donc P & 10-* g.cm/s et k & 10° cm-!. Pour un rayonnement 


d'une longueur d'onde À & Âu, g = — = 6-10 cm”, valeur no- 
tablement inférieure à la valeur de Æ des électrons thermiques. On 
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écrira alors en négligeant le terme ñg devant P,: 
P, — P, : ka — k.. (76.15) 


Les transitions de la bande de valence à la bande de conduction qui 
s'effectuent conformément aux règles de sélection (76.15), avec conser- 
vation du vecteur d'onde de l'électron, sont désignées sous le nom de 
transitions verticales ou directes. Chaque électron ayant absorbé un 
photon se trouve transféré d’un point donné de la zone de Brillouin 
dans la bande de valence en un point équivalent de la zone de Bril- 
louin dans la bande de conduction. 

L'élément matriciel de l'opérateur perturbation figurant daus 


(76.12) comporte le terme LE TE Lors du calcul de la 


probabilité de transition par unité de temps ce terme se réduit à une 
fonction Ô (voir $ 55) 


) [E; (k;) — Es (ke) + ko] 


qui caractérise la conservation de l'énergie dans le processus d’ab- 
sorption de la lumière: 


Ea (ke) = Ei (ki) + ño. (76.16) 


D'après l'équation (55.23) la probabilité de transition par unité 
de temps d’un électron renfermé dans un volume unité de l’espace 
des k, dans un volume unité de l’espace des k, doit être égale à 


w(ks ke)= er (Ackr)? Ô Es (ks)— Es (ke) + RO] Ont, ve 
(76.17) 


En admettant dans ce qui suit que les lois de la conservation de 
l'énergie et de la quasi-impulsion sont respectées, nous pouvons 
négliger les fonctions Ô. Exprimons la probabilité de transition élec- 
trouique (76.17) en termes du nombre de photons traversant le 
semiconducteur. On notera que la densité moyenne de l'énergie des 
radiations est égale à 5 (la densité instantanée est ER = 


2 = 
= ) le flux d'énergie est égal à c = , n étant l'indice de réfrac- 


tion du matériau considéré et— la célérité des radiations dans ce 


matériau. En divisant le flux d'énergie par l'énergie d'un quantum 
on obtient la valeur du flux des photons: 


Les (76.18) 


17 n8xhw 


Pour exprimer la probabilité de transition électronique en termes du 
flux de photons, on commence par exprimer A° en termes de ce 
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flux g. Ecrivons la relation entre A, et E,: 


4 9A Lo . _ 
E= <= —-" Aeilot-(r] = 
: T 
— Lo QE ST, (76.19) 
d'où 
Eo= <- Ao = SA (76.20) 
On tire de (76.18) et de (76.20) : 
ceESs _ eAîw : 
Ter — BR d (16.21) 
soit 


A = UE 9. (76.22) 
La probabilité de transition (76.17) devient alors: 
2 MS 

w(k, ke) PER oO À (O—(AÀ, k:)). (76.23) 


cem*2 
Le passage d'un électron d'un état à un autre ne peut se réaliser que 
par absorption de photons, et de ce fait w (k,, k.) représente la pro- 
babilité d'absorption des photons. Or, comme celle-ci est proportion- 
nelle au flux de photons q, la section efficace d'absorption d'un flux 
ne comportant qu’un seul photon par un seul électron sera égale au 
quotient de w (k., k.) par le flux g: 
2e2nk2 
LAN 1612h°e°nk cos? 6 : (76.24) 


| 8 PR — 
427 q cem*2 


Pour fixer l’ord e de grandeur de la section efficace d'absorption 
d'un flux de photons isolés par un électron, posons m* = 107? y, 
ez 16,n=4,k: = 108 cm1, et si wo = 104s-let cos? 6 — +, on 
trouve © = 10-*% cm*. Cette valeur de la section efficace correspond 
à la surface de la section droite d'un électron de la physique classi- 


A 1 à ’ 
que. Dans ce calcul nous avons posé cos? 80 — 7: Ce qui représente 


une valeur moyenne de (cos? 8 ): 
a 21 
n 1 9 Q | TC æ 
(cos* 0) =— | | cos? 6 sin 6 d6 do = 7: (76.25) 
0 0 
Si on rapporte la probabilité (76.23) à un seul photon, qui corres- 
pond à un flux _ , On obtient l'expression suivante: 


c  16n°h°e2k2? cos? 0 - 
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Si ce photon unique doit être absorbé par un seul électron, on devra 


diviser (76.26) par le flux qui correspond à cet électron unique, soit 
1e, la probabilité d'absorption d’un seul photon par un seul élec- 


tron sera donc: 
ph __ 16n°/e? cos® Uk» 
em) 


1765.97) 


Nous pouvons maintenant déterminer le coefficient d'absorption 
u. Un élément de volume dx, renferme dx. (41°) 1/,2 (k2) états 
disponibles et dx. (4n°)-*f; (ke) états occupés. De même, l'élément 
de volume dt, comporte dx, (4n%)-!f, (k,) états occupés de 
dix, (4n)-!f,, (k,) états vacants. Comme les probabilités des transi- 
tions directes et inverses sont égales, on devra lors du calcul du 
coefficient d'absorption tenir compte aussi bien des transitions di- 
rectes que des transitions inverses provoquées par l'irradiation du 
semiconducteur. Nous négligeons les transitions spontanées (transi- 
tions donnant lieu à la recombinaison des porteurs de charge). Le 
nombre de photons absorbés dans l'unité de temps sera égale à 


6g= À À 1 Qi) pe (Xe) a (hs, ke) — 


dty : dty ; 


— 2 (ke) fn1 (Ki) w (ke, ks)] 4% 4ù (76.28) 


Le premier terme du second membre de (76.28) représente le nombre 
de photons absorbés et le deuxième terme, celui de photons émis. 
Dans les conditions usuelles les niveaux d'énergie sont occupés par 
les électrons conformément à la distribution d'équilibre : 


1 
hk)=—-F— #1; fe(E)&0:; ) 
TT + 
° 4 . (76.29) 
Înk)=—— & 0; Îp2 (E2) & 1. 
e RT 14 


Ces expressions montrent que la bande de valence est pratiquement 
entièrement occupée et la bande de conduction est pratiquement vide; 
on pourra donc ne pas tenir compte des transitions inverses (si ce- 
pendant on crée dans un semiconducteur une population inversée des 
niveaux d'énergie, l'expression (76.28) prend une valeur négative 
et le semiconducteur au lieu d'affaiblir le flux de radiations le ren- 
forcera). En multipliant (76.28) par fw on obtient la quantité d'éner- 
gie absorbée dans l'unité de volume du semiconducteur par unité de 
temps. 

Or, selon (73.6) le coefficient d'absorption «a représente précisé- 
ment la quantité d'énergie absorbée par l’unité de volume dans l'unité 
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de temps: 


— ôqlrin 


ee + (76.30) 


L'intégration de (76.28) effectuée en tenant compte de (76.23) et de 
(76.17) conduit à: 


_ h°e°n 
7 mocem*? 


| cost0.k,6(E,(k+)—Ec(ke)+hu)dme. (76.31) 


Vo 


Comme E3 — E, + Mw, on peut rendre «a indépendant de £;,, Ea 
et de k°. On notera d’autre part que la valeur de la masse effective 
figurant dans toutes les équations de (76.1) à (76.31) est la masse 
effective de l'électron se trouvant dans la bande de valence, autre- 
ment dit, la masse d’un trou. Exprimons k° en fonction de « : 


hr LT . " 
2m? 2m 


=E£E,—-EËÉ.-=E,+ho—E,—- 


(76.39) 


Pour k; = k, ceci donne: 
6 (Es (Ks)— Es (ke)-+ ho) = 6 (E,— LÉ —E.— + ho) — 
Pp 


2m 2m} 
= à ((ño— AE) — me }: (76.33) 
où 
med = Fate (76.34) 
| mat me | 


est la masse effective réduite des électrons et des trous. En tenant compte 
de (76.33), l'expression du coefficient d'absorption devient mainte- 
nant : 


aceume* 3 


= K45 (uw — AE — me) dks. (76.35) 


h°en 47 ( 
0 
Le facteur = apparaît du fait que l'intégration s'effectue par rapport 


aux angles polaires, évalués par rapport à la direction du potentiel 
vecteur. Pour effectuer l'intégration on posera: 


21.2 2 1/2 
Pine (Re) Ten non 


ce qui donne 


2m*.a \ 9/2 
kdl = + ( ie) z3/2 dx. (76.37) 
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L'intégration est maintenant facile à faire: 


LE ( red le x3/26 (hw— AE, — x) dr — 


hr? 


hk? 

En portant (76.38) dans (76.35), on obtient 
de 4 (2e) (pu — ER = 
EC — AE, )3/2 — 


kh° 


mes 9/2 
+ | +) (io— AE)? (76.38) 


2 (2m* 39/2 se 
RTS (iw— AE,)#2 — 


373 c$w mon 
= À (ñhw— AE,)3/?; 
9 e2 (2m%4)°/° 
3 cho mp°n : (76.39) 


L'expression obtenue montre que dans le cas de transitions interban- 
des directes dans le domaine des faibles valeurs de (fo — AË£,) le 
coefficient d'absorption est proportionnel à (fo — A£Eo)%/°. Lorsque 
ho << AËEo, a = 0, ce qui signifie que l'absorption intrinsèque se 
caractérise par une frontière abrupte du côté des fréquences basses. 
La position de cette frontière dépend de la largeur de la bande inter- 
dite (optique) dans le sens vertical : 


AE he 
Deuil = —— ; À seuil = é (76.40) 
En exprimant la largeur de la bande interdite en eV, la position de 
la frontière d'absorption intrinsèque s’évalue facilement à l’aide de 


la relation suivante : 
scuil AEole\] ‘ 


(76.41) 
I1 ressort de l'expression (76.39) qu’à proximité du seuil d'absorption 
intrinsèque « est proportionnel à la différence entre l'énergie du 
photon et la largeur de la bande interdite élevée à la puissance 3/2. 

La formule (76.39) n'est applicable qu'aux transitions dans des 
semiconducteurs possédant des surfaces d'égale énergie de forme 
sphérique et dont les extrémums se trouvent en un même point, au 
centre d'une zone de Brillouin, par exemple. 

Reprenons maintenant nos calculs en considérant le champ pério- 
dique du cristal. En tenant compte de la relation de Lorentz (76.4) 
l'hamiltonien de l'électron peut s’écrire: 

=" A+U(,r)+ (AV) LE W, (76.42) 


2m9 moc 
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l'opérateur perturbation étant égal à: 


A0 sifot-(er)] (a°p). (76.43) 


moc 


à ile 

W — ce (AV) = — 
Dans cette expression de la perturbation on a fait figurer non la 
masse effective, mais la masse de l’électron libre m,. D'autre part, 
en vue de faciliter les calculs ultérieurs, on y a fait apparaître le 
vecteur unitaire a° pour caractériser la polarisation de l'onde. Le 
calcul des éléments matriciels de la perturbation s'effectue à l’aide 
des fonctions de Bloch: War — eï&r) px (r), le premier indice 
caractérisant la position dans la zone de Brillouin du point considéré 
et le second le numéro de la zone n#. La variation en fonction du 
temps de l’onde de Bloch est analogue à celle de l'onde de de Broglie, 
aussi lors du calcul de la probabilité des transitions électroniques on 
retrouve la fonction Ô qui caractérise la conservation de l'énergie au 
cours d’une transition électronique de la bande de valence à la 
bande de conduction. Sans nous soucier davantage des variations en 
fonction du temps, l'élément matriciel de l'opérateur perturbation 
s'écrit : 


; 7 k 
Wa n'ke —= | e ik: DPAks eh Ag e—i(gr) X 
° ” moc 


i A R 
x (a°V) eik27)Prge dt = — = | e —i(k1r) X 
X Phae 7 #8 (ap) efFQarx, dr. (76.44) 


En remarquant que Var: — ikoŸn, + ei Vox,, il vient: 
theA . 
Was, ne ee | e-ikit+g-ke, nr) x 
X Œnis (a°, ik) Pare OT + 
+ | er ii+e ke, pins (AV) Pnke OT. (76.45) 


Puisque d'autre part |g | < (k,; k2), le premier terme se réduit à: 


eh 
moc 


ki=k:; — 


(Aoko): (76.46) 


donc la même expression que celle que nous avons obtenue en utili- 
sant l'onde de de Broglie. L'égalité k, —k: représente la conservation 
de la quasi-impulsion, ce qui nous conduit à admettre qu'elle est 
également valable pour le deuxième membre de (76.45). En grou- 
pant les deux termes du second membre de (76.45), on adoptera pour 
simplifier l'écriture la notation: 


Pan’ (ke) = | Que (20, — ii V + fke) Mare AT. (76.47) 
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L'élément matriciel de l'opérateur perturbation s'écrira alors : 
P P 


Won nie = Wan (ko)= — #40 pr (ke), (76.48) 


moc 


et l’expression de la probabilité de transition devient: 


2: 2 
us (ka Ke) = EE | Pan (Ka) F Bnn6 LE (k4) — E (3) + Ro]. 
(76.41) 
En admettant que l’extrémum de l'énergie se trouve au point 
— 0 on peut développer P,,: (k.) en série: 


Pan (ke) = Pre TE a (76.50) 


Dans l’approximation de la masse effective, le premier terme de ce 
développement doit être nul, tandis que le deuxième correspond, 
conformément à (76.17), à (a°ikz) — — 


Avec (76.30), (76.28) et (76.22) + ui alors l'expression sui- 
vante du coefficient d'absorption «: 


dT dt 
a= Lio k,) et. 
8rhcn 2x e° 
ne 1 ne | | [Pan (ka) En:0 X 


X [E (ki) RE E (ke) + ho] AP ÉTiez —— 


43 


43 — 


=—— | | Pune (ke) 2 8 LE: (k:)—Eo(ke) io] dr. (76.51) 


Les transitions électroniques sont dites permises si P,, (0) = 0. 
Dans ce cas le coefficient d'absorption est 


e° [Pan _ | 


Ge | 8 [Es (ka) — Eo (ke) + ho] dtu. (76.52) 


FAT se laisse calculer en utilisant les relations (76.33) et 


| 6 LE, (ke) — Es (ke) + RO] tie = 


= fe [(ño—A8)- Pi | Ankdk, = 


© 


on (À ré )” *(tw— AE,)°2. (76.53) 
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Le coefficient d'absorption est donc 
ee Pan (OP  27(2m%ai ” 


RS = ADNUE— 
LE Aicmy un h3 (Aw AE) 
2e° LP: (0) FF (2m # a) /? { 
RE —— _ | ARE _ 1/2 
= ne _ (iw— AË,)1/2 = B(hw— AËE;) 
(76.54) 
avec 
2e? | Pyn (0) Ê (2m%,4) 9° m - 
PT em ee À (76.55) 


Lorsque P,,: (0) — 0, les transitions sont dites interdites. Le 
calcul de a s'effectue alors à l’aide de (76.51), et en tenant compte du 
terme linéaire figurant dans (76.50), on arrive à une expression ana- 
logue à (76.39), avec une valeur différente de la constante À qui y 
figure. Si on fait entrer en ligne de compte les termes de rangs plus 
élevés du développement (76.50), on arrive à une relation telle que 
a = (ñw — AE,)"*l/2, m étant l'ordre de la dérivée de l'élément 
matriciel par rapport au vecteur d'onde. Dans le cas le plus général 
les transitions peuvent être multipolaires, mais leurs contributions 
ne sont pas équivalentes. Pour le démontrer il suffit de calculer le 
rapport des coefficients d'absorption correspondant aux transitions 
permises et interdites: 

œ] 


= A tio— ÂË;) = 


(2m%,.,) m5 (hw — AE) . 
PE UE — (76.06) 
p nn 
Ceci montre que pour toute valeur non nulle de | P,, (0) [*, la forme 
du front d'absorption intrinsèque se trouve déterminée par les tran- 
sitions permises. Cependant à mesure que l'énergie /iw — AE, croît, 
la contribution des transitions interdites croit. Dans le cas des transi- 
tions interbandes directes, la relation entre a et (ho — A£:) est de 
la forme: 
a — Gn (io — AE)", 


: A  , é 7 : : 
oùrest égal à-— età--, suivant que les transitions soient permises ou 


interdites. Le seuil d'absorption œseur1 détermine la largeur optique 
de la bande interdite AE = fioseur1 qui peut dépasser la plus petite 
distance de séparation entre la bande de valence et la bande de con- 
duction, correspondant à la valeur de l'excitation thermique des 
électrons. 

Puisqu'il existe des états dont la distance de séparation est infé- 
rieure à AE°, il importe de savoir si l'absorption de photons d’une 
énergie plus petite que f@seus1 est réalisable. Il est évident que dans 
ce cas-là les règles de sélection (76.13) et (76.14) seront en défaut. 
Cependant la non-réalisation des règles de sélection k, = k, + g ne 
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signifie nullement que la loi de la conservation de la quasi-impulsion 
(ou de l'impulsion) ne soit pas respectée. La transition d’un électron 
de l’état k, = 0 à l'état k, = k, reste possible si la variation de l'im- 
pulsion de l’électron est compensée par une variation de l’impulsion 
d'un phonon. 

Considérons quelques cas particuliers. L'électron occupe initia- 
lement un état k, = 0. Pour le faire passer dans un état ke — O on 
doit lui communiquer une énergie égale à AE. Mais un tel électron 
est un électron « chaud» qui par collision avec le réseau lui cède son 
énergie en donnant naissance à un phonon d'énergie E3 (0) — E. 
et de quasi-impulsion ik — — ñk,, l’électron se trouvant alors dans 
un état Es (ko). L'énergie de l’électron a varié de E2 (ko) — E, (0) = 
= AËET << AE. Cette transition de l'état Æ, (0) à l'état E3 (ko) 
pourrait être décrite par les étapes suivantes: par absorption d'un 
photon d'énergie AËT et d’un phonon d'énergie [AE‘ — AET] l'élec- 
tron passe à l’état E4 (0). Emettant ensuite un phonon d'énergie 
[AE — AET] et de vecteur d'onde k,, l'électron parvient à l'état 
E; (ko). Le résultat net est l'absorption d’un photon d'énergie ho — 
— AEËT. L'énergie (AE9 — AET) requise pour le transfert de l’élec- 
tron est d’abord fournie puis récupérée par le réseau. La transition 
de l’électron s'effectue par un état intermédiaire où un phonon de 
grande longueur d'onde est transformé en un phonon de courte lon- 
gueur d'onde. En résumant : Le transfert d'un électron de la bande de 
conduction à la bande de valence s'effectue aux dépens de l'énergie du 
photon, la variation de son impulsion étant compensée par le réseau 
(phonon). 

Ce schéma n’est pas le seul qui soit possible. En effet un électron 
se trouvant dans un état Æ, (0) peut fort bien absorber d'abord un 
phonon d'énergie (AE° — AET) et de quasi-impulsion #k, et se trou- 
ver dans un état virtuel ; émettant ensuite un phonon de grande lon- 
gueur d'onde d'énergie AE9 — AEËT, l’électron se trouvera dans l'état 
E;, (ko). Une autre voie possible est la suivante. L'électron se trou- 
vant dans l’état Æ, (0) commence par émettre un phonon d'énergie 
AE9 — AET et d’impulsion (—/k,) et passe à un état virtuel; absor- 
bant ensuite un phonon d'énergie AËT il parvient à l’état Æ> (ko). 
Donc la transition d’un électron de l'état Æ, (k,) à l’état £; (ko) 
lorsque k, & 0 et k, Æ k, s'effectue par une série d'états virtuels. 
Pour déterminer la dépendance de a de la fréquence, on doit faire 
intervenir la loi de la conservation de l'énergie et de la quasi-impul- 
sion : 


E, (k:) = E, (k;)+ fo + ROphon: (76.57) 
2 =k; + Khhon: (76.58) 


OÙ &phon» Kphon Sont la pulsation et le vecteur d'onde du phonon 
émis (signe moins) ou absorbé (signe plus). Le seuil d'absorption est 
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défini par la condition: 
LION = E; (k,) — E, (0) + ROphon — AET + RO phon- (76.59) 


Il existe donc deux seuils d'absorption intrinsèque : dans le cas 
de transitions interbandes non verticales, la plus petite largeur opti- 
que de la bande interdite doit être plus petite que la largeur thermi- 
que de la bande interdite AËET, la diffusion étant égale à l'énergie 
du phonon #@;hon- 

Si on suppose maintenant que la perturbation renferme une des 
caractéristiques des phonons, la probabilité d'une transition électro- 
nique sera déterminée d'une part par l'élément matriciel de la per- 
turbation due au champ électromagnétique et d'autre part par l'élé- 
ment matriciel de la perturbation due au réseau. 

Si on suppose que l'élément matriciel de la perturbation due au 
réseau est indépendant de la fréquence du phonon, la dépendance du 
coefficient d'absorption a de la fréquence se présenterait sous la for- 
me suivante: 


a (wo) — (fio — AËT + ROphon)*. (76.60) 
En remarquant que le nombre de phonons est fonction de leur 
énergie et de la température, l'expression de a devient: 


Éte { a AET + hphon)® + (4w—- AET — hwphon)? 
hon _R@phon 
1 ie 


(76.61) 


Le premier terme caractérise le processus d'absorption de la lu- 
mière s'accompagnant d'une absorption de phonons, dont le nombre 


est proportionnel à : le deuxième terme caractérise le 


R&pbhon 

o& AP 1 
processus d'absorption d’un photon s’accompagnant de l'émission 
d'un phonon; la probabilité d'émission d'un phonon est égale à la 
probabilité de ce que l'état oscillatoire considéré n'est pas excité: 


1 1 = 
À — ——_—— — —————— . 16.62 
ROEhon _RODhon ) 
e ÀT _4 NT 


Dans le cas de transitions interdites indirectes l'exposant doit 
être d’une unité plus grand que dans le cas de transitions indirectes 
permises, ce qui revient à remplacer (76.60) par 


œ (6) — (io — AËT + h@,hon). (76.63) 


Comparons maintenant les valeurs du coefficient d'absorption 
correspondant aux transitions directes et indirectes (verticales et 
non verticales). Une transition directe dépend de la probabilité de 
rencontre de deux particules : d’un électron et d'un photon. Dans le 


3$—0898 
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cas de transitions indirectes trois particules : un électron, un photon 


» 


et un phonon doivent se trouver simultanément prêts à entrer en 


hw=4£$ 


a) 


Fig. 116. Transitions directes (a) et indirectes (b) correspondant à une absorp- 
tion intrinsèque de la lumière 


interaction. Il en résulte qu’une transition indirecte est un processus 
moins probable qu'une transition directe et donc Le coefficient d'ab- 
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Fig. 117. Spectres d'absorption du 
germanium et du silicium 


sorption correspondant aux tran- 
sitions directes doit avoir une va- 
leur plus grande que celui corres- 
pondant à une transition indirecte. 

La fig. 116 représente un 
schéma des transitions directes 
(a) et indirectes (b). Les points 
1 et 2 représentent les états vir- 
tuels. En qualité d'exemple on 
pourrait citer les transitions élec- 
troniques directes que l’on obser- 
ve lors de l'absorption de la lu- 
mière par le composé InSb et les 
transitions indirectes que l'on 
observe dans le germanium et 
le silicium. 

La fig. 117 représente les 
spectres d'absorption du germa- 
nium et du silicium. Le seuil de 
l'absorption intrinsèque qui ca- 
ractérise la largeur optique dela 
bande interdite se trouve respec- 
tivement aux points 0,66 eV et 
4,09 eV. Le seuil d'absorption 


est déterminé par des transitions indirectes. Dans la région du 
spectre du germanium voisine de 0,8 eV on observe un brusque ac- 
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croissement du coefficient d'absorption, que l'on interprète comme 
le début des transitions directes, qui sont des processus plus pro- 
bables que les transitions indirectes. Dans le silicium les transitions 
directes n'apparaissent que pour how > 2,5 eV. 

La fig. 118 représente les spectres d'absorption de certains compo- 
sés AUIBV et la fig. 119 les spectres d'absorption des composés 
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Fig. 118. Seuil d’absorption intrinsè- Fig. 119. Seuil d'absorption intrinsé- 
que dans le germanium et les com- que et absorption par les porteurs de 


posés ANT BŸ charge libres dans les composés A!VB Ÿ! 


AIVBYI. Le brusque accroissement du coefficient d'absorption aussi- 
tôt après le seuil de la bande principale est dû à la rapide augmenta- 
tion du nombre de particules susceptibles d’absorber les photons 
d'énergie de plus en plus grande. La fig. 119 laisse apparaître qu'’au- 
delà du seuil d'absorption la valeur de « est déterminée par une 
absorption des radiations par les porteurs de charge libres. 

Une analyse de la forme de la courbe a (w) dans la région voisine 
du seuil permet bien souvent de tirer des conclusions intéressantes 
quant à la structure de bandes du semiconducteur. 

L'absorption intrinsèque provoque une rapide diminution de 
l'intensité lumineuse, puisque le coefficient de l’absorption intrin- 
sèque se trouve compris entre 105 et 105$ cm”. 

En développant la théorie de l’absorption des radiations donnant 
lieu à des transitions électroniques interbandes, nous n'avons pas 
tenu compte de l'interaction coulombienne entre les électrens et les 
trous apparaissant après absorption d'un photon. Du fait de l’attrac- 
tion électrostatique il apparaît un système électron-trou que l’on 
désigne sous le nom d'’exciton. L’exciton se caractérise par un systè- 

CXx 
me hydrogénoïde de niveaux discrets d'énergies Ef* = E, — 25 : 


disposés au-dessous du bord inférieur de la bande de conduction, 
38* 
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comme nous l'avons déjà signalé au $ 27. Selon (27.9), l'état fonda- 
mental de l’exciton se trouve plus bas que £. d’une distance 


13.5 pre 
Ex=(Æ) (eV). (76.64) 

Lors de transitions interbandes directes il se forme à partir de 
l'état k — k, un trou de vecteur d'onde k, — —k,. Puisque l'exci- 
ton se déplace d'un bloc, il est évident que les mouvements de l’élec- 
tron et du trou sont en corrélation étroite et leur vitesse relative est 
nulle. Cela n’est possible que si l’exciton se forme au cours d’une 
transition électronique telle que k, = k,, — 0, donc dans le cas de 
transitions qui se produisent au centre de la zone de Brillouinou, 
dans le cas général, aux extrémums d'énergie. Comme l'intervalle 
énergétique où se trouvent les états donnant lieu à des transitions 
avec formation d'excitons est fort étroit, leur formation se signale 
par l'apparition dans le spectre de bandes d'absorption étroites, 
adjacentes à la bande principale du côté des grandes longueurs d’on- 
de. Un exemple de bandes d'absorption dues aux excitons dans des 
cristaux de CdTe et de CdSe est reproduit fig. 120. 

Dans le tellurure de cadmium on observe la présence d’une seule 
bande caractérisant les transitions à l’état fondamental de l’exciton ; 
dans le séléniure de cadmium on observe la présence de trois bandes, 
correspondant à l'existence de trois branches de la bande de valence, 
dont l’une (bande C) se trouve abaissée de 0,4 eV (du fait de l’inter- 
action spin-orbitale), et les deux autres se forment lorsque la dégé- 
nérescence est levée par le champ du réseau cristallin du séléniure de 
cadmium qui cristallise dans le réseau de la wurtzite. Dans le tellu- 
rure de cadmium la double dégénérescence ne peut être levée par le 
champ du réseau, puisque ce réseau est du type blende et que l’in- 
teraction spin-orbitale correspond à une énergie de 0,9 eV environ; 
la branche C se trouve ainsi disposée dans la région d’une forte absorp- 
tion interbande et sa résolution est de ce fait fort mauvaise. 

L'apparition de bandes d'absorption discrètes et étroites n’est 
pas une seule altération que subit le spectre de l'absorption 
intrinsèque en présence d’excitons. Le calcul montre que l'existence 
des excitons, c'est-à-dire de l'interaction coulombienne entre les 
électrons et les trous doit provoquer une altération de la forme de 
la bande d'absorption intrinsèque. 

Il est bien établi que tout système atomique dispose d’un nom- 
bre infini de niveaux énergétiques discrets, correspondant à un mou- 
vement fini des électrons. Lorsqu'on norme à zéro l'énergie poten- 
tielle des interactions, l'énergie totale à l'infini prend une valeur 
négative. Si la valeur de l'énergie est positive, le mouvement de 
l'électron n’est plus fini, l’atome est ionisé, et le spectre énergétique 
du mouvement libre de l’électron est continu. Ce fait permet de don- 
ner une interprétation de la bande d'absorption intrinsèque selon 


S 76] L'ABSORPTION INTRINSÈQUE DE LA LUMIERE 597 


æ,cm" 
l 2 
10* 9000090 Jooo 
O 
| 
a. 
10° | 
[.] 
10? ÿ o} 
d 
fe 
(e 
0° 
[.] 
° © 
[y 
10 
144 148 152 156 160 hu, eV 
(a) 


050 054 058 0,62 2,66 0,70 À, fl 


()) 


Fig. 120. Seuils d'absorption intrinsèque dans le tellurure de cadmium (a) et 
séléniure de cadmium (b) 
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laquelle cette bande serait due à la transition de l’électron dans des 
états correspondant au spectre énergétique continu de l’exciton. 
La superposition de telles transitions sur les régions discrètes et 
continues du spectre énergétique fait que le coefficient d'absorption 
n'est pas nul lorsque fw — AË,. Les calculs d’ Elliott, de Dexter, 
de Mac Lean et d’autres chercheurs conduisent à l'expression sui- 
vante du coefficient d'absorption pour des transitions interbandes 
permises et directes : 


27e: 2m ed 3;2 à ez 
Fe m£con ( hw | | Pan: (0) [F (EÏ) © Shz (76.65) 
avec 
: | 2= 7 y RE —. (76.66) 
our #w —+ AE, on a: 
int f2m%ea 32 : 
@ (AE) = (—e) | Pan (0) P (EE), (76.67) 


ce qui montre que plus l'énergie d'ionisation de l’exciton £®% est 
grande, plus « sera grand pour hAw — AË,. Lorsque Ex + 0, 
a (AE) — 0 et l'équation (76.65) se réduit à une relation de la 
forme: œ = (kw — AËE,)'/*. Des termes de correction analogues 
apparaissent également dans le cas de transitions directes interdites. 
L'étude théorique des transitions indirectes avec formation d'’exci- 
tons a été également faite. 

Le modèle des transitions avec formation d’excitons laisse pré- 
voir que la bande intrinsèque doit avoir une frontière nette du côté 
des ondes de grande longueur tandis qu’en fait on constate que cette 
frontière s'étend du côté où fiw << AEËE,. 

La fig. 121 représente la relation &!/° (hw) déduite des données 
expérimentales de la fig. 120, a relative au tellurure de cadmium. 
On distingue fort bien sur cette figure l'existence de parties rectili- 
gnes, dont l’extrapolation à la valeur &!/° —0 permet de déterminer 
les valeurs de l’énergie espacées de 0,021 eV, ce qui correspond à 
l'énergie d'un phonon optique longitudinal. On en conclut que le 
seuil d'absorption est formé avec participation de phonons interagis- 
sant avec excitons. Dans le cas de transitions interbandes indirectes 
on ne doit discerner sur la courbe æ!/* (fw) que deux parties recti- 
lignes qui dans le cas de l’extrapolation à & !/® — 0 sont séparées par 
l'intervalle égal au double de l'énergie du phonon. La théorie de 
l'absorption faisant intervenir les excitons et les phonons a été dé- 
veloppée par Segall. 

Dans le cas de transitions interbandes avec participation d'’exci- 
tons et de phonons, la forme du seuil d'absorption intrinsèque de 
nombreux semiconducteurs peut être décrite par l'équation d'Urbach: 

O(hw — Eo) 


a(hw)= œe  ÀT (76.68) 
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qui est applicable pour une large gamme de valeurs de &. Le para- 
mètre Æ, de l'équation d’Urbach se trouve en relation avec l'énergie 
au maximum d'absorption dans la bande de l’exciton, le second para- 
mètre «, se confond alors avec la valeur du coefficient d'absorption 
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Fig. 121. Variation de «1’° en fonction de l'énergie des photons incidents pour 
le tellurure de cadmium (d'après les données expérimentales de la fig. 120, a): 
1—échantillon non traité, 2—échantillon recuit à 500 °C 


dans le maximum de la bande de l’exciton. Le paramètre ©o a une 
valeur comprise entre 1 et 3. En admettant que o dépend de la tem- 
pérature, cette équation permet de caractériser la variation thermi- 
que de la bande d'absorption intrinsèque. 


Résumé du $ 76 


1. Les transitions électroniques qui se manifestent lorsqu'un 
semiconducteur absorbe de la lumière sont dites directes ou verti- 
cales si sont respectées les règles de sélection : 


k, = k, + g ou k, & k.. (76.1r) 
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Si par contre on a 


ke A k, + Kpnons (76.2r) 


les transitions électroniques sont dites indirectes. 

2. Le seuil de l'absorption intrinsèque correspondant aux cas 
de transitions directes ou indirectes est déterminé respectivement 
par les relations: 


hOgeuns = (AËT + füphon)- (76.4r) 


3. À proximité du seuil de l’absorption intrinsèque le coefficient 
d'absorption est proportionnel à la différence (wo — AËE,) élevée à 
une puissance r: 


r étant égal à + pour les transitions électroniques directes permises, 


à _ pour les transitions directes interdites, à 2 pour les transitions 


indirectes permises et à 3 pour les transitions indirectes interdites. 

4. L'absorption intrinsèque s'accompagne de la génération de 
paires électron-trou libres. 

L’interaction coulombienne des électrons et des trous générés par 
la lumière incidente donne lieu à une altération de la forme initiale 
du seuil d'absorption intrinsèque correspondant à les transitions 
interbandes, telle que le coefficient d’absorption n’est pas nul au 
bord de la bande d'absorption. 

5. L’absorption intrinsèque se caractérise par une rapide crois- 
sance de l’absorption à proximité du bord de la bande ; la longueur 
de libre parcours du photon !,à est de l’ordre de 10-5 à 10-$ cm pour 
ho >> RO eut1- 

6. L'opérateur perturbation est de la forme: 


: 1 : ieh " 


$ 77. L’absorption de la lumière par le réseau 


L'absorption de la lumière par le réseau est le résultat de l’in- 
teraction du champ électromagnétique de l'onde incidente avec les 
charges mobiles se trouvant dans les nœuds du réseau. Dans les 
cristaux ioniques la charge localisée sur un ion de coordonnées R,; 


et se déplaçant à une vitesse R,, interagit avec l’onde électromagné- 
tique que l’on caractérise par le potentiel vecteur A (r, ft). Dans les 
cristaux homopolaires les atomes portent un moment dipolaire qui 
apparaît par suite d’un déplacement des noyaux ou qui y est induit 
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par le champ de l'onde incidente. Pour fixer les idées nous admet- 
trons que ce moment dipolaire est dû au déplacement des ions du 
réseau. Conformément à (76.5), l'énergie d'interaction de la lumière 
avec le réseau est donnée par l'expression 


W= 5 {Le (AIR Ro) + per A Rap}. (771) 
nj 


Lorsque la longueur d'onde est grande par rapport au paramètre 
du réseau et donc notablement plus grande que le déplacement u,; 
des ions, on adoptera pour les calculs la valeur du potentiel vecteur 
correspondant à un; = 0, donc aux positions d'équilibre R;, des 
noyaux des atomes. Si l'intensité des radiations n'est pas trop gran- 
de, on peut négliger le second terme de l’expression (77.1). On rem- 


place les vitesses de déplacement R, par les coordonnées normales: 
Ray = Un) = V MjWaj- (77.2) 


Les valeurs des déplacements réduits seront alors de la forme : 


Wa, at) = Woj,ate atst Rate, (77.5) 
On tire de (77.2) et de (77.3): 
Raj = —i > Ubo(ye rats au, (77.4), 
$ 


et l'opérateur perturbation (77.1) devient alors: 


W= —2 5 3 ejüaun (An +j, 2] 4j, agoje atot Kat (77.5) 


nj &(s) 


Le potentiel vecteur est de la forme: 
: 0 
A(n+ij, t)=AQel"t"@Rapl, (77.6) 


Pour pouvoir calculer la probabilité de transition, on doit com- 
mencer par déterminer les états entre lesquels se produisent ces 
transitions. Dans le cas considéré nous devons prendre en considé- 
ration le système de phonons, que l’on caractérise par l'énergie E 
et la fonction d'onde Y: 


1 Lwd 
E = 5, fo (vas ++); (77.7) 
a(s) 
Va [[ ra (Quts)- (17.8) 
Qs) 


Pour évaluer la probabilité de transition d'un état (Y,, Æ;,) à 
un état (W., Æ.), on doit calculer tout d’abord l'élément matriciel 
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de l'opérateur perturbation: 
Wie = | wsWY, dl”, (77.9) 


où d["” représente un volume élémentaire de l’espace de configuration. 
En portant dans (77.9) l'expression (77.5) de W, on pourra cal- 
culer W,.. 

Cependant un tel procédé de calcul ne permet pas de tenir compte 
des changements que subit le système de photons. Pour en tenir 
compte on devrait faire intervenir les fonctions d'onde des photons 
que l’on obtient par les procédés de quantification seconde en utili- 
sant des opérateurs naissance et annihilation. On ne s’en tiendra ici 
qu’à des considérations qualitatives. 

Lorsqu'on calcule l'élément matriciel W,,, on doit avoir en 
vue que l'intégrale est étendue à toutes les coordonnées normales et 
que la grandeur &,,, «ç) eSt justement une coordonnée normale, de 
sorte que %oj, açs) — ar. On peut donc mettre en facteur devant 
l'intégrale toutes les grandeurs qui y figurent à l'exclusion de w5;,4(s) : 
— Lo cet — CR 


Wie = + > D j%a(s A0 COS Oje al x 


nj @(s) 


X | LR (Œaus)) as) P 


VQ(s) 


(Œuus)) LEots)° (77.10) 


Toutes les autres fonctions des phonons deviennent égales à l'unité 
après intégration. 

L'élément matriciel de la coordonnée d'un oscillateur harmoni- 
que est de la forme: 


| 20 (Sas) Tats)Ÿ,7,  (Hats)) das) = 


Das) 


k V veto Ù Vos) =: Vas) — À ; 
= 2M — { —— ; (77.11) 
LL V vas) T1 Va(s) = Va(s) + 1. 


On arrive ainsi à la conclusion que l'élément matriciel de l'opé- 
raleur perturbation W,, n'est différent de zéro que lorsque les nombres 
quantiques oscillatoires varient d'une unité: v” — v” + 1 quelle que 
soit la fréquence des oscillations. Dans le cas où £” — v” — 1 le nombre 
de phonons doit diminuer d'une unité, un phonon doit donc disparaître, 
æt lorsque v” = &” + 1, un photon donne naissance à un phonon. 

En portant (77.11) dans (77.10), il vient : 


—— 
, i RC a 7 A Ed 


nj œi(s) 


x 82-06 Eater Mo-iEh, (77.12) 
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La probabilité de transition électronique w (1, 2) est alors égale à: 


w (1, 2)=-7 A: D D eje-i@) cos 6j x 


h?c° 
j «(s) 


9 


h sk 1) — ; 2 
X ] Let Pat PT V5 oiHater7 #1 5(0—04). (77.13) 


2M, 


L'absorption de la lumière par le réseau présente le caractère d'un 
processus de résonance: w (1, 2) — O lorsque © = © (s). De tout le 
spectre continu du rayonnement incident, les vibrations du réseau 
n'absorbent que les pulsations propres © = &,4. La valeur de @,( 
est déterminée par l’ensemble des branches des vibrations optiques 
et acoustiques. En remarquant que @,(# — © l'expression (77.13) 
peut être notablement simplifiée. Tout d'abord la dernière somme 
figurant dans le second membre de (77.13) est égale à: 


D etKots) En) Nôk er ss (77.14) 
n 


N étant le nombre de mailles dans le cristal et b le vecteur du réseau 
réciproque. L'expression (77.14) a un sens physique particulièrement 
net : l'absorption de la lumière n'est possible que si la loi de la conser- 
cation de la quasi-impulsion est respectée : 


Ko = £ “+ 27b. (77.15) 


Si, comme cela se fait d'habitude, on ne considère que la zone 
de Brillouin principale (b — 0), on doit avoir: 


Ka(s) = g, (77 , 16) 


ce qui signifie que ne seront absorbés que les photons d’impulsion 
égale à l'impulsion des phonons. En combinant (77.13) et (77.15) 
on a: 


h Oa(s) — ho), 
hRow=heg. (77.17) 


Ces égalités expriment les lois de la conservation de l'énergie et de 
l'impulsion et permettent de tracer par un procédé géométrique la 
forme du spectre d'absorption des radiations par les vibrations du 
réseau. La fig. 122 représente les branches acoustique et optique des 
vibrations du réseau. La tangente aux branches acoustiques est 
égale à la vitesse du son. La droite en pointillé represente la relation 
entre la fréquence des photons et son vecteur d'onde, qui caractérise 
la loi de dispersion des radiations w (g): 


© = cg. (77.18) 
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La pente de cette droite étant égale à c, vitesse de la lumière, elle 
se présente pratiquement comme une droite verticale. Seules seront 
absorbées les radiations dont les fréquences correspondent aux points 
d'interseclion des courbes ©, (K) et w = cg, puisque ce n’est 
qu’en ces points que les lois de la conservation de l'énergie et de 
l'impulsion sont respectées. 


a 


Fig. 122. Détermination du spectre d'absorption de la lumière par les vibrations 
du réseau cristallin 


ÏJ1 apparaît alors que puisqu'en aucun point la droite © — cK ne 
rencontre la branche acoustique, celle-ci ne donne lieu à aucune absorp- 
tion des radiations incidentes. Par contre, chacune des branches opti- 
ques participe à l'absorption mais seulement par ses vibrations de gran- 
des longueurs d'onde ; il en résulte que pratiquement le spectre d'absorp- 
tion déterminé par les vibrations du réseau se réduit à une gamme de 
(3s—3) pulsations wo, (0). 

Compte tenu des règles de sélection (77.17) et (77.11), la proba- 
bilité des transitions sera : 


w (1, o) = EAN | [S eje-i8 Dos, VE] | . (77.18) 
j 


h°c° 


En utilisant le même procédé de quantification de la grandeur 
A5 que celui que nous avons utilisé ci-dessus, on arrive au résultat 
suivant : 


| CR (77.19) 


ew ; 


et la probabilité de transition s'exprime alors par: 


> eje-i® D cos, J/ = | (77.20) 


w (1, 2) q 


La section efficace d'absorption d’un photon est donc propor- 
tionnelle au nombre (tr, - 1) de phonons d’une fréquence donnée. 
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La grandeur j est de l’ordre du paramètre du réseau cristallin, 
tandis que la longueur d'onde de la lumière absorbée est notable- 
ment plus grande que le paramètre du réseau, il en résulte que 
e-i(&) > 1 

Il nous faut maintenant déterminer comment dépend la valeur 
de u: (1, 2) de la polarisation de la lumière incidente et des phonons. 
L'angle 6; est formé par les vecteurs déterminant les polarisations 
respectives des photons et des phonons, et comme K :- g, les oscilla- 
tions optiques longitudinales correspondent à 6, -= 90° et ne don- 
nent lieu à aucune absorption. Seuls les phonons optiques transversaux 
contribuent à l'absorption. 

Lorsqu'on illumine un cristal par la lumière du jour, les polarisa- 
tions des photons et des phonons peuvent être représentées chacune 
par deux composantes mutuellement orthogonales, ce qui permet de 
remplacer cos 0, par l'unité avec le signe plus ou moins. Le signe 
de cos 6; doit être celui de e,; (ou de signe contraire), puisque les 
déplacements des ions d'une maille élémentaire s'effectuent en oppo- 
sition de phase. Ceci nous conduit à écrire: 

w (4, 2) = 8x°N°en (v, +1) 


a q- (77.21) 


Dans cette expression nous avons introduit M,6a à la place de M... 
Dans le cas d’un réseau comportant deux espèces d'ions Me — 


= Fr . En posant N (M, +M.)=pV, l'expression précédente 
devient 
w (1, 2) = On (77.29) 
Remplaçons encore 1, par sa valeur d'équilibre: 
, 1 = 
(0;) pas — (77.23) 
eÀT —4 


Cette expression détermine la variation en fonction de tempéra- 
ture et de fréquence de l’absorption des radiations par les vibrations 
du réseau. À mesure que la température croît, lorsque Le > 1, 
& (1, 2) devient proportionnel à T. Estimons la température à la- 
quelle cela peut se produire. Posons que la longueur d'onde soit 
égale à 20u ; alors io 0,6 eV, ce qui correspond à 400 °C. 

Puisque les probabilités des transitions directes et inverses sont 
égales, à une forte absorption doit correspondre une forte réflexion 
des radiations. Le spectre d'absorption par le réseau s’observe sous 
forme de rayons rémanents. Si l'on illumine un cristal par un fais- 
ceau couvrant une large gamme de fréquences, le faisceau réfléchi ne 
comportera que des radiations dont les fréquences sont égales aux 
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fréquences des vibrations propres du réseau, satisfaisant aux règles 
de sélection (77.17). En fait, le spectre d’absorption par les vibrations 
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Fig. 123. Spectres d'absorption par 
les vibrations du réseau cristallin 
du germanium et du silicium 


Coefficient d'absorption, cm’! Ce 
Coefficient d'absorption. cm”! Si 


du réseau comporte des bandes 
d’une largeur définie. La fig. 123 
reproduit les spectres des vibrations. 
du réseau du germanium et du sili- 
cium et la fig. 124 celui de l'anti- 
moniure d’indium. 

La fig. 123 montre que le spectre 
d'absorption par les vibrations du 
réseau du germanium et du silicium 
comporte une série de bandes relati- 
vement larges comprises dans la 
gamme de 300 à 700 cm-! (33 à 
14 u) pour le germanium et dans la 
gamme de 500 à 1400 cm-! (20 à 7u} 
pour le silicium. Le coefficient d’ab- 
sorption est égal à plusieurs unités 
ou dizaines de cm”. Le coefficient 
d'absorption du germanium est plus 
important que celui du silicium, 
puisque sa densité est la plus grande 
des deux. 

Le spectre de réflexion de l’anti- 


moniure d'indium comporte une bande bien définie au voisinage de 
À = oO, qui est déterminée par les vibrations du réseau. La fig. 124 
appelle deux remarques. Aux basses températures lorsque la concen- 
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longueur d'onde, a 
Fig. 124. Spectre de réflexion de l’antimoniure d'indium 
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tration des porteurs de charge libres est petite, la réflexion présente 
un caractère propre aux diélectriques, donc déterminé par l'indice 
de réfraction. À la température ambiante on voit apparaître une bande 
d'absorption due aux porteurs de charge libres. Le coefficient de 
réflexion augmente avec la longueur d'onde tant que À << Àseut et 
conserve une valeur constante pour À >> Aseutl: 


Résumé du $ 77 


1. Les vibrations du réseau donnent lieu à une absorption de la 
lumière satisfaisant aux règles de sélection : 


hOo(s) = ho, (77.1r) 
iK = hig. (77.2r) 


2. Les règles de sélection (77.1r) et (77.2r) montrent que seules 
les vibrations optiques du réseau participent à l'absorption des ra- 
diations incidentes avec 


© & Os) (0). (77.3r) 


Les radiations sont absorbées par les vibrations optiques transversa- 
les. Les vibrations du réseau se manifestent par l'existence de rayons 
rémanents dans les spectres de réflexion. 


$ 78. L’absorption de la lumière par les électrons 
se trouvant dans des états localisés 


Les électrons et les trous se trouvant dans des états localisés 
peuvent absorber des photons et passer soit à l’état libre, soit dans 
d’autres états localisés. Les bandes d'absorption correspondant aux 
transitions électroniques de niveaux discrets se situent au-delà du 
bord de l’absorption propre du côté des plus grandes fréquences. La 
position d’une bande d'absorption se laisse calculer à l’aide de la 
relation suivante: . 

| E1oc — Eextr | [eV] (b}- 


Une théorie élémentaire de l'absorption des radiations par les 
électrons localisés s'établit de la manière suivante. Désignons l’état 
initial par l'indice « 1» et l'état final par l'indice « 2». Soit 
la fonction d'onde d’un électron se trouvant dans un état localisé : 


he — (78.1) 


t 


i 

p=Ce-“Pe Roc" (78.2) 

où p—= [pl = |r — Rioc |, Eoc est l'énergie du niveau localisé. 
_ 

La grandeur F détermine la distance à laquelle la probabilité de 


trouver un électron diminue de e fois. La fonction (78.2) est sembla- 
ble à la fonction d'onde d’un système atomique à un seul électron, 
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se trouvant dans l’état s. La condition de normalisation de la fonc- 
tion d'onde permet de déterminer le coefficient C : 


1=|Cp fe-2wdr=|C pan Î e-2mprap=TICT, (78.3) 
d'où 
_ 
é 1 
C=C= (78.4) 


On caractérisera l’électron se trouvant dans l'état final par la fonc- 
tion d'onde d'un électron de la bande de conduction : 


iEot 


cn 0 (78.5) 
L'énergie d'interaction est décrite par l'expression usuelle : 
W= (Av) = — 5 eilut-8, n1 (AV). (78.6) 
L'élément matriciel W,, est de n a. 
3 
ieh 2 LE, .+n0-E1t 
Wa= | p'Wy: dt = — ns a loc 
Va: 
X | e-*Pe-i@, r) (A ,V)e-ikr) dr. (78.7) 
Prenons pour origine le point Rise, on a alors | p| = |r|. En remar- 
quant que: 
(AV) efkzr) — ÿ (A,k2) eitker), (78.8) 
on a 
à 
ME +n@ -E2}t 
We = #2 (Ab) 01 | e-xr+ilkag, ) dt. (78.9) 
em* Vn L? 
En posant 
k, — g —0Q, (78.10) 


le calcul de l'intégrale HEUTARE dans (78.9) donne: 


| e-*rei(Qr) dt — [ e-*rr2 dr | eiQr cos 8 sin 6 dû Î di — 
iQ 


21 | 8x4 = 
= mr J= 2H) (6-17) 


0 
co 

— | [et-x+iQr — e-(@t+10)r] rdr = 
U 
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Portant (78.11) dans (78.9) on trouve l'expression de l'élément matri- 
ciel W,,: 
5 


We LS Vren. (Aok2) Eloc host 
2 3  (x2+02);2 
cm*L ? 
La probabilité d'une transition électronique de l’état 1 à l’état 2 
est donc égale à: 


128n°/ie 
(4, 2) = GEO 


(78.12) 


Aÿk cos AG È ke) Ô [E10c + io — E;]. 
(78.13) 
Par application de la loi de la conservation de l'énergie 
E: = Ejoe + ©, (78.14) 


il apparaît que l'absorption de la lumière par un centre discret peut 
avoir lieu pour toutes les valeurs de l’energie fo > E, — Ejoe = 
— Er. En remplaçant A5 par son expression (76.22) qui fait inter- 
venir le flux de photons, on écrira: 


210x3h°en K° a 
W (1, 2) = ne Ge Ont 0 = 
__ 2tinäen  x5  (w—Ey) 
= me GO & 7 TE) 


En multipliant (78.15) par la concentration Vi des centres locaux 
d'absorption, on obtient l'expression du coefficient d'absorption 


__ 214rmenNjoc 5 (iw—E£E7) (78.16) 


oc — 3em*hLie (x2+L (x2 L O2) 2 
Puisque d’après (78.14) l'énergie E, de l’électron peut être quelcon- 
que, aucune règle de sélection ne doit imposer des limites à la valeur 
de sa quasi-impulsion. Pour établir les règles de sélection, considé- 
rons la grandeur $: 
B— HSE HSkS 
7 (424-027) [x + (ko — gi | 
Pour une absorption par un électron localisé g — 10% cm-!, et 
pour une absorption par les électrons de conduction d'une énergie 
de l’ordre de XT, la valeur de vecteur d'onde atteint 10° cm-!; on 
peut donc négliger g devant #.: 


(78.17) 


HXSk3 
P= Ge : (78.18) 
En considérant « comme une fonction de k°, il ressort de (78.18) 
que «& doit passer par un maximum dont la position est donnée par: 
à Sk? 2 1 L2 2 1.02 
ZE GT —0—(x2+ A) 04 — AR (x2+Kk2)52k,—0, (78.19) 
39—0898 
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soit 
4 


ke = 73 : 
Comme pour les grandes valeurs de k, & devient petit (« — kzs 
pour #, > x), on peut admettre que le vecteur d'onde de l'électron 
ne varie que dans les limites 0 < k, << x, en d’autres termes, lors 
de l’absorption par les électrons localisés ne sont absorbés que les 
photons qui sont capables d'assurer la transition des électrons dans 
des états d'énergie E;, (k2) — E10oe + © avec 
k mu. (78.21) 


Cette dernière égalite peut être considérée comme une règle de 
sélection pour l'absorption de la lumière par les électrons se trouvant 
dans des états localisés. I] est facile de montrer que cette règle de sé- 
lection résulte directement des relations d'incertitude. Si en effet 
l'électron se trouve dans un puits de potentiel dont les dimensions 
sont de l'ordre de 2x-!, son impulsion moyenne est nulle, mais 
l'indétermination de celle-ci est : 


(78.20) 


Apr = | (78.22) 


Ld PP « 


Lorsque l'électron est transféré à l’état libre, il peut avoir une impul- 
sion égale à hk, æ Ap, donc 

ke +, (78.23) 
résultat conforme à (78.21). On arrive ainsi au résultat suivant: 
le spectre d'absorption de la lumière par les électrons occupant des 
élats localisés se présente sous la forme d'une bande relativement large, 
mais toutefois de largeur finie. Le maximum d'absorption se situe à 
une fréquence déterminée par la relation: 


ho= Es (ke) — Eioe = Er + « (78.24) 


Si l’électron occupe un niveau d'impureté, l'énergie de la photo- 
ionisation déterminée suivant la position du maximum extrinsèque 
doit être plus grande que l'énergie d'excitation thermique Er; = 

22 
— E, — Ei,c d’une quantité approximativement égale à _ : 
En remplaçant dans (78.16) Æ° par (78.14), on arrive à se faire 
une idée de la forme de la courbe d'absorption: 
kRo— Er 
rose + ns lo ENT Fe) 
Tant que fo < 2E,, « croît linéairement avec la fréquence, atteint 
le maximum, puis commence à décroître d’abord lentement — «-, 
puis beaucoup plus rapidement. 
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Si les états localisés se caractérisent par un spectre hydrogénoide, 
on peut y appliquer la théorie de l’émission (absorption) de l'atome 
d'hydrogène. En utilisant l'expression de la probabilité de transition, 
la formule du coefficient d'absorption sera dans ce cas: 


Œ =: IN joe ’ (78.26) 


Er Er 
21072/ñe? ( Er à esp 4 (1— ho ) arctg (1— ko )] 
3nem*E1r ho ] 


n étant l'indice de réfraction, E/ l'énergie d’ionisation de l'impureté. 
Si m* = 10-* g,n —=4et E; = 0,05 eV: 


oo à 4.107186 cm°. 
Nioc 


Nous voyons donc qu'en utilisant des méthodes de calcul diffe- 
rentes on arrive à des expressions quelque peu différentes du coeffi- 
cient d'absorption déterminée par des transitions entre la bande 
et des états localisés. Cette différence tient non seulement au choix 
de la méthode de calcul, mais reflète également une différence des 
mécanismes d'absorption. Pour le démontrer, il suffit de considérer 
une transition de la bande de valence sur le niveau d’un état locali- 
sé discret, en intervertissant les fonctions Ÿ, et #. figurant dans 
l'expression (78.7) de l'élément matriciel de l'opérateur perturbation. 

Les transitions définies par l'élément matriciel (78.9) sont des 
transitions interdites. Si on veut faire apparaître des transitions 
« permises », on doit utiliser un élément matriciel de l'opérateur per- 
turbation qui soit indépendant du vecteur d'onde. Ce calcul étant 
extrêmement facile nous n'insisterons pas sur ce point. 

La nature physique des états localisés peut être différente. Le 
procédé le plus simple que l’on connaît pour les faire apparaître est 
le dopage du semiconducteur par une impureté. Dans les conditions 
usuelles les donneurs et les accepteurs sont ionisés et ne contribuent 
donc pas à l'absorption des radiations incidentes. Cependant aux 
basses températures où les impuretés ne sont que partiellement ioni- 
sées, on arrive à observer une absorption par les atomes d’impureté. 

La fig. 125 montre l'existence d’une large bande de photo-ionisa- 
tion des atomes de bore dans lesilicium. Le maximum du coefficient 
d'absorption se situe à fo Æ# 0,055 eV ; au-delà le coefficient d’absor- 
ption diminue progressivement jusqu'à zéro dans un intervalle d’éner- 
gies Ôfo = 2Er. À la région de la croissance linéaire du coefficient 
d'absorption se superposent un certain nombre de bandes d’absorp- 
tion étroites. L'existence de ces bandes étroites peut être attribuée aux 
niveaux excités des atomes de bore, se trouvant dans la bande interdite 
(voir fig. 30). A toute transition d’un état fondamental à un état excité 
de l’atome d’impureté correspond une bande d'absorption de faible 
largeur. La fig. 126 montre les bandes d'absorption dues à la pré- 
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sence d’atomes d'’arsenic dans le silicium, caractérisant tant la pho- 
to-ionisation de ces atomes que leur passage dans des états excités. 

On trouve dans le tableau 25 les valeurs des énergies de photo- 
ionisation et d'excitation thermique de différentes impuretés. On 
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Fig. 125. Spectre d'absorption par les atomes de bore dans le silicium 


remarquera que les énergies de photo-ionisation sont un peu plus 
grandes que les énergies d'excitation thermique. En admettant que 
cette différence soit due aux relations d'incertitude et aux règles de 
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Fig. 126. Spectre d'absorption par les impuretés d'un cristal de silicium dopé 
avec de l'arsenic 


sélection qui en découlent, l'équation (78.24) permet de montrer 
que pour une différence entre l'énergie de photo-ionisation et l'éner- 
gie d’excitation thermique égale à ÔE, — 10-* eV = 1,6-10-1 erg et 
avec m —=m*, x = 107 cm-!. 
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La fig. 127 représente la bande d'absorption du germanium de 
tvpe p, dopé avec de l’indium, relevée à une température de 5 °K. 
Dans certains cas on observe l’existence de raies d’absorption 
étroites aux grandes longueurs d'onde au-delà du bord de la bande 


d'absorption intrinsèque. Ces raies 
peuvent être attribuées à des niveaux 
profonds ou encore à des niveaux 
de faibles énergies sur lesquels 
viennent se fixer les électrons de la 
bande de valence. Dans le cas de 
certains matériaux ces raies peuvent 
être attribuées à l'existence d’exci- 
tons. Les raies d'absorption dues 
aux excitons ont été observées dans 
les cristaux d'oxyde cuivreux, dans 
le sulfure de cadmium, le séleniure 
de cadmium, le germanium et quel- 
ques autres matériaux encore. 

La fig. 113 représente le spectre 
d'absorption du silicium de type 
p qui a été soumis à une irradia- 
tion par neutrons. Les neutrons 
entrant en collision avec les ato- 
mes de silicium y créent un nombre 
important de défauts. Après irra- 
diation la résistivité des cristaux de 
germanium et de silicium augmente 
considérablement. Cet  accroisse- 
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Fig. 127. Coefficient d'absorption 
du germanium de type p et réponse 
spectrale relative du germanium 
e type p dopé avec de l'indium 


ment de résistivité est accusé sur le spectre de la fig. 113 par une 
brusque diminution de l’absorption par les porteurs de charge li- 
bres. Au-delà du bord de la bande d'absorption intrinsèque on voit 
apparaître un pic d'absorption dü aux défauts du réseau cristallin. 


Tableau 25 
Impureté | Éfélmique eV | onisationr eV 
B 0,045 0,046 
Al 0,057 0,067 
Ga 0,065 0,071 
In 0,16 °,,154 
P 0,044 0,0503 
As 0,049 0,0533 
Sb 0,039 0,0426 
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La surface que délimite la partie de la courbe d'absorption due aux 
défauts est proportionnelle à la dose d'irradiation qu'a reçue le cristal 
et qui détermine la concentration des défauts induits. 

Dans les cristaux ioniques, transparents dans le domaine visible 
du spectre, les défauts se colorent dès qu’ils captent des électrons. 
Les défauts de ce type sont désignés sous le nom de centres colorés; 
un centre coloré F est une lacune du réseau ayant capté un électron. 

Dans certains cas une impureté donnée se trouve dans le réseau 
du semiconducteur à l'état d’atomes neutres, qui ne s'ionisent pas 
thermiquement et ne fournissent pas de porteurs de charge libres. 
Par irradiation ces atomes peuvent cependant s'ioniser et donner 
lieu à l'apparition de bandes d'absorption dans la région infrarouge 
du spectre. Un exemple en est fourni par l'oxygène dans le silicium 
dont la présence dans le réseau n'’affecte pas les propriétés du sili- 
cium, mais se révèle par l'existence d’une raie d'absorption centrée 
sur une longueur d'onde de Ju. 


Résumé du $ 78 


1. Les règles de sélection utilisées pour caractériser les bandes 
d'absorption dues aux porteurs de charge occupant des états locali- 


sés sont de la forme , 
ho — E, — Ej0c» (78.4) 
k, Ru, (78.2r) 


où la quantité 2x -! détermine l'étendue de la région où sont locali- 
sés les électrons ou les trous. 

2. Le spectre de l’absorption extrinsèque se présente soit sous 
la forme de bandes étroites (cas de transitions électroniques entre 
des niveaux discrets correspondant à des états excités des atomes 
d'impureté), soit sous la forme de bandes relativement larges si 
l'impureté subit une photo-ionisation. L'énergie d’une photo-ioni- 
sation est un peu plus grande que l’énergie d’ionisation thermique. 

3. L’absorption par les impuretés fait apparaître dans le semi- 
conducteur des porteurs de charge d’un seul type. 


$ 79. Influence des conditions extérieures 
sur le spectre d’absorption 


Lorsqu'on fait varier les conditions ambiantes, à savoir la tem- 
pérature, la pression ou les champs appliqués, les spectres d’absorp- 
tion des semiconducteurs se modifient. 

L'influence d'une variation de la température se manifeste de la 
manière suivante. Lorsqu'on fait croître la température, la largeur 
de la bande interdite de la grande majorité des semiconducteurs 
augmente et le bord de la bande d'absorption intrinsèque se déplace 
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donc dans le sens des grandes longueurs d'onde. La fig. 128 reproduit 
les spectres d'absorption de couches minces de sélénium relevés à 
la température ambiante (1, 2, 3) et à la température d’ébullition 
de l’azote liquide (4, 5). On voit nettement que lorsqu'on passe de la 


Fig. 128. Position du bord de la bande d'absorption intrinsèque des couches de 
silicium à la température ambiante (1-3) et à la température de l'azote liquide 


température basse à la température ambiante, le bord de la bande 
d'absorption intrinsèque se déplace vers de plus grandes longueurs 
d'onde. 

Si l'impureté est électriquement active, le spectre d'absorption 
intrinsèque correspondant ne pourra s'observer qu'aux très basses 
températures où les porteurs de charge libres viennent se fixer sur 
les niveaux de l'impureté. On dira donc qu’à mesure que la tempé- 
rature croit et que les atomes d’impureté s'ionisent, les bandes 
d'absorption dues aux atomes d’'impureté disparaissent. Comme la 
concentration des porteurs de charge libres varie en fonction de la 
température, le coefficient d'absorption varie dans le même sens, 
ainsi qu'on peut le voir sur la fig. 114. 

L'influence d'une variation de la température sur la position du 
bord de la bande d'absorption intrinsèque peut également se mani- 
fester d’une façon indirecte. Si les densités d'états dans les bandes 
d'énergies permises sont petites, ces bandes sont vite saturées, après 
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quoi les transitions sur ces niveaux déjà occupés deviennent impos- 
sibles et le bord de la bande d’absorption se déplace vers les courtes 
longueurs d'onde. D'habitude on interprète cet effet comme une 
conséquence d’une trop grande concentration d'impureté en ce sens 
que la position du bord de la bande d'absorption intrinsèque dépend 
de la concentration d’impureté. En effet, lorsque la concentration 
d'impureté est importante, l'énergie d'ionisation devient nulle, cela 
s'observe d’une manière particulièrement nette dans l’antimoniure 
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Fig. 129. Position du bord de la bande d'absorption intrinsèque de InSb en 
fonction de la concentration d'électrons 


d'indium, puisque la densité d'états est petite dans sa bande de 
conduction. La fig. 129 représente la position du bord de la bande 
d'absorption intrinsèque de InSb en fonction de la concentration des 
électrons. On voit que lorsque la concentration électronique passe 
de 1017 à 5-1018 cm-*, la bande de conduction se remplit d'électrons 
jusqu’à 0,3 eV au-dessus du bord de la bande de conduction. Le 
déplacement du bord de la bande d’absorption accompagnant l'ac- 
croissement du taux de dégénérescence est désigné sous le nom d'effet 
Burstein. 

Une compression ou une traction du réseau d’un cristal produit 
une variation de la largeur de la bande interdite et s'accompagne 
donc d’un déplacement de la position du bord de la bande d’absorp- 
tion intrinsèque. 

L'application d'un champ électrique provoque également un 
déplacement du bord de la bande d'absorption intrinsèque. La 
fig. 130 représente le déplacement que subit le bord de cette bande 
lorsqu'on fait varier l'intensité du champ électrique appliqué à une 
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couche mince de CdS. Le bord de la bande intrinsèque se déplace vers 
les plus grandes longueurs d’onde, ce qui équivaut à une diminution 
de la largeur de la bande interdite 


sous l'influence du champ électri- Fe 

que appliqué. Cet effet est l'effet : 
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En déterminant le déplacement du bord de la bande d'absorption 
intrinsèque en fonction de l'intensité du champ magnétique appliqué, 
on peut calculer la masse effective réduite d’un électron et d’un 
trou. Cependant ce n’est pas l’unique effet que l’on observe lorsqu'on 
étudie l'absorption de la lumière par un semiconducteur placé dans 
un champ magnétique. Selon (76.36) le coefficient d'absorption 
intrinsèque est proportionnel à la densité d'états dans les bandes 
d'énergies permises. Or, nous avons montré au $ 35 que l’application 
d'un champ magnétique modifie la densité d'états qui devient infi- 
niment grande sur les niveaux de Landau et pratiquement nulle 
entre les minimums des paraboles de Landau (voir fig. 58). On peut 
donc en conclure que le coefficient d'absorption intrinsèque ne peut 
être différent de zéro que lorsque les transitions électroniques s’ef- 
fectuent entre des niveaux de Landau et le spectre d'absorption in- 
trinsèque doit donc présenter une succession de raies. Aux basses 
températures et dans des champs magnétiques appliqués intenses, cet 
effet, dit effet de magnéto-absorption oscillatoire ou de magnéto-absorp- 
Lion tout court, a été observé dans différents matériaux. La fig. 131, a 


= ÂE; + 


(79.1) 
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représente le rapport de l’intensité lumineuse transmise par un cristal 
de germanium soumis à l’action d’un champ magnétique J (B) à 
l'intensité lumineuse transmise par ce même cristal lorsque l’inten- 
sité du champ appliqué est nulle. Nous voyons que la transmission 
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Fig. 131. Magnéto-absorption oscillatoire dans le germanium 


se caractérise par l'existence d’une série de pics, dont la position 
dépend de l’intensité du champ magnétique appliqué. La fig. 131, b 
représente la variation de la position du maximum de la magnéto- 
absorption en fonction de l’intensité du champ appliqué. Lorsque 
B —+0, tous ces maximums se rejoignent en un seul et même point 
qui caractérise la largeur optique de la bande interdite correspondant 
a des transitions électroniques verticales. Cet effet permet de déter- 
miner avec une grande précision la largeur de la bande interdite. 
L'effet de magnéto-absorption oscillatoire ressemble à la résonance 
de cyclotron, puisque dans les deux cas l'effet observé est dû à des 
transitions entre niveaux de Landau; la différence réside en ce que 
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dans la résonance de cyclotron les transitions électroniques se pro- 
duisent entre des niveaux de Landau appartenant à une seule et même 
bande, tandis que dans l'effet de magnéto-absorption les transitions 
électroniques concernent des niveaux de Landau appartenant à des 
bandes différentes. L'énergie des photons correspondant à ces deux 
effets se distingue d’une valeur approximativement égale à la 
largeur de la bande interdite. 


$ 80. La photoconductivité 


La photoconductivité ou effet photoélectrique interne est la variation 
de la résistivité d'un semiconducteur sous l'action d'un rayonnement. 
La variation de la résistance ou de la conduction doit être attribuée 
à une variation de la concentration des porteurs de charge. L'effet 
photoélectrique interne peut être caractérisé par la valeur de la 
conductivité produite par éclairement : 


Oécl = EnUnÔN + EpHpÔP, (80.1) 


Ôn et Ôp étant les concentrations excédentaires des électrons et des 
trous créées par la lumière incidente. On dira que la photoconducti- 
vité est positive si Ga > 0; si Ca << 0, la photoconductivité est 
dite négative. La conductivité correspondant à la concentration 
d'équilibre des porteurs de charge est appelée conductivité d'obscu- 
rité: Oo = Oops. La conductivité globale est donc égale à la somme 
de la conductivité d'obscurité et de la conductivité à l’éclairement : 


O—ehlh (Ro + Ôn) + eplp (p + ÔP) == Oobs + Oécl. (80.2) 


Une absorption intrinsèque du rayonnement incident fait apparai- 
tre un nombre égal d'électrons et de trous: ôn — ôp. L’absorption 
excitonique donne naissance à des paires électron-trou liées, électri- 
quement neutres, la concentration des porteurs de charge libres ne 
s'accroît donc pas. Si cependant au cours des déplacements au sein 
du réseau les excitons absorbent une quantité d'énergie supplémen- 
taire et se dissocient, chacun d'eux peut fournir un électron et un 
trou libres. Si au contraire il se produit une recombinaison d’excitons, 
l'absorption excitonique ne peut augmenter la conductivité. On re- 
marquera à ce propos que Frenkel introduisit la notion d'’exciton 
justement pour expliquer l’absence de photoconductivité dans le cas 
d’une forte absorption des radiations incidentes. 

Lorsque les états localisés tels que les atomes d’impureté ou les 
centres colorés F sont ionisés sous l’action de radiations, n’apparais- 
sent que des porteurs de charge d’un type donné. Deux cas sont alor- 
à envisager : les porteurs excédentaires sont des porteurs minoritai- 
res ou bien majoritaires. Lorsque les porteurs excédentaires sont 
minoritaires et que leur concentration est supérieure à la concentra- 
tion d’'obscurité des porteurs majoritaires, on doit observer un chan- 
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gement du type de conduction. Lorsqu'un tel semiconducteur est 
illuminé, les effets cinétiques que l’on observe alors peuvent être 
essentiellemet différents de ceux que l’on observe en l’absence de 
ces radiations incidentes; la constante de Hall peut par exemple 
changer de signe. 

L'absorption de la lumière par les vibrations thermiques du ré- 
seau ne peut donner lieu à un accroissement du nombre de porteurs de 
charge libres que par un processus indirect : l’absorption fait croitre 
le nombre de phonons et ceux-ci utilisent leur énergie pour libérer 
des porteurs de charge par excitation des atomes. 

L'absorption par les porteurs de charge libres ne peut faire varier 
leur concentration, mais modifie leur répartition d'équilibre sur les 
états disponibles, de sorte que les porteurs deviennent plus « chauds» 
et leur mobilité peut en être affectée. La conductivité des maté- 
riaux peut donc se modifier. 

Jusqu'à présent nous avons admis que la photoconductivité 
correspondait à une augmentation de la conductivité du matériau. 
Cependant, en soumettant certains semiconducteurs à un éclairement, 
on provoque une augmentation de leur résistivité. Ce comportement 
particulier s’interprète de la manière suivante: les radiations inci- 
dentes perturbent l'équilibre existant à proximité de la surface du 
semiconducteur entre le taux de génération thermique et le taux de 
recombinaison des porteurs de charge; ceci entraîne un accroisse- 
ment du taux de recombinaison dans le volume des semiconducteurs 
où se dirigent les porteurs minoritaires et ceci fait diminuer le nom- 
bre de porteurs de charge majoritaires, d’où une augmentation de 
résistivité. 

Pour pouvoir décrire quantitativement la photoconductivité, on 
doit connaître la concentration à l’éclairement des porteurs de char- 
ge. On peut la déterminer en faisant appel aux équations de conti- 
nuité (64.6) et (64.7): 


RAD en a Su. 
ô cn — 


Considérons un semiconducteur qui n'est parcouru par aucun 
courant: jh — jn — 0. Les équations (80.3) et (80.4) se réduisent 
alors à: 


on n—n) 
0 — 


$ 80] LA PHOTOCONDUCTIVITE 621 


Connaissant les taux de génération des porteurs de charge G, 
et G,, les équations (80.5) et (80.6) permettent de calculer leur 
concentration et donc de connaître la valeur de la conductivité pro- 


duite par éclairement oc. À l'état stationnaire Ê = — 0, et 

les équations (80.5) et (80.6) admettent des solutions simples: 
n—no= Ôôn= G;,t}, (80.7) 
P— Po=ôp= Gptf. (80.8) 


Ces deux expressions forment ce que l’on appelle la première rela- 
tion caractéristique de l'effet de photoconductivité. Ces expressions 
déterminent la dépendance de la conductivité à l'éclairement de l'in- 
tensité de la lumière incidente et de sa longueur d'onde. La conducti- 
vité à l’éclairement est : 


Oécl = €Eplp (Gh7T} + LGaT}) = AO. (80.9) 


La valeur de 664 dépend de la longueur d'onde et de l'intensité des 
radiations incidentes puisque G et 7; en sont fonction. Le taux de 
génération G est directement lié à À et à J, tandis que la valeur de 
T,; en dépend par l'intermédiaire de la relation existant entre la durée 
de vie et la concentration excédentaire, cette dernière étant fonction 
du taux de génération des porteurs. 

Le taux de génération G dépend de l'intensité J des radiations et 
du coefficient d'absorption «a du semiconducteur. En effet, l'énergie 
absorbée par unité de temps dans un élément de volume 1 dx est 


—dJ = aJ dz. (80.10) 
La quantité d'énergie absorbée par le volume unité est donc 
dJ 


= al. (80.11) 


En exprimant l'intensité des radiations J par le flux de photons 


J 


le nombre de photons absorbés par unité de volume et par unité 
de temps sera: 


= (ass. (80.13) 

Ainsi, le nombre q, de photons absorbés par unité de temps dans 
l'unité de volume du semiconducteur est égal au produit du coefficient 
d'absorption a par le flux de photons q. Désignons par n la probabilité 
de ce que tout photon absorbé donne naissance à un porteur de char- 
ge libre (ou à une paire de particules). La quantité ng, représente 
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alors le taux de génération des porteurs de charge: 
Gn = Nndt = Nn 29; (80.14) 
Gp = TN pda =— pag. (80.15) 


Les grandeurs n, et n, sont appelées rendements quantiques de 
l'effet photoélectrique. Dans le cas où la conduction à l'’éclairement 
est déterminée par l'absorption sur des états localisés, une des gran- 
deurs n, ou n, devient nulle. De par la nature physique des processus 
élémentaires qui déterminent l'effet de photoconductivité la gran- 
deur n ne peut assumer que l’une des deux valeurs possibles : O0 ou 1. 
Cependant une grandeur physique ne prend tout son sens que lors- 
qu'on indique un procédé permettant de la mesurer. Il est évident 
que toute mesure de n présuppose une détermination de ôr ou de 
ôp. Les valeurs expérimentales de n sont fort variables depuis des 
valeurs plus petites que l’unité jusqu’à des valeurs plus grandes que 
l'unité. Cela ne signifie nullement qu'un photon pourrait directement 
donner naissance à plusieurs porteurs de charge libres. Une valeur de 
n différente de 1 indiquerait que le semiconducteur serait le siège 
d'effets secondaires grâce auxquels chaque quantum absorbé pro- 
duirait un nombre efficace de porteurs de charge libres (n, et np) 
supérieur à l'unité. Partant de l'expression du taux de génération 
des porteurs de charge il est facile d'établir l'expression de la densité 
du courant photoélectrique jh Correspondant à la conductivité ô6c1: 


ÿoh = CéiE = epUp (Npt? + bnntf) AGE. (80.16) 


En désignant par / la dimension du cristal dans la direction du 
champ électrique E et par V la différence de potentiel appliquée, 


on écrira : E=—, UpE = Van; UE = var. Le temps de dérive des 


porteurs de charge est £, — _ et £, — _ . Exprimons l'intensité 


> : 7 P : 
du champ électrique en termes du temps de transit des porteurs de 
charge à travers le cristal: 


EE  — 
E— Le TETE (80.17) 
En portant (80.17) dans (80.16), on obtient : 
l ñn 
Joh = epUplptf Uptp — CEnHnlnTf Unin ) = 
1? Pi 
= ep (noi nn) agi. (80.18) 


Multiplions (80.18) par la section droite S du cristal; S2 représente 
alors son volume et j,LS = J le courant photoélectrique. Si le cristal 
est mince et l'absorption faible, le produit ag doit avoir la même 
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valeur en tous les points du semiconducteur. Désignons par q, le 
nombre total de photons absorbés dans tout le volume du semicon- 
ducteur; d'autre part désignons par À’ la quantité: 


T x? 
A'=m EL (80.19) 
L'expression du courant photoélectrique s'écrit alors: 
Toh = €p{rÂ° . (80.20) 
Lorsque 1 = 7 = n (ou lorsque l’un d’eux est nul), la grandeur 
qn = G (80.21) 


représente le nombre total de porteurs de charge générés par unité 
de temps. La quantité 


4 LA 
A = + 7 (80.22) 
n P 
est désignée sous le nom de gain. L'expression du courant photoélec- 
trique 


Zoh = e)GA’ (80.23) 


représente la deuxième relation caractéristique de l'effet de photocon- 
ductivilé. 

Lorsque le champ appliqué est suffisamment intense, le temps de 
transit { — — peut devenir inférieur à la durée de vie des porteurs. 


L'expression (80.23) n’est valable que si les contacts sont ohmiques, 
puisqu'il faut que chaque particule quittant le semiconducteur à 
travers l’un des contacts soit remplacée par une particule identique 
pénétrant à travers l’autre contact. La relation (80.22) définit le 
coefficient d'utilisation des porteurs de charge générés par les radia- 
tions incidentes. 

Si l’on connaît toutes les grandeurs autres que n figurant dans 
(80.18), la mesure de 7, permet de calculer le rendement quantique. 
La fig. 132, a représente la répartition spectrale du rendement quan- 
tique d’un cristal de germanium qui montre que jusqu'à 2,7 eV le 
rendement est égal à l’unité. Lorsque l’énergie des photons dépasse 
cette valeur, le rendement quantique croît. Cette croissance du ren- 
dement quantique se laisse interpréter de la manière suivante. Lors- 
qu'un photon est absorbé et qu’il se produit une transition électro- 
nique directe, les quasi-impulsions de l’électron et du trou sont éga- 
les, tandis que leurs énergies cinétiques sont inversement proportion- 
nelles aux masses effectives des particules. Lorsque l'énergie ciné- 
tique de l’une des particules devient égale à la largeur de la bande 
interdite, le porteur de charge « chaud» peut utiliser son énergie 
pour produire une nouvelle paire électron-trou libre. Dans le cas où 
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mr = My, la valeur de l'énergie des photons incidents à partir de 
laquelle on doit observer une croissance du rendement quantique est 
ho = 3AËE:. Si m > mr, cette valeur limite est wo æ 2AEË,. Lors- 
que la température croît, la largeur de la bande interdite diminue 
et la valeur limite de l'énergie des photons, à partir de laquelle n 
croît, se déplace dans le sens des énergies plus petites ; c'est ce que 


4) A 


Ge, 300°%K 


/ 2 3 4 5 hw, eV 


Fig. 132. Répartition spectrale du rendement quantique du germanium (a) et 
rendement quantique du silicium (b) aux différentes températures: 
1) 100 °K; 2) 300 °K: 3) 400 <K 


l'on voit sur la fig. 132, b relative au silicium. Nous voyons donc 
qu'un rendement quantique supérieur à l'unité est une conséquence de 
l'existence d'effets secondaires, notamment de l'ionisation par choc, et 
non pas d'une génération de deux paires de porteurs libres par un seul 
photon. 

La dépendance de la valeur de la photoconductivité de l'inten- 
sité des radiations incidentes varie selon le mécanisme de recombi- 
naison. Dans le cas d’une recombinaison linéaire la concentration des 
porteurs de charge excédentaires est tout simplement proportionnelle 
à l'intensité de la lumière incidente : 


Oécl J ; Zph rm J, (80.24) 
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le courant photoélectrique 7, est donc proportionnel à l'intensité 
de la lumière incidente J. Lorsque la recombinaison obéit à une loi 
quadratique, on aura: 


Ceci VJ, Lot 7 VJ. (80.25) 
Dans le cas général on posera: 
Oéa — J?. (80.26) 


Lorsque y = 1, l'effet photoélectrique est dit linéaire, avec y < 1 
il est dit non linéaire et avec y > 1 il est dit superlinéaire. 

Cependant même dans le cas d’une recombinaison linéaire la 
relation entre Ocic OU Ônstat et J est en fait passablement compliquée. 


ôn 


Ge | > 


0 4 


Fig. 133. Croissance de la concentration excédentaire en forme de S 


Nous avons montré au $ 65 que la durée de vie t. peut être aussi 
bien plus grande que plus petite que Ts, To étant la durée de vie 
correspondant à un taux de génération faible et +, celle qui s'établit 
pour un taux de génération important. Que l'intensité de la lumière 
incidente soit forte ou faible on aura toujours ôn — J, mais la pente 
des droites correspondantes sera différente dans les deux cas; pour 
des intensités moyennes ôn peut varier avec J suivant une loi non 
linéaire ou même suivant une loi superlinéaire. 

Lorsque nous avons étudié l’établissement ou la disparition d'une 
concentration stationnaire de porteurs de charge excédentaires, nous 
avons montré qu'elle varie en fonction du temps suivant une loi 
exponentielle, ou suivant une loi en tangente (ou hyperbolique). 

Dans certains cas la cinétique de l’effet de photoconductivité ne 
correspond pas à ces lois, et les courbes décrivant la croissance de la 
concentration excédentaire sont en forme de S (fig. 133) ; plus l'in- 
tensité de l’impulsion lumineuse est faible, plus cette forme est mar- 
quée, ce qui signifie que l’établissement d’un état stationnaire pro- 
cède lentement. Une explication de ce comportement particulier doit 
faire intervenir la notion de niveaux-pièges. 

Posons que le semiconducteur comporte des niveaux-pièges, dont 
la concentration est A, et que ces pièges sont susceptibles de capter 
et de retenir pendant un temps 6 des particules d’un type donné. 


40—0898 
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Deux cas sont alors à envisager : 6 < 7; et 0 ÿ +t,;. Dans le premier 
cas le niveau-piège peut capter et relâcher une particule plusieurs fois 
de suite (niveaux-pièges de type a) ; dans le second cas une particule 
ne peut être captée qu’une seule fois (niveaux-pièges de type B). Le 
processus de l'établissement de l’état stationnaire peut être décrit 
en se basant sur l’équation de continuité dans laquelle on devra faire 
figurer des termes décrivant l'échange de porteurs de charge entre 
les bandes d'énergies permises et les niveaux-pièges. Nous omettrons 
les calculs et nous nous contenterons de présenter quelques considé- 
rations qualitatives. Lorsque les niveaux-pièges sont vacants, ils 
commenceront par capter des électrons, par exemple, et ceci freinera 
l'établissement d’un état stationnaire qui apparaîtra donc au bout 
d'un temps plus long. La disparition de cet état stationnaire s’effec- 
tuera de même plus lentement car les niveaux-pièges ne relâcheront 
les particules captées que progressivement. La phase initiale de la 
croissance ou de la décroissance de la concentration des porteurs de 
charge excédentaires doit donc faire intervenir un temps caractéristi- 
que minimum, qui dans le cas de niveaux-pièges du type a n’est 
autre que la durée de capture 8 et dans le cas de niveaux-piègesdu 
type B, la durée de vie +;. Cependant à mesure que les niveaux-pièges 
se saturent, leur influence sur l'établissement de l’état stationnaire 
diminue, et cela se traduit par une inflexion de la courbe, qui prend 
la forme en S. ; 

En invoquant la présence de niveaux-pièges on arrive à expliquer 
le rôle d’une irradiation supplémentaire de grande longueur d'onde ; 
celle-ci provoquant l’ionisation des niveaux-pièges, la photoconduc- 
tivité s'accroît. 

La notion de niveau-piège est largement utilisée dans la théorie de 
la photoconductivité. En admettant que le semiconducteur renferme 
des niveaux-pièges de nature différente et en attribuant aux niveaux- 
pièges de chaque type des propriétés données, on arrive à interpréter 
pratiquement tous les faits expérimentaux connus. Un exemple per- 
mettra de s’en rendre compte. Posons que le semiconducteur com- 
porte des niveaux-pièges situés au-dessous du niveau de Fermi. On 
leur attribue certaines valeurs de la section efficace de capture des 
trous libres o? et des électrons libres 0%. À l'équilibre les quasi-ni- 
veaux de Fermi F?, F5 et Fy se trouvent confondus. Si la concentra- 
tion des donneurs est grande, le niveau de Fermi se trouve au voisi- 
nage de £. et le niveau-piège est occupé par des électrons. Si l’on 
illumine ce semiconducteur de sorte que how > AË:, des transitions 
électroniques de la bande de valence dans la bande de conduction 
se produiront et feront croître les concentrations des électrons et des 
trous d'une même quantité. La rupture de l’équilibre thermodyna- 
mique s'accompagne d’un déplacement des quasi-niveaux de Fermi: 
F% remonte, F5 s'abaisse. Le sens du déplacement de F;, dépend du 
rapport des valeurs de 0; et de 03. 
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Lorsque 05 > 0*, les niveaux-pièges captent de préférence les 
trous et F,, se déplace vers le bas jusqu’à ce qu’un nouvel équilibre 
s’établisse entre la bande d'énergie et le niveau discret considéré. 
Dans ce cas l'accroissement de la concentration des électrons est 
plus grand que celui des trous et la donc, 
photoconductivité sera essentiellement longueur d'onde, n 
électronique (monopolaire). 


+= 2 © 5 
Lorsque 05 << 02 le niveau F,,se :; [90 

déplace vers le haut, les niveaux- «LL 

pièges se remplissent d'électrons, de à 

sorte que la concentration des trous &$k 

devient supérieure à celle desélectrons. Ÿ ? 

La photoconductivité (ou même la a 

conductivité totale si Gé] > Gobs) est Ps 10 

de type p. On arrive donc à interpré- SS 

ter le caractère monopolaire de la SS 

photoconductivité Iors d'une absorp- 

tion intrinsèque des radiations inci- LS 

dentes. $2 . 
Des raisonnements analogues per- && ares FT 15 

mettent de trouver des interprétations S Nombre d'onde, 03crr! 

convenables aux résultats des études | 


de la cinétique de l'effet photoélec- 


Ë Fig. 134. Coefficient d'’absorp- 
“que: 7 tion et réponse spectrale relati- 
La caractéristique spectrale de la ve du germanium de type n dopé 


photoconductivité est déterminée en avec de F'antimoine 
tout premier lieu par la dépendance 
du taux de génération de la longueur d'onde des radiations incidentes. 

Dans le cas d’une photoconductivité extrinsèque les courbes 
Oea (y) correspondent bien aux courbes d’absorption « (À) (voir 
fig. 127 et 134). Dans certains cas le spectre oc (À) présente des 
bandes plus larges que celles que l’on observe sur le spectre d’absorp- 
tion correspondant (fig. 135). 

La caractéristique spectrale de la photoconductivité correspon- 
dant au cas d’une absorption intrinsèque diffère notablement du 
spectre d'absorption intrinsèque. La position du bord de la photo- 
conductivité intrinsèque se confond avec celle du bord d'absorption 
intrinsèque, mais à mesure que croît l’énergie des photons la courbe 
spectrale de l'effet photoélectrique interne passe par un maximum 


qui décroît rapidement, bien que l’absorption reste forte dans cette 
région spectrale (fig. 136) : 


G (x) = nage = G (0) e-2x. (80.27) 


Ce comportement particulier de l’effet photoélectrique interne 
tient à ce que du fait d’une forte absorption des radiations inci- 
dentes le taux de génération des porteurs décroît rapidement à mesu- 


40* 
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Fig. 135. Réponse spectrale de la photoconductivité dans du germanium dopé 
avec du cuivre et zinc 
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Fig. 136. Spectres de l'effet PRO RER QUE dans la région de l'absorption in- 
trinsèque 
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re que les radiations pénètrent plus avant dans la masse du semicon- 
ducteur. 

Lorsque z à a”, G (x) & 0 et la conductivité ne peut donc 
s’accroître. On en tire la conclusion que la photoconductivité doit 
dépendre de la géométrie du semiconducteur. 

Le matériau semiconducteur peut être caractérisé par sa photosen- 
sibilité Sn, que l’on définit comme le rapport de la conductivité à 
l'éclairement 6: à l'intensité de la lumière incidente J : 


[eJ 
Sph = = (80.28) 

En SI la dimension de Sn est Q-1-m-1/(W-m-?) — m/(Q-W). 
La caractéristique spectrale de l’effet photoélectrique peut alors 
être considérée comme la variation de la photosensibilité avec la 
fréquence ou la longueur d'onde des radiations incidentes. On dési- 
gne souvent par le terme photoréponse la valeur du courant photoélec- 
trique Jp. 


Résumé du $ 80 


1. La photoconductivité appelée encore effet photoélectrique in- 
terne consiste en une variation de la résistivité (ou de la conductivi- 
té) d’un semiconducteur déterminée par une action directe d'un 
flux lumineux. 

2. La variation de conductivité qui en résulte Ôo = 664 est 
appelée conductivité à l’éclairement ou photoconductivité. Le rap- 
port de la photoconductivité à l’intensité de la lumière incidente J 
est appelé photosensibilité de semiconducteur : 


Sn = + (80.4r) 


3. La photoconductivité oc: est déterminée par l'apparition 
d’une concentration excédentaire de porteurs de charge majoritaires 
et minoritaires: 


À l’état stationnaire la concentration excédentaire de porteurs de 
charge est déterminée par une première relation caractéristique : 


ôn = Gt} = nraqt}, (80.3r) 
ôp = Gt} = 1p4qt}, (80.4r) 
Céct == (EnHnNntn + ep pNpTn) XQ- (80.0r) 


4. La valeur du courant photoélectrique 7,1 est donnée par 
l'expression : 


4 T? 
Tph = SOeaE = ( _ + F ! | eNSlag, (80.6r) 
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ou sous la forme abrégée: 

| Inh = ep4'G, (80.7r) 
où G — Siag est le nombre total de photons absorbés dans le volume 
Si du semiconducteur, A’ — 1 + ma porte le nom de gain, {à 


et &, sont les temps de transit des électrons et des trous, dont les 
valeurs sont données par les relations: p,Ef, = pEt, = L. 

L'expression (80.7r) est la deuxième relation caractéristique de 
l'effet photorésistif. 

9. La forme de dépendance de la photoconductivité de la fré- 
quence de la lumière incidente est déterminée directement par le 
spectre d'absorption correspondant a (w) et indirectement par la 
durée de vie des porteurs. 

6. On interprète la cinétique de l’effet photoélectrique interne en 
invoquant la notion de niveaux-pièges doués de propriétés différentes. 

7. L'effet de photoconductivité est utilisé dans les dispositifs 
photoélectriques : les photorésistances, qui permettent de transfor- 
mer l'énergie lumineuse en énergie électrique. 


$ 81. L'effet Dember et l’effet photovoltaïque 


Considérons un semiconducteur homogène soumis à l’action d’un 
flux lumineux. L'intensité des radiations diminue à mesure qu'elles 
pénètrent plus avant dans la masse du semiconducteur conformément 
à la loi de Lambert-Bouguer : 


J(z)=J(0)e-«; g(r)—=qg(0)e-=. (81.1) 


L'absorption de la lumière donne lieu à une génération de porteurs 
de charge, dont le taux varie suivant une loi exponentielle: 


G(z)—=G(0)e-; G(0)= naœg (0). (81.2) 


Puisque le taux de génération des porteurs varie en fonction de la 
profondeur, les porteurs diffusent dans la masse du semiconducteur. Or, 
comme les coefficients de diffusion des électrons et des trous sont 
différents, il se produit une séparation spatiale des porteurs libres. 
Les électrons, dont la mobilité est généralement plus grande, pénètrent 
dans la masse du semiconducteur plus profondément que ne le font 
les trous. La face éclairée acquiert une charge positive et la face 
opposée, qui n’est pas éclairée, acquiert une charge négative et il 
s'établit donc un champ électrique dirigé le long des rayons lumi- 
neux. | 

On appelle effet Dember l'apparition d'un champ électrique dans un 
semiconducteur homogène soumis à l’action du flux lumineux. Pour 
calculer l’intensité du champ électrique dû à l'effet Dember nous 
utiliserons l'équation cinétique, qui sous la forme que nous lui 
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avons donnée dans ce qui précède, reste valable pour tout état sta- 
tionnaire, à condition d'utiliser les valeurs hors d'équilibre des 
coefficients cinétiques et des autres grandeurs qui y figurent. 

Posons donc que nous ayons un semiconducteur parfaitement ho- 
mogène se trouvant dans des conditions isothermiques et que B = 0. 
La densité de courant sera déterminée par l'équation: 


j= Ù eoK 11m E — À East V Fa. (81.3) 
œ œ 
L'effet Dember s'observe si le semiconducteur n'est parcouru par 
aucun courant: j = 0 et donc: 


2 eKi1@VFa 
= —— ,, 81.4 
. Dr Kia) ) 


Supposons que le semiconducteur renferme des électrons (&œ = 1) 
et des trous (&œ = 2): 


2 ’ 
QE TT = Cnlnn—= 0x, 


Ki = EplpP = Op. (81.5) 
D'autre part, conformément à (66.5), on doit avoir: 
VF,=KkT Ie. (81.6) 
la 
et donc: 
nœ (Ta) Vra 
> EU me Ra lRœ ne > HaVnokT >: eaDaVrg 
RE 
— Si _ 
rs Se JDn + JDp 
ER — = — ——— (81.7) 
2 Oax n + °p 


œ 


L'équation (81.7) montre que si l’éclairement du semiconducteur 
n'était pas homogène, il s'établirait dans le semiconducteur des 
flux de diffusion d'électrons et de trous, dirigés tous deux dans un 
même sens, vers l’intérieur du semiconducteur, mais les courants de 
diffusion jpn et jp Sont dirigés dans des sens contraires. La sépara- 
tion des charges qui en résulte donne naissance à un champ électri- 
que E, qui fait apparaître un courant de dérive compensant le cou- 
rant de diffusion. L’intensité du champ électrique E dépend de la 
différence du flux de diffusion des électrons et des trous. 

En posant que le potentiel est nul sur la face non éclairée du 
semiconducteur (p (co) — 0), déterminons la valeur du potentiel 
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sur sa face éclairée œ (0): 


— | (E di) = @ (oo) — (0) = — (0), (81.8) 
0 

” “D re D Le 

p (0) — "Ta Paz, (81.9) 


(ol 


= à 


Pour pouvoir calculer l'intégrale de (81.9), on doit connaître la forme 
de la relation o (x) puisque la conductivité dans la masse du semi- 
conducteur varie d'un point à l’autre du fait de la diffusion des 
porteurs de charge excédentaires. Dans le cas où le taux de généra- 
tion est faible on peut poser o & 6, et le calcul de l’intégrale ci-des- 
sus ne présente aucune difficulté : 


eDh re —nDhôn (0) —e,D,6p (0) 
TS CS CT 
0 


(] 


Si la génération n’est due qu'à l'absorption intrinsèque, on doit avoir 
Ôn (0) = ôp (0) — œgn et donc: 


€ 2 (0) 


p(0)=8?— (D; —D;) = _ T0 © — — (Un + Up) = 


= (|| bp) aqn. (81.11) 


La f.6.m. de l'effet Dember €? dépend de la différence des modules 
des mobilités: €? — 0 lorsque |u,| — >; elle est proportion- 
nelle à l'intensité J des radiations incidentes tant que l’on peut po- 
ser CO — ©,. Lorsque l'intensité devient grande, la conductivité com- 
mence à croître, et la croissance de éP se ralentit. 

Corrélativement à l'effet Dember on doit noter la particularité 
suivante des processus de diffusion des porteurs de charge excéden- 
taires. Le champ de Dember est dirigé dans un sens tel qu'il s'oppose 
à la diffusion des porteurs de charge plus mobiles et favorise celle des 
porteurs de charge plus lents. On désigne sous le nom de diffusion 
ambipolaire cet effet de diffusion des particules dans des sens oppo- 
sés. Il peut être décrit quantitativement par application de l’équa- 
tion de continuité, en procédant comme nous l’avons fait dans le $ 66 
pour décrire la diffusion monopolaire. Pour faire ce calcul, nous 
portons dans les équations (80.3) et (80.4) relatives à un état sta- 
tionpaire les expressions de jÿ, et de j,, ce qui donne: 


D,V°nr+unndivE+u, (VnE) +G, — — —0 (81.12) 
f 
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et 


D,V?p+unpdivE+u,(VpE)1-G,—-—©=0. (81.13) 


Ces équations sont liées ps Sabre sus du champ E: 


div E — —p- —— = Len Ôn + e Ôp]. (81.14) 


Considérons la solution des équations (81.12) et (81.13) dans un 
cas particulier important pour la pratique. La condition de la neu- 
tralité électrique doit être respectée dans la masse du semicon- 
ducteur: p = 0; ôr — ôp d'où div E = 0. Comme ôn = n — n, — 
= Ôp = p — Po, on peut également écrire: tj = T} = T;, ce qui 
signifie que les durées de vie des électrons, des trous et des paires 
électron-trou sont les mêmes. 

Muiltiplions (81.12) par o,, et (81.13) par 0,0, en additionnant les 
résultats il vient: 


(OpoDn + OnoD p) V°n + (HO po ù Gi HpO no) (EVn) + 
+ G:0 po + G pO no — — (S po + Ono) = 0, (81.15) 


ce qui, dans le cas unidimensionnel, se réduit à 


Dh0p0 + DpOno d°(n— no) (UnO po + UpOn0) E d(n—no) Fe 


GnO po + GpOno n—n"g 
a — — —_ —0(. 81.16 
Ope 1 Ono Tf ) 


Adoptons les notations suivantes: 
du coefficient de diffusion ambipolaire 


. Dh0 po + DpOno . 


de la mobilité de dérive ambipolaire 


__ HnOpo + HpOno 
UE = 5po EE . (81 18) 
Ces deux grandeurs D et uE ne satisfont pas à la relation d'Einstein; 
mais à cette équation satisfait la grandeur pu définie par l’expres- 
sion 
__ €p n_ UpOn0—HnOpo 
Wb=-r a (81.19) 
qui est la mobilité de la diffusion ambipolaire. 
Les grandeurs D, LE et un se distinguent par la particularité 
que leur valeur dépend du rapport des concentrations n, et po. 
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Dans un semiconducteur intrinsèque OÙ 9 = Po, les grandeurs D, 


UE et up sont respectivement égales à: 


DpDn 4 _ 17/1 4 \. 
Dm D 7(2,+2,): (8120) 
ue = 0; (81.21) 
_o Hplinl , 1 1 1 1 
He Hp+lüni " Hp 2 rer) (81-22) 
Dans la région de la conductivité extrinsèque, on a pour 6» € Oho 
D = D»; ME = Up5 UD = Up (81.23) 


et pour Oro € Cpo 
D = D,; ME = Un; Hp = —Hn. (81.24) 


Ainsi, dans la région de la conductivité extrinsèque les grandeurs D et 
ue se confondent avec les caractéristiques correspondantes de porteurs 
de charge minoritaires, tandis que u» est égale au module de mobilité 
des porteurs minoritaires. 

En tenant compte de (81.17) et (81.18), récrivons (81.16): 


DÉC) tue EE — EG, (81.25) 
où 
… GnO po + GpOno 


est le taux de génération ambipolaire. 
Pour G—0, l'équation (81.25) coïncide avec (66.15). Introdui- 
sant les notations: 


L? = Drx;, (81.27) 
MEË __ ueËty __ Île | 
D Da LE: : (81.28) 
on obtient pour (81.25) 
d°(n— np) lg d(n—no) Rn—nñng G 
+ = — (81.29) 


La solution générale d’une équation homogène s'écrit par exemple 
sous la forme | 


(n—n)=Ae ! + Bet, (81.30) 


et la solution particulière peut être trouvée en connaissant la dé- 
pendance G (x). Si les porteurs de charge sont générés par le flux 
lumineux, on a 


G(z) = G (0)e-x. (81.31) 
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La solution particulière sera alors: 


G (0) ex 
(ro) = — (81.32) 
Dar] 


résultat qui peut être vérifié par une substitution directe de (81.31) 
dans (81.29). 

Dans la majorité des cas où l'absorption est intrinsèque, on pose- 
ra G (x) & 0 (x + 0). Les coefficients À et B figurant dans la solu- 
tion générale de l’équation se laissent déterminer par les conditions 
aux limites relatives aux concentrations et aux courants, y compris 
les courants de la recombinaison superficielle. 

Les calculs correspondants étant simples mais fastidieux, nous 
ne les reproduisons pas ici. Nous noterons cependant une parti- 
cularité caractéristique de la répartition [n — n,](x). Lorsque les 
champs E sont faibles, le mode de répartition de la concentration des 
porteurs de charge excédentaires dépend de la longueur de diffusion L. 
Lorsque les champs sont intenses, la longueur d'entraïnement dans un 
semiconducteur extrinsèque devient égale à la longueur de dérive. Ce- 
pendant plus la conductivité du semiconducteur est proche d’une con- 
ductivité intrinsèque, plus la longueur d'entraînement devient pro- 
che de la longueur de diffusion. Dans un semiconducteur intrinsèque 
le champ électrique, quelle qu’en soit l'intensité, n’exerce aucune 
influence sur le mode de répartition de la concentration des porteurs 
excédentaires. 

Passons maintenant à une étude qualitative de l'effet photovol- 
taique. 

Nous avons montré au $ 72 que dans tout semiconducteur non 
homogène apparaissent des champs spatiaux E' et des charges d'es- 
pace, dont la valeur peut être calculée à l’aide de la relation (72.4) 
que nous mettons sous la forme: 


ÿDno + ÏDp0 D; Vpo—bVR 
Vies D CRD CE CR ns e S e. 3 
| O po + Uno Ep Po +Üno (1:28) 


Cette expression est exactement semblable à (81.7) et cependant il 
existe entre elles une différence de principe. Le champ E' est un champ 
qui correspond à un état d'équilibre thermodynamique et qui compense 
le courant de diffusion, de sorte que le courant total dans la masse du 
semiconducteur est identiquement nul. De ce fait le champ E' ne peut 
faire apparaitre le courant dans un circuit extérieur, tandis que le champ 
de Dember correspondant à un état hors d'équilibre donne naissance à 
un courant circulant dans un circuit extérieur. 

Considérons maintenant le cas où un flux de radiations tombe 
sur un semiconducteur non homogène. Les électrons et les trous injec- 
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tés par excitation radiative se trouvent soumis à l’action du champ 
spatial E', qui leur imprime une dérive. Tandis que les processus de 
diffusion les obligent à se déplacer dans un seul et même sens, l’ac- 
tion du champ E° leur impose le mouvement en sens opposés : les 
électrons à l'encontre du champ E' et les trous dans le sens du 
champ E. 

La séparation spatiale des électrons et des trous hors d’équilibre, 
leur déplacement dans des sens opposés font qu'ils donnent naissance 
à un champ électrique hors d'équilibre E*, qui est orienté à l'encontre 
du champ E'. Ce champ hors d'équilibre E* s'oppose donc à la sépa- 
ration spatiale des porteurs de charge hors d'équilibre. Il va de soi 
qu’à la limite, lorsque ôn — ôp —+ co, les champs spatiaux E' et 
E* se compensent mutuellement, de sorte qu’aussi bien tout champ 
que toute charge d'espace disparaissent et avec eux disparaissent les 
barrières de potentiel qui existaient dans la masse du semiconducteur 
(à noter que le semiconducteur devient alors homogène et intrin- 
sèque Êr = nr — Ôp = p sans cesser d’être dans un état hors d’équili- 
bre). Entre des points d'un semiconducteur situés de part et d'autre 
des barrières de potentiel apparaissent des différences de potentiel 
dont les valeurs en module sont égales au quotient de la hauteur de 
la barrière par la charge de l’électron. 

Nous voyons donc que les champs spatiaux font apparaitre des diffé- 
rences de potentiel entre des points arbitrairement choisis d'un semi- 
conducteur situés dans la région du champ spatial où sont générés des 
porteurs de charge hors d'équilibre. Les porteurs de charge hors d’équi- 
libre peuvent manifester leur présence même lorsqu'ils sont générées 
à une distance de la région, où règnent les champs E, inférieure à 
leur longueur de diffusion. Dans ce cas les porteurs de charge géné- 
rés commencent par diffuser vers la région du champ spatial où ils 
seront alors séparés. 

Considérons encore un cas particulièrement important, celui où 
les porteurs de charge sont générés dans la région d’une jonction p-n, 
où existent une charge d'espace et un champ spatial Ec orienté dans 
un sens allant de la région nr à la région p de la jonction. Les électrons 
et les trous générés dans les régions n et p à une distance de la charge 
d'espace de l’ordre des longueurs de diffusion L, et L, seront soumis 
à l’action séparatrice du champ E. de telle sorte que les électrons 
excédentaires passeront dans la région » et les trous dans la région p. 
Cela signifie que Le champ de contact facilite le transit des porteurs de 
charge minoritaires à travers la charge d'espace. La région nr de la 
jonction acquiert ainsi une charge négative et la région p une charge 
positive. Si on insère un tel semiconducteur dans un circuit électri- 
que fermé il sera parcouru par un courant qui fera disparaître la con- 
centration excédentaire d'électrons et de trous. Îl ressort du méca- 
nisme même de l'établissement du champ E* que 1la force électro- 
motrice d’origine photoélectrique maximale apparaissant sur une 
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jonction p-n ne peut être supérieure à la grandeur q° qui détermine 
la hauteur de la barrière de potentiel. Ces processus se trouvent à 
l'origine du fonctionnement des cellules photovoltaïques (détec- 
teurs) à jonction et des piles solaires utilisées pour la conversion de 
l'énergie lumineuse en énergie électrique. L'effet photovoltaïque 
peut s’observer lorsqu'on éclaire tout contact redresseur et peut être 
utilisé pour l’étude de ces contacts, de la même manière qu'une son- 
de électrique permet de déceler la non-homogénéité d’un semicon- 
ducteur. 


8 


ë 


Voh, in relative units 


à 


0 . nn 
07 O9 11 13 15 17 19 À,p 


Fig. 137. Sensibilité spectrale de l'effet photovoltaïque dans le tellurure 
de cadmium à la température nue (D et à la température de l'azote li- 
quide (II) 


La fig. 137 représente la sensibilité spectrale S; de l'effet photo- 
voltaïque dans le tellurure de cadmium. Les bandes de grandes lon- 
gueurs d'onde de la sensibilité spectrale se trouvent en dehors de la 
région de l'absorption intrinsèque. Cela signifie que l'effet photovol- 
taïque peut avoir lieu même dans le cas où la génération des porteurs 
de charge est monopolaire ; les porteurs de charge minoritaires appa- 
raissent alors du fait de transitions optiques ou de transitions ther- 
mo-optiques. La courbe de la sensibilité spectrale S; présente par- 
fois un pic correspondant à une absorption excitonique et n’apparais- 
sant que si les excitons se dissocient. 

On peut rattacher à l’effet photovoltaïque l'effet de l'apparition 
d’une f.é.m. dans des cristaux de solutions solides de composition 
variable, qui se caractérisent donc par une variation spatiale de la 
largeur de la bande interdite. 

Dans la solution solide Cd,Hg,.,Te la largeur de la bande inter- 
dite peut varier (à 300 °K) de 1,5 eV dans le tellurure de cadmium 
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(X = 1) jusqu’à zéro dans le tellurure de mercure (X — 0). Puisque 
les valeurs extrémales de l’énergie sont fonction de la coordonnée, 
il apparaît un champ électrique sollicitant les électrons et les trous 
de conduction : | 


14 dE.(X) 
n = R'A dX , (81.34) 
__ 41 dE, (X) 


Les intensités de ces champs sont différentes et les champs sont 
orientés l’un à l’encontre de l’autre. Les forces agissant sur les élec- 
trons et les trous sont dirigées dans le même sens: de la région de 
plus grande largeur de la bande interdite vers la région de plus 
petite largeur de la bande interdite. Lorsqu'un tel semiconducteur se 
trouve dans un état d'équilibre thermodynamique, les champs ci- 
dessus définis ne peuvent donner lieu à l'apparition d’une f.é.m. 
dans un circuit extérieur, mais lorsque l'équilibre est rompu à la 
suite de l’absorption de la lumière, par exemple, les porteurs de 
charge subissent une dérive vers la région de plus faible largeur de 
la bande interdite. Comme la mobilité des électrons est en général 
plus grande que celle des trous, leur vitesse de dérive est plus grande 
que celle des trous et il se produit donc une séparation spatiale des 
porteurs de charge libres. Ce processus conduit alors à l’apparition 
d’un champ électrique hors d'équilibre capable de faire circuler un 
courant dans un circuit fermé. La sensibilité spectrale des structures 
à largeur de bande variable s’étend de la région visible du spectre 
jusqu’à une longueur d'onde de 10 à 2Ou. 


Résumé du $ 81 


1. La diffusion des porteurs de charge excédentaires en sens oppo- 
sés est désignée sous le nom de diffusion ambipolaire. On la caracté- 
rise par le coefficient de diffusion ambipolaire : 


Dhôpo + DO no 


= O p0 + Ono . 


(81.1r) 

OÙ Opo + Ono est la conductivité d'équilibre. La loi de répartition 

des porteurs de charge dépend de la longueur d’entraînement qui est 

pratiquement égale à la longueur de diffusion Z, définie par la re- 

lation 

LE 6 po + LiOno 
O po + Ono ; 


qui est valable pour les champs E faibles et pour les champs intenses 
si le semiconducteur est presque intrinsèque. 


L° — Dr; — (81 .2r) 
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2. La loi de la répartition de la concentration hors d'équilibre 
est : 


D OS à © .(81.3r) 


Fe alp 4 
u [er TE. | 


Les valeurs du coefficient À et B se laissent déterminer à partir des 
conditions aux limites. 

3. L'effet Dember consiste en l'apparition d’un champ électri- 
que dirigé le long du faisceau lumineux fortement absorbé par le 
semiconducteur. L'intensité de ce champ (ou la f.é.m. #82) est 
proportionnelle à la différence des coefficients de diffusion des élec- 
trons et des trous, puisque le champ de Dember compense la diffé- 
rence entre les courants de diffusion des électrons et des trous. Dans 
le cas où ces coefficients sont égaux, les courants le sont aussi, 
étant dirigés en sens contraires, et le champ de Dember est nul. 

4. La séparation spatiale des électrons et des trous excédentaires 
par les champs spatiaux qui s’établissent dans les semiconducteurs 
non homogènes donne lieu à l’apparition de champs hors d’équilibre, 
susceptibles de créer un courant dans le circuit extérieur. L'effet 
photovoltaïque consiste en l’apparition de la f.é.m. lorsque des 
porteurs de charge hors d'équilibre sont générés à proximité d’une 
jonction p-n ou à proximité d'un contact redresseur entre un métal 
et un semiconducteur. 


n(z)—n=p—p=Ae ! + Be 


$ 82. L'effet photomagnétoélectrique 


Lorsqu'un semiconducteur se trouvant dans un champ magnétique 
est éclairé par la lumière fortement absorbée, il y apparaît un champ 
électrique. C'est l'effet photomagnétoélectri- 
que appelé également effet Kikoine-Noskov. 
L'apparition du champ électrique est due 
à ce que sous l’action du champ magnéti- 
que appliqué la direction des flux de dérive 
et de diffusion des porteurs de charge se 
trouve modifiée. Dans l'étude expérimentale 
de l'effet photomagnétoélectrique on illu- 8 & 
mine une des faces du cristal, le champ ÿ 
magnétique est perpendiculaire au faisceau F- 


ho 


lumineux et à deux autres faces du cristal, 
tandis que le champ électrique est perpen- 
diculaire au faisceau lumineux et au champ 
magnétique (fig. 138). On constate une F les Schéma de l'effet 
analogie entre l'effet photomagnétoélectri-  Photomagnétoélectrique 
que et d'une part l'effet Hall, puisqu'on 

observe dans le semiconducteur un courant de dérive, et d'autre part 
l'effet thermomagnétique Nernst-Ettingshausen, puisqu'on observe 
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un courant de diffusion lors de l'illumination non homogène du 
semiconducteur. 

À l’état stationnaire on peut décrire l’effet photomagnétoélectri- 
que en partant de l’équation cinétique. Compte tenu des champs élec- 
trique et magnétique et du gradient du potentiel chimique, celle-ci 
s'écrit : 


j= > éKi1@)E— D ea 1140V Fa + 
œ œ 


3 2 
+2 u EL ne KixaÿVFa), B]. (824) 


Le premier terme caractérise le courant de dérive, le second terme, 
le courant de diffusion, le troisième, le courant galvanomagnétique 
de Hall et le quatrième, le courant de diffusion dû au champ magné- 
tique. L'expression (82.1) tient compte des courants de porteurs de 
charge de divers types. Il est commode de récrire les différents ter- 
mes de (82.1) en adoptant les notations suivantes: 


CR A 144) = Ealalta = Ve ; (82.2) 
. ; 4 $ 
Cak 1) Fe = onekT = € DVRa ; (82.3) 
era (To) Catt) Co (to) 

2) = EE — TETE nee uo ; , (82.4) 

CE ” : € la Ma (te) 

me K 12(a)V Fa = m$ EE KT Te la 

= HU UCATV na = eaDaVnaUX. (82.5) 


Les grandeurs figurant dans ces différentes équations se rapportent 
aux concentrations hors d'équilibre, et celles primées sous-entendent 
la présence de la quantité (1 + uB*) au dénominateur de l’expres- 
sion des temps de relaxation moyens. Lorsque l'intensité du champ 
magnétique est faible, on peut négliger la quantité L£B* et les gran- 
deurs concernées apparaissent alors indépendantes du champ ma- 
gnétique. 
En portant les expressions (82.2) à (82.5) dans (82.1) on a: 


j— Li Ca) E — (2 eve + HaoaE— 2 ExDaVnala )s B] — 
Cette expression laisse apparaître d'une manière évidente les diffé- 


rentes composantes du courant total: le courant de conduction, le 
courant de Hall, le courant de diffusion et le courant de magnéto- 
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diffusion. Puisque B = (0, 2, 0), les composantes du courant total 
le long des axes de coordonnées seront : 


ie = 0Ex— 2 exDoVaro — (2 udo,) E,B + 
+(E eDaViñahe ) B ; (82.7) 
jy = cE, — 2 ExDaVita : (82.8) 

j: = 0E; — D EaDaVize + (2 uno, )E,B — 


(Se DeVsrout) B. (82.9) 
Œ 


Le système d'équations (82.7) et (82.9) permet de calculer E, 
et E.. Le déterminant du système est 


9  (—Zulo)s 


À = 02 (9 ou)" B2. (82.10 
(ZX uËo,) B tu F+(2 ae) Cu 
œ 


Lorsque le champ magnétique est faible (u£B? < 1), on a 
À = 0°. (82.11) 
Les expressions de E, et E, s'écrivent alors: 


E, =+ { o [ie+ (3 EaDaVaña ) — (> ex DaVzNauX ) B | 1 


+ (3 us) 8[i+(S eDavine)+ (5 eDavinaur) B])} : 
: d : (82.12) 
E, = _ {o [je + ( ÿ, exDaV:na) + ( D Ex DaV sauf ) B| x 


— (So) B[ie+ (5 eDeVana) — 


— (3 eDeVinauE) B]}. (82.13) 


Pour B = 0, ces expressions deviennent 
jx+ > eaxDaVra 
[e 4 


Îz + D: eaDoVela 
œ 
Eos ———, (82.15) 


41—0898 
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ce qui montre que dans ce cas particulier Æ, et Æ, représentent res- 
pectivement le champ correspondant à la chute de tension ohmique 
et le champ qui compense les différents courants de diffusion. Si 
jx = j- = 0, E, représente le champ de Dember et E. — 0 puisque 
V:na = (. 

Procédons à une analyse des équations (82.12) et (82.13) en ad- 
mettant que le champ magnétique n'’exerce aucune influence sur la 
répartition des porteurs de charge le long de l'axe z, ce qui revient à 
poser V.r, — 0. En omettant tous les termes en B°, on écrira: 


Es {0 [ix+ (D eaDa Vans) |+ (D Ho) 8} : (82.16) 


E,=+ {o [+ où exDaVanalt )B | — 
œ 


O 


—(Xufoe) B[ +5 eDaVans |}. (82.17) 


L'équation (82.17) renferme toutes les données requises pour décrire 
l'effet photomagnétoélectrique dans toutes les conditions expérimen- 
tales imaginables. Dans les études expérimentales de cet effet on 
pose j. — 0. Sion pose simultanément que j.— 0, on arrive à calcu- 
ler le champ E,, ou, ce qui revient au même, la différence de poten- 
tiel : 

(S Ca) (© xD ral )— (S Ua HO) (> EeDa Vrta) 


E. = = 1 — °° — —. (82.18) 
(252) 


En régime de court-circuit Æ£. — O et l’expression (82.17) permet 
alors de déterminer la densité de courant j,: 


(Zoe) (Z caDaVarane )— (3 haa) (Z caPaVsra) 
[e À œ 
= . (82.19) 
Comparant (82.18) et (82.19) on constate que l'on peut établir 


une relation évidente entre E, mesurée en régime de f.é.m. et j. 
mesurée en régime de court-circuit : 


— j:=B 


(—) 5 = 0E ST. (82.20) 
Pour plus de généralité voyons ce que donnerait un régime de court- 
circuit double correspondant au cas où E, — E,--0. On tire j, 


de (82.16) : 
(S 1@ 0a) Biz 
œ 


O L 


—jx= (3 eaDaVana) + (82.21) 
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et en le portant dans (82.17). il vient : 
0= 0j: +0 (> exDeV sale ) B — (Suso) (e ExDaVxna) B + 
œ [e À [9 À 


+ (ES pad) B(S exDaVana) = 0j: +0 (© exDaVxnata) B, (82.22) 
œ œ Le 4 
et donc 
li = — (S ExDaVznola ) B. (82.23) 
[e 2 
Lorsque E,-- 0 (deuxième type de court-circuit), on peut calculer 


E. correspondant à j.-- 0. 
On tire de (82.16): 


Ïx = — > ExDaVaxas (82.24) 


œ 


et (82.17) permet alors. en usant de (82.24), d'écrire 
(SeaDaVxralt ) B 
œ 


E, _ 


(82.25) 


qui reproduit exactement (82.23). 

Les équations (82.16) et (82.17) sont plus générales puisqu'elles 
correspondent au cas où, le cristal étant parcouru par un courant 
jz, On procède à une mesure du champ E.. 

Voyons quelle sera la forme de l’expression de Æ, dans le cas où 
Îx = j2 — 0, mais en tenant compte de la génération des électrons 
et des trous: 


enDaVenuA + epDpVxPuË BP 


eà oc) (enDnVzn + enDpVxP) 
— ————%#—— ————— B — 
epVxP (D UE — Dan) B (CAT + 6nuÀ) epVxP (Dp— Dh) 
D — — 
(82.26) 


Dans la partie du spectre où l'absorption est due aux impuretés, 
on verra apparaître une diffusion monopolaire; si par exemple 
V.n — 0, on peut écrire: 

= cpDpVxPlp p (Ontn + Oplp) epDpVxP B 89.97 

On-FOp Le (Ou-+ Op)" | (0221) 

Dans !a région de la conductivité extrinsèque, l'expression (82.27) 
se laisse simplifier, en négligeant la composante due aux porteurs 
de charge minoritaires. Si le cristal est de type p, par exemple, on 


41* 
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aura alors: 


epDpVxP Cphp 
Eee BR (1-5) = 0. (82.28) 
On arrive ainsi à la conclusion que dans le cas où l'absorption est 
due aux impuretés et ne donne naissance qu’à des porteurs de charge 
majoritaires, le champ de Kikoïne-Noskov est nul. Considérons main- 
tenant le cas d'un semiconducteur de type 7, où ne sont générés 
que des porteurs de charge minoritaires; on aura alors: 


Be, DV. 
PRE (UE — pA)£ 0. (82.29) 


On 
On remarquera que dans tous les cas où £, = 0, le champ de Kikoï- 
ne-Noskov ne peut jamais être nul. On tire de (82.25): 


L ——— 
> — 
v4 


epDpVxPu} B 
On FOp 


Les expressions de E, laissent apparaître que lorsque l'intensité 
du flux lumineux est faible, l'intensité du champ de Kikoïne-Nos- 
kov croît linéairement avec J. En effet, tant que l’on a ôr = ôp & 
& no + Po, on doit avoir E, — J; à mesure que J croît, ôn = 6p 
peut devenir supérieur à #0 + Po, et Æ, arrive alors à saturation. 
La valeur de Æ, correspondant à la saturation varie proportionnel- 
lement à B tant que B n’est pas trop grand. Lorsque B devient grand, 
la variation correspondante de Æ£, peut être calculée à l’aide de 
(82.12) et (82.13) pour B — co. 

L'effet photomagnétoélectrique trouve de nombreuses applica- 
tions chaque fois qu'il importe de procéder à une étude de processus 
hors d'équilibre dans les semiconducteurs. Cependant dans toute 
analyse théorique des résultats expérimentaux on devra scrupuleu- 
sement tenir compte des conditions de l'expérience, puisqu'’en 
modifiant celles-ci on modifie son résultat. 

Considérons un exemple d'application pratique de l'effet Kikoi- 
ne-Noskov. 

La répartition de la concentration excédentaire de porteurs de 
charge suivant l'épaisseur du cristal dépend de la largeur de dif- 
fusion conformément à l'expression 


pe £ 0. (82.30) 


ôn (x) = ôn(0)e L, (82.31) 
la dérivée s'écrit donc: 
Van(z)= — 9 0e (82.32) 


Si les conditions de l’expression sont telles que l'on arrive à la 
saturation définie par Ônr = ôp © ño + Pos ON A On + Op = 
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= €plüip (1 + b) ôp et (82.26) permet d'écrire: 
2D, (1 —b) | 2D, (1 —b) 1 ; 
E LR  — S 33 
- (1 +b)* L +2 VD V+ Re 
Or, puisque E, — Le l'effet photomagnétoélectrique convient 
T 


f 
parfaitement à la détermination de très faibles durées de vie des porteurs 
Ty & (10 + 10-10) s. 


S 83. L'effet Faraday 


Les processus physiques qui se manifestent lorsqu'un solide 
placé dans un champ magnétique est soumis à l’action de rayonne- 
ment sont désignés sous le nom d'effets magnéto-optiques. Au nombre 
des différents effets connus on trouve: l'absorption magnéto-optique 
oscillatoire, la résonance de cyclotron, l'effet de magnéto-plasma, 
la rotation du plan de polarisation de la lumière ou effet Faraday. 
Dans ce qui suit nous nous limiterons à l'étude de l'effet Faraday. 

L'existence des effets magnéto-optiques indique que les pro- 
priétés optiques de la matière sont modifiées sous l’action d'un 
champ magnétique appliqué. La nature des variations des proprié- 
tés induites par l'application d'un champ magnétique peut être 
éclaircie par application du théorème de Larmor. Posons que le 
système quantique considéré (constitué par des atomes, des molé- 
cules, etc.) soit caractérisé par un moment mécanique M et un mo- 
ment magnétique um; ces deux moments sont liés par le rapport 


gyromagnétique G: 
u = GM. (83.1) 


Lorsqu'on soumet notre système quantique à l’action d'un champ 
magnétique B, il s’y manifeste un couple de moment N: 


N = [uB] (83.2) 


qui tend à orienter u dans la direction du champ appliqué. Or, le 
moment magnétique étant lié à un moment mécanique, toute varia- 
tion des orientations de et de M mettrait en défaut la loi de la 
conservation du moment cinétique. Partant de l'équation fondamen- 
tale du mouvement de rotation 


= N (83.3) 
ou bien 
dM 


on calcule aisément la variation de M. 
En posant que le rapport gyromagnétique est une quantité 


scalaire, on écrira: 
dM = G [MB] dt, (83.5) 
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ce qui montre que l'accroissement dM du moment doit être perpen- 
diculaire au moment M et à l'induction B du champ magnétique 
appliqué; le vecteur M ne varie donc pas en module, mais il se 
produit une rotation du vecteur M autour du vecteur B. La fig. 139 
représente les positions du vecteur M à deux instants # et £ + dt. 
L'angle entre les vecteurs M et B ne varie pas et la distance entre 
l’extrémité du vecteur M et l'axe de rotation (vecteur B) reste cons- 
tante. Autrement dit, il se produit une 
précession du vecteur M autour du vec- 
teur B, et c’est donc un effet gyrosco- 
pique. 

Déterminons la vitesse angulaire de.la 
précession, qui est égale à la vitesse 
angulaire à laquelle le vecteur M tourne 
autour de l’axe B (fig. 139): 


da = ox, dt = JML _ GMB sin 0 dt 


[M] Msn GB dt, 


(83.6) 


d’où on tire wi, — GB. Sous la forme vec- 
torielle cette relation s'écrit : 


Or, — GB. (83.7) 


La vitesse angulaire de précession @1 
est appelée fréquence de Larmor. 
Dans un système de coordonnées tour- 
nant autour de l’axe B à une vitesse 
w, les grandeurs p et M restent cons- 
tantes. Nous énoncerons ce résultat sous 
une forme générale: lorsqu'on soumet 
Fig. 139. Précession du mo- Un Système physique à l'action d'un 
ment magnétique dans un Champ magnétique, les propriétés de ce 
champ magnétique appliqué système se modifient de telle sorte qu’en 
passant à un système de coordonnées 
tournant autour du vecteur champ magnétique, ces propriétés 
restent invariables. Appliquons ce résultat à l'effet Faraday. 
L'expérience montre que l’angle de rotation du plan de pola- 
risation rectiligne de la lumière dépend de l'épaisseur L de la couche 
traversée par le flux lumineux et de l'induction B du champ magné- 
tique : 


op — 60B1. (83.8) 


La grandeur 6 est appelée constante de Verdet. L’angle de rotation 
est dit positif sile plan de polarisation tourne dans le sens des ai- 
guilles d’une montre lorsque la lumière incidente se propage dans 
le sens du champ magnétique. Le sens de larotation du plan de pola- 
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risation s’inverse donc lorsqu'on inverse le sens du champ magnéti- 
que. 

On arrive à interpréter l'effet de Faraday en partant de l’idée de 
Fresnel sur la différence des indices de réfraction des ondes à pola- 
risation circulaire dextro et lévogyre. La lumière polarisée rectili- 
gnement peut alors être considérée comme la superposition de deux 
ondes à polarisation circulaire dextro (+) et lévogyre (—). Après 
avoir traversé une lame d'épaisseur /!, ces deux ondes présentent une 
différence de marche optique À et une différence de phase A: 
271A 27 : £ 
À = + (In — In ). (83.9) 
L'angle de rotation du plan de polarisation est égal à la moitié 
de la différence de phase entre les deux ondes: 


A = 


w(nt—n-) Li 


p=r Age (nn) 2e, (83.10) 


La rotation du plan de polarisation n’est possible que dans le cas 


où n*-n-. Exprimons n* et n- en termes de n. Conformément 
au résultat obtenu ci-dessus on doit avoir: 


né=n(o+o). (83.11) 


Puisque oL & w, on peut développer n (w) en série; en ne retenant 
que les deux premiers termes, on écrit : 


n (6 + oL) =n(o) + To, (83.12) 
et comme 
+ = d , 
n‘—n — 2-01, (83.13) 
on en tire 
Lt — 2 T 2u. (83.14) 
En remarquant que LT =—1T, l'équation (83.14) devient : 
À d À d 
p=< 5 or == GIB. (83.15) 


Cette nouvelle expression représente une des formes de la relation 


de Becquerel. L'expression de la constante de Verdet est de la for- 
me : 


À dn 
Dans le cas du mouvement orbital d'un électron on a G — — 


2m0c 
(en unités du système de Gauss); on a donc: 


À e dn » 
Siren SE 
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et 


À e dn 

L'angle de rotation du plan de polarisation n’est différent de 
zéro que lorsque la lumière de la partie considérée du spectre subit 
une dispersion. Or, la dispersion de la lumière est intimement liée 
à son absorption. En effet, à proximité d’une raie ou d’une bande 


: . dn de ; ; 
d'absorption où A < 0 on trouve une région de dispersion normale, 


tandis qu’à l'intérieur d’une bande d'absorption © > 0, Ia disper- 


sion est donc anormale et on doit s'attendre à ce que l'angle de rota- 
tion du plan de polarisation change de signe lorsqu'on traverse une 
bande d'absorption. Le signe de l'angle de rotation doit s’inverser 
deux fois de suite puisqu'à chaque traversée de la bande d'absorp- 


: dn ; : : 
tion ai devient nul au moins deux fois. 


Comme dans tout semiconducteur on observe plusieurs types 
d’absorption de la lumière, on doit s'attendre à ce qu'il y existe 
autant de types de rotation du plan de polarisation, en admettant 
toutefois que tous les types d'absorption donnent lieu à une disper- 
sion de l'indice de réfraction. 

La rotation du plan de polarisation qui résulte d’une absorption 
intrinsèque est désignée sous le nom de rotation interbande. On 
l'observe généralement au-delà de la bande d'absorption intrinsè- 
que pour FE 0,1 à 1. Il est à noter que lorsque ñ#ow > AËE,;, 
il devient difficile d'observer la rotation interbande du fait d'une 
forte absorption. Lorsque l’absorption est conditionnée par porteurs 
de charge libres ou excitons, on dira que l’on observe une rotation 
du plan de polarisation due aux porteurs libres ou une rotation 
excitonique. Une rotation du plan de polarisation déterminée par 
la présence d’impuretés est également possible, bien qu'il soit fort 
difficile de la mettre en évidence car l'effet observé est dû à une 
superposition de plusieurs rotations d'origines diverses. 

La rotation du plan de polarisation due à la présence de porteurs 
de charge libres présente un intérêt particulier. Pour procéder à son 
étude nous ferons appel à la méthode du tenseur de la susceptibilité 
diélectrique complexe. Comme la différence entre n* et n°” est insi- 
gnifiante, on peut écrire: 


n*+n- = 2n, (83.19) 
et donc 
Q = _…— (n*— n7*). (83.20) 
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En remplaçant n° par €, on a: 
p= (e* —e”). (83.21) 


Nous avons indiqué au $ 74 que l'amplitude de la composante de 
Fourier d'un champ de radiation devait satisfaire à l’équation: 


AE (r, w)+ nu [e—i _ | E (r, ©) =0. (83.22) 


C @ 


Désignons par e la quantité entre crochets: 
pr (83.23) 


£ L 


ce qui revient à faire usage de la susceptibilité diélectrique complexe. 
Lorsqu'on superpose un champ magnétique, la grandeur © devient 
une grandeur tensorielle (gyrotropie) et & devient elle aussi un ten- 
seur (pour simplifier les calculs on admettra que e est un scalaire). 
Si le champ magnétique B est dirigé le long de l’axe z, © sera donné 
conformément aux résultats des $$ 42 et 45 par l'expression: 


Oxx Oxy Ù 
O—= | O,x Opy OÀ |. (83.24) 
O0 O0 so; 


Lorsque le champ magnétique est faible on peut poser 6,, = 6, Æ 
S Ozz © O (0); o,, représente la conductivité de Hall que l'on 
exprime en partant de l'équation cinétique et compte tenu des dimen- 
sions finies du cristal 


Gay = — 7 KB. (83.25) 


Cette expression explicite de o,, permet de conclure“que 0, = 
— —0,,- Si en effet on remplace z — y par y — zx, tout en restant 
dans un système de coordonnées dextrogyre, on devra avoir z —+ z 
mais BP, se transforme en —B,, ce qui montre que le tenseur est 
bien antisymétrique. On écrira donc: 


Pxx Exy hi Exy — 6, 
ele, € 0 | PEN (83.26) 
0 O0 e«,, Eux Exp 
En utilisant la relation 
n° (1—ix)}? E —eE, (83.27) 


on introduit dans le calcul l'indice de réfraction scalaire n et l'indice 
d'absorption scalaire nx. En posant que les coefficients des termes 
E. et E, figurant dans les premier et second membres sont égaux, 
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on obtient : 
D (1— ix) = Exx-l Ex. 
ne(1—ix) =E,, + Exy = Euy — Eux. (83.28) 
Ces deux équations laissent apparaître qu'il existe deux solutions 
n°2 (1—ix) = Exz F Exy, (83.29) 
puisque pour toute onde à polarisation circulaire on doit avoir: 
E, = FiE,, (83.30) 


l'une des solutions correspondant à la polarisation lévo (+) et 
l'autre à celle dextrogyre (—). (Nous utiliserons ici les notations 
de la polarisation qui sont traditionnelles en optique; en mécanique 
quantique et en physique nucléaire les signes des polarisations dextro 
et lévogyre sont inversés.) 

Les deux solutions de l'équation (83.29) correspondent à deux 
polarisations distinctes : 


+2 


n = Exx Æ Exys (83.31) 
de ce fait 
nn" i2Exy, (83.32) 
d'où il vient 
p=i 2e, (83.33) 
que l'on écrira encore: 
2x 
= ne Oxy- (83.34) 
La constante de Verdet s'exprime alors par 
__ 27 Oxy 
ne B ee) 
ou encore : 
= 27 2 
6 -= nc m* K°>: (83.36) 
Or, selon (74.32) on doit avoir: 
a — us Os = € fs (83.37) 
et donc: 
() _ 21e$K,: _ 1 e (T°) — ma 3 H 
Re dun et 0 (98) 
noni p e“K4: 
soit : 


0 — —+ a. (83.31) 
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Pour les électrons up! << 0 et la constante de Verdet est donc posi- 
tive, pour les trous elle est négative. 

La mobilité de Hall u" et a dépendent du mécanisme de relaxa- 
cion et de ce fait 0 en dépend également. On s’en rend aisément 
compte en exprimant 6 en termes de À,,: 

"1 2 3 Z 
6 — . (83.40) 

Une des particularités les plus ni de cette relation est 
qu'elle établit une variation linéaire de l’angle de rotation en fonc- 
tion de la concentration p des porteurs de charge et de l'inverse du 
carré de la masse effective (m**). 

L'expression (83.40) a été cependant établie sans égard à la loi 
de dispersion qui prévaut, puisqu'elle est basée sur les équations 
phénoménologiques de Maxwell: aussi n'est-elle valable que dans 
la région basse fréquence du spectre où w* Ÿ 1°. Pour obtenir 
une expression qui soit applicable aux hautes fréquences il est 
nécessaire de tenir compte du facteur (1 + w*1t*)"! figurant dans 
(75.14) ainsi que de la constante diélectrique donnée par l’expres- 


sion (75.15). En faissant figurer ce facteur dans le cas de champs 
faibles, on écrira: 


21 ep / TN 
ne me AT) 29 
Pour les hautes fréquences où w-? Ÿ +t°, on aura w“t* D 1 et l’ex- 
pression de 6 devient: : | 
je PR. Cr (83.42) 

ncm** 21cinm*" 
Cette dernière équtation est largement utilisée pour la détermina- 
tion de la masse effective des porteurs de charge libres existant dans 
des semiconducteurs à conductivité extrinsèque. Les conditions 
dans lesquelles elle est valable doivent être vérifiées par l'expérien- 
ce ; le graphique 6 (À°) ou œ (À°) ne sera une droite que si la rotation 
du plan de polarisation est indépendante du mécanisme de relaxa- 
tion. Tout écart à une relation linéaire entre 6 ou œ et À* doit être 
attribué soit au fait que la condition w°t* © 1 n’est pas assurée, 
soit à une superposition d’autres processus de rotation du plan de 

polarisation, telle la rotation interbande. 


Reprenons l'étude du rapport Len tenant compte maintenant 


de la variation de la conductivité en fonction de la fréquence. Apili- 
quons l’équation (75.12) en tenant compte de ce que l’on doit y faire 
figurer les valeurs moyennes par rapport à l'énergie: 


__ ep T : 
o=<+ Tr Er), (83.43) 


_ rep 
nent Cens 1 + ut? » (85.44) 
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Tue ) 
EE (83.44") 


2m* T 
1 + w?t° ) 


Pour w°1? <1, on a 


(4) 2 
pour &°1t? à 4, on obtient 
8 les à: 1 
ee {t)"1 (71) 1, (83.46) 


Dans le cas plus général a est fonction non pas de À* mais de À” 
avec y = 2, et le rapport _ peut alors être fonction de À. 

y, degrés 

52 

48 6 

4k 


&s 


2 
i 
0 10 20 30 4 50 60 70 A p° 


Fig. 140. Effet Faraday dù aux électrons libres dans le tellurure de cadmium 


La fig. 140 illustre la rotation du plan de polarisation due aux 
électrons libres dans le tellurure de cadmium. La pente de la droite 


permet de trouver que ua — 0,09 pour £ — 100 °K. 


La théorie de la rotation interbande fait également appel à la 
méthode du tenseur conductivité. En calculant ce tenseur on tient 
compte des transitions électroniques de la bande de valence dans la 
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bande de conduction. On exprime la perturbation sous la forme 
usuelle : 


W=De(vA'), (83.47) 


où v, est la vitesse d'un électron se trouvant dans un état i. Dans 
le cas le plus simple cette vitesse est égale au rapport de l'impulsion 
ou de la quasi-impulsion à la masse de l’électron. A est le potentiel 
vecteur de l'onde lumineuse. En utilisant les fonctions d'onde de 
l'électron correspondant à ses états initial et final dans la zone de 
Brillouin, on arrive à calculer les éléments matriciels de l'opérateur 
impulsion. On suppose que ces derniers safisfassent à certaines 
relations bien déterminées, telles que: 

Voie, el ral (83.48) 

Kk Ok” Ok’ 

Les calculs théoriques confirmés par l'expérience montrent que la 
rotation interbande varie proportionnellement à w*° lorsque © —+ 0. 
Cependant près du seuil d'absorption intrinsèque les différents 
modèles théoriques fournissent des relations de formes différentes 
entre l’angle de rotation et l'énergie des photons incidents. Selon 
les calculs de L. Roth @ — F, (x), avec 


RQ (Er 
(24-22 (+24); (83.49) 
"A = = EL . 
Og AE) 
Lorsque z —+ 1, la fonction F, (x) prend une forme asymptotique : 
F(x) = - (83.50) 


Près du seuil d'absorption w = w,, soit z = 1, et la fonction F.(x) 
présente un point singulier, qui peut cependant être éliminé en 
introduisant un temps de relaxation. Selon une autre théorie (Bos- 
warth, Hovard, Lidiard) la rotation serait décrite par une fonction 
Fs (x) : 

F, = + | 1 (83.51) 

j #LA-22 442 

qui d’ailleurs conduit à la même forme asymptotique que ci-dessus. 
Pour z —+ 0, les deux fonctions se comportent de manière identique 
et F; (x) = 2F, (x). Ces deux fonctions sont largement utilisées 
pour l'étude des relations expérimentales de la dispersion, que l'on 
relève le plus souvent pour z — 0,6 à 0,9. L'expérience montre que 
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lorsque x :>: 1, la valeur de la rotation est finie. Ce résultat trouve 
son interprétation dans la théorie de Lax, selon laquelle toute rota- 
tion déterminée par une dispersion accompagnant une transition 
entre deux niveaux de Landau peut être décrite dans le cas de transi- 
tions directes par l'expression : 


Ouandau = À {er A DEAN EX 


ss 1 2 1/2 31/2 n9 
nee UOCHYPAAIEE (KEY), (83.52 
où À est une grandeur qui dépend de la fréquence ; X — (w, — «w) 7; 
Ÿ = yBt; y est le moment magnétique efficace que l’on exprime 


8/8max 
1 


AS d 


- 50 0 50 100 150 X-(g-w)T 


Fig. 141. Courbes de dispersion de l’angle de rotation du plan de polarisation 
pour différentes valeurs du paramètre Y : 1) 0,1; 2) 4; 3) 5; 4) 50 


par les rapports gyromagnétiques £g. et g, et le magnéton de Bohr 
UB, — #7 8e Up; On — Op + (n + 5) w. est la fréquence des 
transitions entre les niveaux #7 de Landau; ©. est la fréquence de 
cyclotron, w. — 2wL. 

Cette dernière équation montre que le sens de la rotation dépend 
du signe de la différence X — Y : lorsque X — Y << 0, la rotation 
est positive et lorsque À — Y >> O0, elle est négative. 

Ainsi, dans le cas d’une rotation déterminée par la dispersion 
lors des transitions entre niveaux de Landau, la rotation du plan 
de polarisation change de signe. L’angle de rotation n'est pas symé- 
trique par rapport à w,. Si l’on voulait tenir compte de l'influence 
exercée par l’ensemble des niveaux de Landau, on devrait effectuer 
une sommation par rapport à », ce qui fournit le résultat suivant: 


AUX YEAH (X +} 


(O7 


—{{(X—YP+ AT + (XP). (83.53) 


Q — 
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Dans cette expression X — (w, — w) t, toutes les autres notations 
étant les mêmes que ci-dessus. On constate que la rotation est alors 
positive. La fig. 141 représente les courbes de dispersion d'une rota- 
tion interbande du plan de polarisation pour plusieurs valeurs du 
paramètre Y. 


# 


Fig. 142. Rotation du plan de polarisation interbande et par les bandes d'absorp- 
tion excitonique dans le séléniure de cadmium 


Dans les études expérimentales de la rotation interbande on 
observe généralement près du seuil d'absorption une inversion du 
sens de la rotation; parfois on observe un grand nombre d'’inver- 
sions du sens de la rotation, qui doivent alors être attribuées aux 
bandes d'absorption excitonique (fig. 142). 


$ 84. Le dédoublement des bandes d'énergie 
dû à l’interaction spin-orbitale 


Le dédoublement des bandes d'énergie se produisant du fait 
d'interaction spin-orbitale résulte directement de l'existence d'un 
dédoublement des niveaux d'énergie des atomes libres dont l'in- 
teraction donne naissance aux bandes d'énergie considérées. 

En physique atomique et en spectroscopie le dédoublement 
spin-orbital des niveaux énergétiques des atomes est connu sous le 
nom de structure fine des niveaux ou des raies spectrales. 
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La structure fine des niveaux énergétiques des atomes et des 
ions libres est bien connue. Théoriquement l'existence d’une struc- 
ture fine découle de l'équation relativiste de Dirac de la mécanique 
quantique, ce qui permet d'affirmer que la structure fine, ou dédou- 
blement spin-orbital des niveaux énergétiques, est un effet relati- 
viste de la mécanique quantique. Le procédé le plus simple pour 
tenir compte de l'interaction spin-orbitale consiste à passer de l’équa- 
tion de Dirac à l'équation de Pauli, donc à passer d'une fonction 
d’onde à quatre composantes (Dirac) à une fonction d'onde à deux 
composantes (Pauli). En excluant de l'équation de Dirac toutes les 
composantes « mineures», On arrive à une équation telle que: 


Æ +U@— es) 


_ = {hr 8m3c? Le ne (0B)+r TRE (o [Epl) — 


VU} hu . (84.1) 


Le deuxième membre de (84.1) représente une correction quantique 
relativiste à l'équation non relativiste, figurant au premier membre. 
Le premier terme du deuxième membre p‘/8m;c? caractérise la dé- 
pendance relativiste existant entre la masse et la vitesse. Il est 
facile de montrer que l’on doit en tenir compte en considérant la 
formule relativiste qui lie l'énergie et l’impulsion 


E= V m°ci + pet. (84.2) 
En développant E (p) en série par de” à p°, on obtient: 
E(p) = my? Re de (84.3) 


Le second terme représente l'énergie d’un électron dans un champ 
magnétique extérieur B dont il subit l'influence grâce à l'existence 
d'un moment magnétique propre l,: 


eh = e & 
Le — 2moc D 0 (84.4) 


dans cette expression $ — F o est le moment cinétique propre, ou 
le spin, de l'électron, ü représente les matrices à deux rangs de 
Pauli. 

Le troisième terme caractérise l'énergie de l'interaction spin- 
orbitale. Le quatrième terme est désigné sous le nom d'interaction 
de contact ou de terme correctif de Darwin. Bien qu'il soit rigou- 
reux du point de vue mathématique, un tel procédé d'introduire 
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l'interaction spin-orbitale ne ‘permet pas d'en faire ressortir d’une 
manière évidente le sens physique, il est donc préférable de recourir 
à un procédé semi-classique d'étude de l'interaction spin-orbitale. 

Du point de vue relativiste, une description des champs électri- 
que et magnétique qui existeraient indépendamment l’un de l’autre 
est complètement dénuée de sens. En effet, on ne peut parler que 
d'un champ électromagnétique unique, qui se trouve décrit par le 
tenseur champ antisymétrique suivant 


0 BP, — B, —iE, 
. —B, O0  B, —iE, ie 
Fu By, —Bx O0 —iE, |” PE) 


iE, il, iE 0, 


Les composantes du tenseur champ électromagnétique dépendent 
de l'état de mouvement du système physique, ou, ce qui revient 
au même, du système de coordonnées. Si dans un certain système 
de coordonnées il existe simultanément le champ électrique E et 
le champ magnétique B, on peut toujours trouver des systèmes où 
il n'existe qu'un seul champ: électrique ou magnétique. 

Supposons que le tenseur F,, soit défini dans un système de 
coordonnées que nous considérerons comme un système immobile 
(x, y, z,t,) ou (x, y, z, ict). Un système (zx”, y”, z’, &”), ou (x, y”, z°, 
icl'), sera considéré alors comme un système mobile se déplaçant 
à une vitesse v — fc le long de l'axe x — zx’. Pour passer d'un 
système de coordonnées immobile à celui mobile on utilise la trans- 
formation de Lorentz: 


U 


T 
, |=4l, |- 
ict’ ict 
1 (® O0 ip x 
4 0 Vi—F$ 0 O0 y 
AE 0 o viol: (6) 
—iÿ O0 0 1/ \ict 


Le tenseur champ F,, rapporté au système de coordonnées mobile 
peut être calculé en appliquant les règles usuelles de la transfor- 
mation des composantes d'un tenseur 


Fuv= > MEN] DTE (84.7) 
J 


Supposons tout d'abord que dans le système de coordonnées immo- 
bile il n'existe aucun champ électrique (E = 0) et le champ magné- 
42— 0898 
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tique y est non nul (B - 0). Ce champ magnétique n'exerce évidem- 
ment aucune action sur une particule immobile. Supposons mainte- 
nant que la particule se déplace à une vitesse v. Définissons un 
système de coordonnées tel que cette particule y soit immobile et 
déterminons le tenseur champ correspondant à ce système de coor- 
données mobile. En appliquant des transformations faciles à faire 
de (84.7) à la matrice À, on trouvera de (84.6) les expressions sui- 
vantes des composantes qui sont spatialement semblables (u, v 4): 


= Fe AE B; 
Fi= 1 —p2 ou B; V1 — f° : 
, F3 — B, 84 8 
F,, V1 BP: ou B, VAR: ? ( à ) 
F B 
F—=— ou B;— =: 
SV VF 
Rapportées aux trois coordonnées, les expressions (84.8) se réduisent à 
B 
= 9 
B' = — (84.9) 
Les composantes temporellement semblables seront : 
F,,=0 ou E;=—0, 
—if = 
Fo = Fe = —— B,, 84. 
en le ou Æ, VE B (84.10) 
= se Fa ou E:= ee B,. 


Rapportées aux trois coordonnées considérées, les relations (84.10) 
s'écrivent 


E'- (84.11) 


1 
vire F9 


Ceci montre qu'une particule immobile par rapport au système de 
coordonnées mobile est sollicitée par une force eE’ égale à 


a 
eE"— VE [vB]. (84.12) 
Si la vitesse est faible, B® < 1, on a 
eE' — — [vB], (84.13) 


et on retrouve ainsi l’expression connue de la force de Lorentz. 
.. Considérons maintenant le cas d’un système immobile qui n’est 
le siège que d'un seul champ électrique (E - 0, B = 0). On trouve, 
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tous calculs faits: 


RES PE ou bien E;—E,, 
: Fi : ; E 
LORE 7 ver] ou bien E;,,— er : (84.14) 
po ou bien E;— Ez : 
1—p? 1—p2 
Les composantes spatialement semblables seront : 
LA i e #? 
F,, = nl Fe ou bien B, = = 

Fa F,; ou bien B,— A E (84.15) 
F:,= 0 ou bien B;=—0. 


Ces expressions rapportées aux trois coordonnées considérées se 
réduisent à 
1 
B' — ————— [Ev]. 84.16 
Ceci montre que dans un système mobile un champ magnétique 
existe, bien qu'il soit nul dans un système immobile. 

Si la particule considérée possède un moment magnétique pro- 
pre u, elle entre en interaction avec le champ magnétique B’. L'éner- 
gie W de cette interaction est : 

1 
W= — (uB)— ————— {(u[Ev)). 84.17 
W est donc l'énergie d'interaction du moment magnétique pu de 
la particule avec le champ électrique E lorsque cette particule 
se déplace dans ce champ à une vitesse v. Exprimons le moment 
magnétique u de la particule en fonction de son moment cinétique, 
donc, en fonction de son spin: 


_Ss— eh 
2mgœ £ 4moc 


où g£ est le rapport gyromagnétique ou le facteur de Landé dans le 
cas le plus général. En remplaçant la vitesse par la valeur correspon- 
dante de l’impulsion, l'expression de W devient: 


U=£g Oo, (84.18) 


W= rex (o [Ep]) = — Fe (G{Ep]). (84.19) 


La seconde de ces expressions tient compte de ce que m* (1 — f°) — 
— m, m, étant la masse au repos de la particule. 


42% 
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On doit adopter égale à 2 la valeur du rapport gyromagnétique 
établissant la relation entre les moments propres magnétique et 
mécanique de la particule. Cependant en posant g — 2, on obtient 
une expression de W qui est deux fois plus grande que le troisième 
terme de (84.1). Pour obvier à cet écart, on doit poser g — 1 (cor- 
rection de Thomas-Frenkel). La correction de Thomas-Frenkel 
témoigne de ce que dans le cas d’un mouvement de translation le 
moment magnétique propre devient semblable au moment orbital 
pour lequel g = 1, tandis que dans le cas général, pour le moment 
magnétique propre g — 2. Compte tenu de la correction de Thomas- 
Frenkel, l'énergie d'interaction du moment magnétique de spin avec 
le champ électrique E s'écrit 


eh 
W = — Améc® (o [Epl)=-— TER (o [VUp]). (84.20) 
Appliquons (84.20) à l'étude du mouvement des électrons des ato- 
mes. L'intensité du champ électrique créé par le noyau peut s’ex- 
primer sous la forme 
Z—0 

E-®—olel}, (84.21) 
©, étant la constante de l'effet d'écran et (Z — o,) | e| étant alors 
la charge effective du noyau, compte tenu de l'effet d'écran produit 
par les couches électroniques internes. 

Portant (84.21) dans (84.20), il vient: 


W= — (0 [ 2 —Sn)lel r, p|)= 


(Z—0n) e“h Z— On h 
2 Lies (6 {rp]) = EE (OL), (84.22) 
où L représente le moment mécanique orbital en unités de à, soit 
[rpl = M = ÀL. (84.23) 


Lorsqu'on passe à une description des phénomènes dans le cadre 
de la mécanique quantique, on remplace W par l’opérateur W en uti- 


lisant les règles établies et on calcule la valeur moyenne de W cor- 
respondant à un état caractérisé par une fonction d'onde Ÿ. En 
utilisant des fonctions d'onde hydrogénoïides 


Ÿ= Ynim (r) = Ras (r) Yim (0, P), (84.24) 
on arrive au résultat suivant : 
2R, = n)* _ _ 
We. = De Zn) JU) SGEN (84.95) 


21 (14 1/e) (+1) ! 
où | 
ne 7 7 4e 3 _1_ 
a 7,29717.103 & (84.26) 
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représente la constante de structure fine; R, = 13,6 eV-rydberg — 
— Rhe, R étant la constante de Rydberg ; nr est le nombre quantique 
principal, /, le nombre quantique orbital et j, le nombre quantique 
interne ou total. 
Exprimons W,;,; en électrons-volts: 
W nrj leV] = 0,362.10 —S TUE Vo UF) ; (84.27) 
Le dédoublement dû à l’interaction spin-orbitale doit s’observer 


pour tous les états à l'exclusion de s puisque dans cet état le moment 
orbital M = hL est nul, donc, conformément à (84.27), W — 0. 


J J 
2 0 
1 
nes RS = 
® 2 
(a) (6) 


Fig. 143. Schéma de la disposition des niveaux d'une structure fine: 


a) disposition normale, 
b) disposition inversée 


Pour les atomes hydrogénoïdes ou, dans le cas général, les atomes 
ne comportant qu’un seul électron, j — L + 1/2, s — 1/2, et donc 
tous les niveaux (sauf s) deviennent des doublets du fait de l’in- 
teraction spin-orbitale. Dans le cas d’atomes de structure plus com- 
pliquée, on devra remplacer les nombres quantiques }j, Let s de l’élec- 
tron unique par les nombres quantiques J, L et S correspondant à 
toute la couche électronique de l'atome considéré. 

Pour les atomes des groupes IVB et VIB les états électroniques 
non excités correspondent à S — 1 et L — 1, c'est pourquoi le 
nombre quantique total J peut prendre trois valeurs différentes : 
J = 0, 1 et 2, conformément aux trois orientations relatives de L 


et de S. Le facteur d'orientation correspondant aux trois valeurs 
9 D 
de J est respectivement égal à — + , — à et F . Le rapport des 


distances séparant les niveaux d'une structure fine est égal à ee 
La fig. 143 représente le schéma d’un dédoublement dû à l’in- 
teraction spin-orbitale du niveau initial (en pointillé) en trois sous- 


niveaux dans le cas d’une disposition normale des états (a) et dans 
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le cas d'une disposition inversée (b). Le facteur d'orientation déter- 
mine le nombre de composantes d’une structure fine, tandis que 
la magnitude du dédoublement dépend du numéro de la couche 
électronique et de la valeur de la constante d'écran. 

Dans une seule et même période du tableau de Mendéléev, x et 
©, restent constants, tandis que Z croît, et le dédoublement spin- 
orbital croît également. Ainsi, par exemple, le dédoublement des 
niveaux d'énergie des paires d’atomes C-O, Si-S, Ge-Se, Sn-Te est 
peu différent, mais le dédoublement des niveaux des atomes du 
groupe VIB est plus important que celui des éléments IVB. Pour 
les éléments appartenant à un groupe donné, nr croît avec le numéro 
de la période, et simultanément croissent Z et ©,. Or, comme 0, 
croît plus lentement que Z, la charge effective (Z — o,) croît avec 
Z plus rapidement quenele fait r. De ce fait l'importance du dédou- 
blement spin-orbital se manifestant dans un groupe donné d'’élé- 
ments croit avec le numéro atomique de l'élément. On a rassemblé 
dans le tableau 26 quelques valeurs du dédoublement spin-orbital 


Tableau 26 


Dédoublement de l’état fondamental par interaction spin-orbitale dans les 
atomes des éléments des groupes IV et VI 


(Pour l’origine des énergies on a adopté le niveau le plus profond) 


Energie du niveau 


3Pa — 3P: 
Eléments “Po SP1 SP2 
cm1 eV cm1 cV cm-1 eV cm-1 eV 
Carbone C 0,00! 0,00 | 16,4 |0,0020| 43,5 10,0054 27,1 0,0033 
Silicium Si 0,00! 0,00 71,1510,009 | 223,1610,0276 146,16 0,018 
Germa- 
nium Ge 0,00! 0,00 | 557,1010,069 11409,9010,174 852,80 0,105 


Oxygène O 0,00! 0,00 68,9 10,0084! 157,5 1[0,0193 88,6 0,0110 

Soufre S 0,00! 0,00 | 176,8 10,0216| 396,8 10,049 220,0 0,027 

Selé- 

nium Se 12534,4 | 0,31711989,5 10,244 0,00,0,00 —544,9 —0,073 
(SP; —3P0)| (Ps —3Po) 

Tellure Tel47:07 0,58014751 0,586 0,0010,00 —44 0,006 


(SP; —SPo)| (Ps —SPo) 


de l’état fondamental se manifestant dans les atomes de quelques 
éléments. Pour les atomes de la majorité des éléments indiqués 
l'état fondamental est celui ?, ; pour le sélénium on trouve cepen- 
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dant une disposition inversée des niveaux, et pour le tellure le 
niveau °P, est fondamental, les niveaux supérieurs étant disposés 
d’une manière normale. La règle des intervalles séparant les niveaux 
successifs est approximativement respectée dans le cas du silicium 
et du germanium, tandis que dans le tellure on trouve pratiquement 
des doublets, car l'intervalle $P, — SP, vaut 0,586 eV, et l’inter- 
valle SP, — SP, ne vaut que 0,006 eV. 

Lors de la formation de cristaux le dédoublement des bandes 
d'énergie dùü à l'interaction spin-orbitale provient de ce que le 
moment magnétique des électrons interagit avec le champ électrique 


du réseau — — À VU. La valeur du dédoublement des bandes 


d'énergie est essentiellement déterminée par le dédoublement spin- 
orbital des niveaux qui donnent naissance aux bandes d'énergie. 
Or, comme au champ créé par le noyau de-chacun des atomes vient 
s'ajouter le champ d'interaction des noyaux et des électrons, la 
valeur du dédoublement des bandes est différente de celle du dédou- 
blement des niveaux dans des atomes isolés. La théorie et l'expérience 
montrent qu'en règle générale l’importance du dédoublement spin- 
orbital des bandes d’énergie est légèrement supérieure à celle des 
niveaux d'énergie correspondants. Les lois de variation de la valeur 
du dédoublement en fonction de la charge des noyaux des atomes 
constituant le cristal restent cependant valables. A l'heure actuelle 
on connaît les valeurs du dédoublement par interaction spin-orbitale 
des bandes d'énergie d’un grand nombre de semiconducteurs. Au 
point l', donc pour À = 0, la valeur du dédoublement est générale- 
ment indiquée par le symbole A,, et au point L situé sur la frontière 
d'une zone de Brillouin le long d'une orientation [111] on la dénote 
par le symbole À,; dans un grand nombre de cas on trouve que 


À, — £ Ào- 
Tableau 27 


Valeurs du dédoublement par interaction Se C de la bande de 
valence l';s de quelques semiconducteurs, en eV 


Semiconducteur | Si Ge ZnsS ZnSe ZnTe CdTe InSb 
Valeur expérimen- 
tale 0,03 | 0,29 | 0,07 0,43 | 0,93 | 0,92 0,82 
Valeur calculée | 0,03 | 0,29 0,08 | 0,42 | 0,93 | 0,90 | 0,82 


Le dédoublement spin-orbital des bandes d'énergie formées par 
les niveaux p ne peut être que doublet, tandis que les bandes issues 
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uniquement des niveaux S$ ne présentent aucun dédoublement 
spin-orbital. Dans les semiconducteurs du groupe IV ainsi que dans 
les composés A!IBV et AlBVI le dédoublement spin-orbital ne 
s’observe que dans la bande de valence. Dans le cas où l'élément B 
reste invariable, la valeur du dédoublement reste pratiquement 
constante, et ceci confirme les considérations développées au $ 26 
sur le mode de formation des bandes d'énergie des composés AlBVT, 

On trouve dans le tableau 27 quelques valeurs théoriques et 
expérimentales du dédoublement par interaction spin-orbitale des 
bandes de valence de quelques semiconducteurs. On note que les 
erreurs expérimentales de ces valeurs ne dépassent généralement 
pas quelques centièmes d’électron-volt. 


COMPLÉMENT 


INTRODUCTION À LA THÉORIE DES GROUPES 


$ 85. Les transformations de l’espace 


Les propriétés de symétrie constituent la caractéristique essen- 
tielle des corps cristallins en ce que leur existence permet de tirer 
toute une série de conclusions relatives aux propriétés physiques 
de ces corps, en utilisant l'appareil mathématique de la théorie des 
groupes, puisque tout groupe de symétrie d’un cristal constitue un 
groupe en sens mathématique. 

Ce fait tout fortuit qu’il soit est de la plus haute importance. 
Avant d'aborder la définition de la notion de groupe, il est utile 
de considérer certaines opérations visant à la transformation de 


l’espace. 
Soit un point Àf arbitrairement choisi dans l’espace de coordon- 


née (r): M (r). 

Désignons par R une certaine transformation de l’espace donné. 
La signification de la transformation R que l’on se propose de réali- 
ser sera la suivante: R agissant sur le point A7 (r) le fait passer en 
un autre point de l’espace de coordonnée r° : 

RM (r)= M (r'), 
ou d'une façon plus concise encore 
R (r)=r’. 

Il est à noter que les axes de coordonnées par rapport auxquelles 
a été définie la position du point M restent inchangés. On connaît 
divers types de transformations que l’on désigne par les symboles : 


R,S, T, . On peut introduire la notion de produit de deux trans- 
formations. On désignera, par exemple, le produit de transforma- 


tions R et S par T si la transformation Ÿ conduit au même résultat 
que l'application successive des transformations R et $ : 

T= SR. 
En général les produits SR et RS peuvent conduire à des résultats 
différents et l’on écrit alors: SR RS. Dans le cas où le résultat 
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final est indépendant de l’ordre dans lequel on réalise les transfor- 
mations successives: RS = SR, on dit que les transformations com- 
mutent. 


Toute transformation É qui laisse l'espace inchangé est dite 
transformation unitaire ou identique, on a alors: 


ÊM (x) = M (x) 
ou bien 


r'—Ér-r. 

PS peut multiplier une transformation par elle-même: RR ou 
RR ...R; ces produits sont désignés par les symboles À? ou R?. 
Re 


P U À 
Envisageons la suite R, R°, ..., RP, ... La plus petite puissance 


pour laquelle on a À" = É s'appelle ordre de la transformation À. 
Deux transformations R et R-! dont le produit donne une trans- 
formation identique E sont dites transformations inverses 


RR1—R1R— É. 
La transformation RÀ-1 est l'inverse de R et inversement : 
y = R. 


Lors d’une transformation de l'espace telle que Rr = r’, les 
fonctions qui ont été définies dans cet espace peuvent varier. Si par 
exemple f est fonction du point M ou de sa coordonnée r: 


f= {M ())= f (r), 


la transformation RM (r) faisant varier les coordonnées du point Af, 
les valeurs de la fonction f(r) doivent également varier. 


Nous définissons l'application d’une transformation À à la fonction 


f (x) par la condition que la fonction R f (r) soit la même que la 
fonction initiale: 


Rf (M (r))=f (RM (x) 
ou 
Êf (r) = f (Rr). 


Ainsi, des transformations de l’espace entraînent une transforma- 
tion des fonctions définies dans cet espace. Ces transformations 
peuvent donc être considérées comme des opérateurs et désignés 


Led 


par les symboles R, $, etc. 
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Toute transformation lors de laquelle ne soit ce qu'un seul point 
de l’espace se transforme en soi-même est dite transformation ponc- 
tuelle. Il est commode de choisir ce point-là comme origine des coor- 
données. Examinons maintenant quelques types de transformations. 

1. Inversion i, i. Une réflexion par rapport à un point, appelé 
centre d'inversion, est appelée transformation d'inversion. Il est évi- 
dent que le centre d'’inversion est précisément le point qui se trans- 
forme en soi-même. On définit l’inversion par l'équation 


ÎM (r)= M (—r) 
ou par l'équation 
ir— — +, i(z, Y, Z)=(—27, —y, —-2). 


La mise en action d’une transformation d'’inversion conduit à l'éga- 
lité : 


if(r)=f(—7r) ou Î(r)= —7. 


Il ressort de la définition même de l’inversion que c’est une trans- 
formation du second ordre: 


12 — E. 


2. Réflexion par rapport à un plan oc. L'image obtenue par ré- 
flexion sur un plan oc représente une transformation du second ordre 


o° = E. 


Pour mettre en équation le résultat d’une réflexion par un plan 
on doit définir la position de ce plan. En désignant par ©, un plan 


perpendiculaire à l'axe des x, la transformation 0, peut s’écrire: 
Oxt = Ov (z,y,z)=(—2%, y, 2). 
On a de même 
Gy(zs Vs 2)= (2, — V2), 
0, (z, y, z)= (x, y, —2). 


En comparant les trois dernières équations avec la transformation 
de l’inversion, on voit qu'il existe entre eux la relation suivante: 


mn mm mn mm mn mn mm æ 


1= 0,0y0x = 0y030x = OxOyO3 = ve 


Ces deux exemples montrent que toute opération de transforma- 
tion peut être représentée par une matrice: 
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soit 
z' Riy Ris Riu T 
(s = | Ray Rose Res y 
z' \Ra1 Rae Ras Z 


Cette dernière expression doit être considérée comme la condi- 
tion d'égalité de matrices, dont les éléments se laissent déterminer 
suivant les règles de multiplication des matrices sous la forme 
générale : 


x! = à R;;t1. 
J 
On représentera donc les opérations î et 6, par les matrices: 
—1 0 O0 —100 
= 0 — o: 0:=- 0 1 0 
O0 O0 —1 001 


3. L'’axe de rotation C (). Toute rotation d’un angle @ autour 


d'un axe est désignée par le symbole C (œ). Les rotations d’angles p 
peuvent être considérées comme la rotation de œ élevée à la puis- 
sance p: 


C (pp) = CP (q). 
On dira que l'axe C (œ) est d’ordre n, si C” (®) — E. Or pour cela 
il faut que rzp = 2x. Une rotation d’un angle = sera désignée par C. 


Il est évident qu’on peut établir toute une série de relations telles 
que 
CE = Cry , Con = Ce : Cr Ci etc. 

Pour trouver une forme analytique d'une opération de rotation, 
il est nécessaire de définir la position de l’axe de rotation. Si, par 
exemple, l’axe de rotation est confondu avec l’axe z, toute rotation 
d’un angle œ laisse immuables les coordonnées de tous les points 
de cet axe (0, 0, z); d'autre part, la coordonnée z de tout point M 
reste invariable, tandis queles coordonnées x et y de tous les points 
de l’espace considéré se déterminent à l’aide des relations suivan- 
tes *) : 

z'=xcosp<+ysinp, 


y'= —zxsin @<+ycos. 


*) La matrice de la transformation des coordonnées des points de l'espace 
par suite de la rotation des axes de coordonnées d’un angle œ est de la forme 


Fe p — sin 
sin cos p 


Ceci découle du fait évident que la rotation de l’espace d'un angle est identi- 
que à la rotation des axes de coordonnées de | angle (—). 
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La matrice caractérisant la rotation de l’espace d’un angle @ autour 
de l’axe z s'écrit 
cos p sin 0 
C* (p)= | —sinp cosp 0 
0 0 1 
&. Rotation par réflexion. La transformation de l'espace résultant 


d'une rotation d'un angle œ suivie d'une réflexion dans un plan 6c 
perpendiculaire à l'axe de rotation est désignée sous le nom d'axe de 


réflexion-rotation, que l’on dénote par le symbole S (œ). On écrira 
donc 
S (p) = .C (y) = C(p) ce. 


La matrice correspondant à une rotation autour de l’axe z est 
de la forme 


10 0 cos sinœ 0 cos sing O0 
SE (cp) — ( i 0 — sing cos ( | = | —sinp cosy | 
0 O0 -—-1 0 0 1 0 O —1 


Les puissances paires (2p) des rotations par réflexion sont identi- 
ques aux rotations simples d’un angle deux fois plus grand élevées 
à la puissance p: 


SP (p) = [0.C (p)]2? = PC (p) = É2? (p) — É? (29) 
puisque 0%? — (02)? = (É)P = Ë. 


5. Rotation avec inversion. La transformation de l'espace que 


l'on obtient par une rotation C (@) suivie d'une inversion î est ce qu'on 
appelle une rotation avec inversion. Désignons cette transformation 


par L(œ): 
L (p)=iC (p) = (r)i. 


6. Produit de réflexions. Si on effectue une double réflexion dans 
deux plans o’ et o” formant entre eux un angle o, l'espace subit une 
rotation d'un angle 29 dirigé dans le sens allant du premier plan o’ 
au second ©”, l’axe de rotation étant constitué par la ligne d'inter- 
section des deux plans: 


"0 = C(2q). 
Il en résulte que 
0'0"— — 60 = C(—2%). 
7. Produit de rotations. Considérons deux axes C”’ et C” par 


rapport auxquels on effectue des rotations d’angles g’ et ’. Le 
produit de ces deux rotations est équivalent à une rotation autour 
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d'un troisième axe C” d'un angle g”. On peut déterminer l'axe 
C" et l’angle œ” soit par un procédé graphique, soit par un procédé 
analytique. On trouve à titre d'exemple C* (x) C? (x). On écrit 
: 14 0 0 t—1 0 ; 
C(n)=10 —1 0); &r(9= | O —1 o). 
O0 0 —1 0 0 —1 
On détermine le produit 
—10 O\ 4 O0 O0 
Êv(x)Ë*(m)=l 01 010 —-1 01 
0 0 —1 0 O0 —1 


—1 00 
0 01 


Tout plan orthogonal à un axe donné est dit plan horizontal que 
l’on désigne souvent par le symbole o,. Le plan renfermant l'axe 
de rotation est dit plan vertical o,. 

Il est à remarquer que les différentes transformations ponctuel- 
les peuvent s'exprimer les unes par les autres. 

8. La translation. Les transformations ponctuelles ne sont qu’un 
cas particulier de la transformation de l'espace. Un autre cas parti- 
culier de ces transformations est l'opération de transiation. La transla- 
tion consiste en un déplacement de l’espace considéré d'un vecteur 
arbitraire n. En désignant la translation par le symbole T (n}, on 
écrira : 


T(n)r=r=r+n. 
Le déplacement de l’espace d’un vecteur n entraîne une variation 


du rayon vecteur du point 17 (r), égale à la valeur de ce vecteur (n). 
Il est évident que 


T)f)=f(r+n), 
T(n)T(n)=T:(n)=T (2n), 
de plus 
(n°) T (0) =T (n°+n")=T (n°) T (n'). 
9. Rotation avec translation. Si l’espace tourne d'un angle q 
autour d'un certain axe, puis subit une translation d'un vecteur (n), 


cette double transformation est désignée par {p/n}, qui s'explicite 
de la manière suivante: 


{q/n}r=r =—çr+n—C(pr+n, 
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où œ représente la matrice correspondant à la rotation C (œ). Il est 
indispensable que la première opération effectuée soit la rotation, 
suivie d'une translation. Un cas particulier d’une opération de 
rotation-traslation est la translation le long de l'axe de rotation. 
L'axe de rotation est désigné alors sous le nom d'’axe hélicoïidal. 

On peut également considérer le cas où il se produit d’abord une 


réflexion © puis une translation n: {o/n}. Si le vecteur de transla- 
tion p se trouve dans le plan de réflexion, ce plan est désigné sous 
le nom de glissement par réflexion. 

Les quelques exemples que nous avons donnés des différentes 
combinaisons des transformations de symétrie et de translations 
peuvent être utilement complétés par quelques formules relatives 


aux produits de deux transformations {q'/n’} et {p"/n°}: 
(o'n"}{@'m'}r = (97) (gr +n')= 
=q"(prtn)+n=per+qn+n 

que l’on peut écrire encore 


{q"/n"} {p’/n'} sn {g"q"/p'n' + n”}. 


S 86. Le groupe de transformations de symétrie. 
Propriétés des éléments du groupe 


Les transformations de l’espace considérées au paragraphe précé- 
dent n'étaient soumises à aucune restriction. Considérons mainte- 
nant les transformations appliquées à un espace cristallin, c’est-à- 
dire un espace dans lequel est donné un système de points régulière- 
ment espacés formant un réseau cristallin. 

On désigne sous le nom de transformation de symétrie toute trans- 
formation de l’espace cristallin qui fait superposer l'espace trans- 
formé avec l’espace initial. Comme tous les nœuds équivalents d’un 
réseau sont occupés par des atomes ou des groupes d’atomes identi- 
ques et indiscernables, l’espace cristallin transformé ne diffère en 
rien de l’espace initial. Ce fait permet de donner une définition 
plus générale des transformations de symétrie: on appelle trans- 
formation de symétrie d'un espace cristallin toute transformation qui 
laisse cet espace invariant. L'ensemble de transformations de symé- 
trie auxquelles on peut soumettre un espace cristallin constitue son 
groupe de symétrie. Un groupe de symétrie se caractérise par les 
particularités suivantes: 

1. L'ensemble de toutes les transformations possibles comporte 
une transformation identique E. 

2. A toute transformation R correspond une transformation 


inverse R-!, et leur application successive correspond à l’appli- 
cation d'une transformation identique. 
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3. L'application successive de deux transformations R et S 
conduit à un même résultat que l'application d’une certaine trans- 


formation T appartenant au même ensemble. On peut donc consi- 
dérer cette transformation T comme le produit de transformations: 


SR — T. Or cela signifie que l'ensemble de transformations consti- 
tue un système fermé. 

Les propriétés susmentionnées correspondent à la définition de 
groupes abstraits donnée en mathématiques (axiomes ou postulats 
de groupe). 

On appelle groupe un ensemble G d'éléments R, S, T, ... 
satisfaisant aux conditions suivantes: 

1) À tout couple d'éléments G; et G, appartenant à un ensemble G 
on peut faire correspondre un élément unique G,, appartenant au 
même ensemble. La règle permettant de déterminer cette corres- 
pondance porte le nom de Loi de composition ou de détermination du 
produit des éléments: G,, — G;Gx. 

2) Dans l’ensemble il existe un élément E tel que l'on ait, pour 
tout autre élément G;, la condition: 


EG; nE GE — Gi. 


Cet élément est dit élément unité du groupe. 
3) Pour élément G; d’un ensemble G on peut trouver un autre 
élément qui lui soit inverse G:1 tel que 


GiGi'= GG; =E. 
4) Le produit des éléments d’un groupe est associatif: 
GiGrG: = Gi (GG) = (GiGx) Gi. 


Cette propriété signifie que lorsqu'on multiplie un nombre quel- 
conque d'éléments, on ne changera rien au résultat final si l'on 
remplace un couple quelconque d'éléments voisins par leur produit. 

En étudiant l’ensemble de transformations de symétrie d'un 
espace cristallin, on constate que cet ensemble satisfait à tous les 
postulats de la théorie des groupes et ceci permet de considérer le 
groupe de transformations de symétrie comme un cas particulier 
de groupe mathématique. 

Donnons maintenant quelques définitions. 

1. Les éléments d'un groupe G sont dits commutatifs s'ils satis- 


font à l'égalité : 
G;Gz — GzGi. 


2. Un groupe est dit abélien si tous ses éléments commutent deux 
par deux. | 

3. Un groupe composé d’un nombre fini d'éléments g est dit 
groupe fini. Le nombre d'éléments g du groupe est appelé ordre 
du groupe. | _ 
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&. L'ensemble d'éléments G;, Gi, Gi, ..., G? — E représenteun 
sue de l'élément G:;, et n est l’ordre de l'élément Gi. 

. Si tous les éléments d'un groupe G peuvent être représentés 

a un de ses éléments élevé à une certaine puissance, un tel groupe 
est dit cyclique. Tout groupe cyclique est abélien : 


l l li+le ls nl 
Gi.G3 = Gi? = G; -G;. 


6. Lorsqu'un certain nombre H d'éléments d'un groupe G satis- 
fait à tous les postulats de la théorie des groupes, on dit que l’on 
a affaire à un sous-groupe. L'ordre k du sous-groupe est un diviseur 
de l'ordre g du groupe: 


L étant un nombre entier (théorème de Lagrange). 

7. Le cycle de tout élément G; d’un groupe constitue un sous- 
groupe du groupe G, aussi l’ordre de l'élément G; est-il un diviseur 
de l’ordre du groupe g. Lorsque l’ordre du groupe est un nombre 
simple, ce groupe ne peut être que cyclique. 

8. L'élément inverse d’un produit RST ... est égal au produit 
d'éléments inverses disposés dans l’ordre inverse: 


(RST ...)1=(...T-IS-1R"1). 


Pour le démontrer, il suffit de multiplier l'élément direct et l'élé- 
ment inverse. 

En fait nous avons déjà donné ci-dessus quelques exemples des 
propriétés des éléments des groupes que nous venons desystématiser. 

9. Il importe de remarquer qu'on peut considérer en tant que 
sous-groupes de tout groupe spatial le groupe de translations et le 
groupe de transformations ponctuelles de la symétrie. 

10. La notion la plus importante figurant dans toutes les appli- 
cations de la théorie des groupes est la notion de classe d'éléments 
conjugués ou de classe tout court. 

On introduit cette notion de la manière suivante. Considérons un 
élément déterminé T € G et un élément arbitraire G;. Formons le 
produit de ces éléments sous la forme 


S — G;TG;". 


Un tel produit est désigné sous le nom de produit de similitude ou 
encore de produit conjugué. Il est évident que le produit S représente 
lui aussi un élément de groupe. L'élément S est dit conjugué de 
l'élément T par l'intermédiaire de l'élément G;. Il va de soi que 7 
est à son tour conjugué de $ par l'intermédiaire de l'élément G;!. 
Pour le démontrer, il suffit de multiplier dans la relation initiale 
S = G,TG;! le premier membre par G;! et le deuxième membre par 


n 3—0898 
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Gi, ce qui donne 
GHSG;= (GT) S (Gi) = GG; TG; G, = ETE =T. 


Posons maintenant que l'élément G; parcourt tout le groupe G:; 
on obtiendra alors g produits de la forme G;TG;'. Parmi tous ces 
produits on peut trouver quelques éléments identiques. Par exem- 
ple, les éléments ETE-let TTT-1 sont équivalents à T. Dans tous 
les cas où G; commute avec 7, on n'obtient aucun élément nouveau, 
à Savoir : 

GTGR=TG:Gr =T, 


et de ce fait dans un ensemble G;TG;!, G; € G, i = 1, 2, ...g, le 
nombre d'éléments distincts, différents de 7, sera maintenant 
inférieur à £g. En ne prenant en considération que les éléments dis- 
tincts, on obtient un ensemble d'éléments qui tous sont conjugués 
de 7. Cet ensemble d'éléments est désigné sous le nom de classe 
d'éléments conjugués de T ou classe d'élément T. Posons en effet que 
les éléments R et S soient conjugués de l'élément 7 par éléments U 
et V-?: 
R=UTUT";, S—VIT(V 1) 1=V'ITY. 


En exprimant T en fonction de S 
[T = VSV-! 
et en remplaçant T par VSV-1 dans l'expression de R, il vient 
R=UVSV iU"1=(UV)S (UV)-!. 


(Nous avons tenu compte de ce que (UV)-1 — V-IU-1,) 

Le nombre d'éléments que renferme une classe est appelé ordre 
d'une classe. Tous les éléments d’un groupe peuvent être répartis 
d’une façon univoque dans différentes classes. Un élément donné ne 
peut appartenir qu'à une seule classe. Le nombre r de classes consti- 
tuant un groupe est la caractéristique la plus marquante du groupe G. 

11. Dans les groupes abéliens le nombre de classes est égal à 
l'ordre du groupe. En effet, il ressort de la condition de commuta- 
tivité deux par deux de tous les éléments 


GiGr = GrGi, 
que 
G;GxGi” — Gr , 


ce qui signifie que tout élément G, n'est conjugué que de soi-même 
et constitue donc une classe propre: il en résulte que le nombre de 
classes est égal au nombre g d’éléments contenus dans le groupe G. 
Pour cette même raison un élément unité constitue une classe à 
part : 

G;EG;" = EG;G; =EE — E. 
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Une autre conséquence de cette propriété est qu'aucune autre classe 
ne peut contenir d’élément unité et donc aucune classe ne peut être 
un sous-groupe. 

Les éléments d'une seule et même classe sont du même ordre. 
Posons en effet que R — UTU-! et T = E et étudions Æ?: 


RP = (UTU-:)(UTU-!) .… (UTU-!) = UTPU A. 
EE 


P 
Pourp=n, T'—Eet R" = UEU-'=E; pour p<<n, THE 
et RP HE. 

On notera cependant que les éléments de même ordre peuvent 
appartenir à des classes différentes. 


$ 87. Relations entre groupes 


Toute la valeur de la théorie mathématique des groupes réside 
essentiellement dans ce qu'elle peut être appliquée à l'étude de 
groupes, dont la signification concrète peut être quelconque; cela 
tient à ce que la théorie des groupes ne reflète que leurs propriétés 
les plus générales, indépendantes de la nature des éléments du 
groupe. 

Partant des propriétés générales des éléments d’un groupe mathé- 
matique abstrait on arrive à établir les différentes propriétés des 
groupes physiquement concrets en faisant appel à la notion d’iso- 
morphisme de groupes. On dit que deux groupes de même ordre G* 
et G* sont isomorphes si on peut faire correspondre à chaque élément 
du premier groupe un élément et un seul du second de telle sorte que 
si l'on peut écrire G ++ Get G# -— Gi, on doit avoir GG ++ 
+ GG. En dehors de la nature des éléments constitutifs tous 
les groupes isomorphes sont identiques. 

Considérons un exemple simple. Un groupe du second ordre peut 
être représenté sous la forme G: ÆE, À avec À° — E et A! = À. 
Un groupe abstrait (ÆE, À) peut être réalisé par les trois groupes 
concrets isomorphes suivants: C;: ÆE, i — groupe d'inversion; 
C,;: E, © — groupe de réflexion et C,: E, C: — groupe de rotation 
d'un angle x autour d’un axe. Les éléments Æ, ainsi que les élé- 
ments C», à et o de chaque groupe correspondent les uns aux autres. 

Un groupe du troisième ordre G: E, À, B ne peut être que cycli- 
que. On peut réaliser des groupes concrets du troisième ordre comme 
les groupes de rotation autour d’un axe du troisième ordre C;, com- 
portant les éléments Æ, C4 et C° Les éléments C; et C£ sont 
in verses : 

C=CrC = Ci, Cj=Ci Cr =0C. 


Un groupe du quatrième ordre G: E, À, B, C peut appartenir 
à deux types différents. Tout d’abord un tel groupe peut être cycli- 


43* 
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que avec, par exemple, B = A°, C — A3 et At — EÆ. Dans ce cas 
ce groupe doit comporter 4 classes : £, À, B, C. On remarquera 
qu'un tel groupe peut être considéré comme cycle de n'importe 
lequel de ses éléments À, B ou C, puisque tous sont des éléments du 
quatrième ordre. En dehors du type cyclique, on peut réaliser un 
groupe dont tous les éléments EÆ, À, B, C sont du second ordre: 
A =E, B°=E,C? = E. Etablissons les relations existant entre 
les éléments À, B et C. 

Considérons tout d'abord le produit AB. Ce sont des éléments 
du second ordre, ce qui permet d'écrire: 


A?B2=EE=E, (AB)ÿ1= AB 1— AR: 
mais (BA) = E, 
(BA) = B-14"1 = BA 


et donc AB = BA. Le produit AB ne peut être confondu ni avec À, 
nilavec B, ni a fortiori avec E ; il ne subsiste donc qu'une seule 
égalité possible: AB = C, et de là on tire tout naturellement À — 
— CB = BC et B — AC = CA. Deux groupes du quatrième ordre, 
l'un composé d'éléments du quatrième ordre et l’autre d'éléments 
du second ordre, ne sont donc pas isomorphes. 

Il est commode de représenter les propriétés d’un groupe mathé- 
matique abstrait sous forme d’une table de multiplication. Celle-ci 
comporte tous les produits possibles des éléments d’un groupe, le 
premier facteur du produit étant choisi dans la ligne supérieure et 
le second dans la première colonne de la table. Dans le cas d'un 
groupe cyclique à éléments du quatrième ordre une telle table se 
présente sous la forme suivante: 


G#|E ABC 
E |[EABC 
A [ABCE 
B IBCEA 
C ICEAB 


Dans le cas d'un groupe à éléments du second ordre, la table cor- 
respondante sera : 


GIE ABC 


E |E ABC 
A |AECB 
B BCE A 


C ICBAE 
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La comparaison des tables de multiplication montre que ces 
deux groupes ne sont pas isomorphes. Tout groupe du quatrième 
ordre doit être isomorphe à l’un des groupes indiqué ci-dessus. 
Par exemple, les groupes C, et S,, qui sont les groupes des rotations 
simples et des rotations avec réflexion du quatrième ordre, sont 
isomorphes au groupe cyclique G*:,. Etablissons maintenant un 
groupe à éléments du second ordre. Pour ce faire on peut adopter 
pour éléments i, © et C:. Choisissons deux éléments à et o; dans ce 
cas le troisième élément du second ordre sera égal à io. Le groupe 
sera donc représenté par les éléments: Æ, i, o, io. Voyons ce que 
représente l'élément io. Puisque nous pouvons représenter i comme 
la somme de trois réflexions dans les plans de coordonnées, soit 
i — 0,070, Choisissons en qualité de plan 0, le plan © qui nous 
est donné: © = 6,. On a alors: 


1O — 10, — O:0yO0:20z — OxOy- 


Or, 0,0, est la rotation autour de la ligne d’intersection de ces 
deux plans, d’un angle égal au double de l’angle qu'ils forment 


entre eux. Puisque cet angle est égal à _ la ligne d'’intersection 


des deux plans ©, et o, doit être un axe du second ordre C:, qui 
n’est autre que l’axe des z. En général on doit avoir io = C2, Ca 
étant un axe perpendiculaire au plan ©. Le groupe sera donc noté 
de la manière suivante: À = ài, B — o, C — C3 = io. Compte 
tenu de l’isomorphisme, la table de multiplication correspondante 
sera : 

| E O Ca 

E |E à © C, 

i i EE C0 

oO |0o C: E i 

C» |C2 6 i E 


L'examen de cette table permet de tirer une conclusion de grande 
importance: lorsqu'un groupe contient les éléments à et C:, ce 
groupe contient nécessairement un plan de réflexion perpendiculaire 
à l’axe C. L'existence d'un plan de réflexion impose à son tour 
l'existence d’une inversion i. 

Déterminons les différentes classes de ce groupe. Transcrivons 
les éléments de la classe à sous la forme: à, oio-! et C:iC;'. Nous 
trou verons alors à l’aide de notre table de multiplication les relations 
suivantes : 


oio”l — oio = C20 = i; 
CoiCs'= CoiCe = 0C3=i 
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Ceci montre que la classe d’élément i ne comporte que i. On trou- 
vera de même que les éléments C: et © forment chacun sa propre 
classe. 

Un groupe du cinquième ordre ne peut être que cyclique: ÀA° = E. 
Tout groupe cyclique d'ordre nr est isomorphe aux groupes pour 
lesquels est valable l'égalité : 


.27 
A=ÿT=er. 

En dehors d’une correspondance bijective entre les éléments de 
deux groupes, il peut exister une correspondance univoque mais 
unilatérale entre les éléments ; dans ce dernier cas, on dira que les 
groupes sont homomorphes. 

Partant de deux groupes G'? et G‘* on peut former un nouveau 
groupe G en procédant comme suit. On établit les produits deux 
par deux des éléments des deux groupes: G{°G!” — Gf Gi’, le 
nombre de tels produits étant égal à g — giga. 

L'ensemble de ces g produits d'éléments pris deux par deux 
satisfait à tous les postulats dela théorie des groupes et donc G est 
un groupe appelé produit direct des groupes G‘!’ et G'? et noté 


G=GPxG®. 


L'ordre du groupe G = G% x G‘ est égal au produit des ordres des 
groupes facteurs g = £g,£g:. Le nombre r de classes est égal au produit 
des nombres de classes des groupes facteurs r = r,r,. En qualité 
d'exemple déterminons le produit direct des groupes C, et C:;; 


C2: BE; 0; Cis Et: 
Cs X C1: E, 6, i, oi. 


C'est le groupe du quatrième ordre G{?) que nous avons défini 
ci-des-sus. 


$ 88. Représentation des groupes 


En mécanique quantique et dans la physique du solide c’est la 
théorie de la représentation des groupes qui revêt la plus grande impor- 
tance. 

On désigne sous le nom de représentation d'un groupe abstrait G le 
groupe de matrices carrées l' qui est homomorphe du groupe G. Il ressort 
de la définition même de l’'homomorphisme qu’à chaque élément G; 
du groupe G correspond une matrice T° (G;) appartenant au groupe T 
et telle que si les matrices correspondant aux éléments G; et G; 
sont L'(G;) et T'(G:), la matrice correspondant à l'élément GG: 
soit T' (G:G:). Ceci nous permet de définir la propriété essentielle 
des matrices de la représentation par la relation: 


V (GiGx) = T (Gi) F (Gi). 
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Si À est une matrice carrée de la même dimension f que la ma- 
trice L'(G;), on peut à partir des matrices l' (G;) par une transforma- 
tion de similitude obtenir des matrices l” (G:;): 


T'(G;)= AT (G;) A". 


Les matrices T” (G;) constituent au même titre que l' (G;) une repré- 
sentation du groupe G. On dit que les représentations T'(G;) et 
T' (G;) sont équivalentes. 

Il découle de la définition de la représentation d’un groupe que 
tout élément inverse doit être représenté par une matrice inverse. 
En effet, étant donné l'identité 


EG; = G;E = G;, 
on doit avoir 


FT (EG) = T(E)T(G) =T(G)T(E) = T (G:), 


et ceci montre que l (£) est une matrice unité; donc tout élément 
unité doit être représenté par une matrice unité. On tire alors de 
l'égalité £ — G;G;? l'égalité 


r'(E)=T(GG)=T(G)T(G)=T(G:) F(Gr), 
'(Gr)= 1" (Gi). 


Le calcul des matrices inverses est particulièrement aisé dans 
le cas de matrices unitaires. On dit qu'une matrice U est unitaire si 
la matrice inverse U-! est égale à la matrice adjointe U*, où U* — 
— Ü* et les indices — et * indiquent la transposition et la conjugai- 
son complexe de la matrice U. Pour une matrice unitaire on peut 
donc écrire: 


donc 


U=U*,  (U')n= Us. 


D'autre part, puisque £ = UrIU = UU-! = U*U = UU*, on 
doit avoir 


à Üi xUn= D UiUr5 = Vi, D UnÜi = D UnUÿ = 8 


ce qui montre que les lignes et les colonnes d'une matrice unitaire 
peuvent être considérées comme des vecteurs orthonormés dans l’es- 
pace de dimension f. Sans porter atteinte à la généralité des résul- 
tats, il est permis d'utiliser les représentations unitaires suivantes: 


T (Gr) = T1(G) = T*(G;) = T° (G;). 


Partant d'une seule ou de plusieurs représentations différentes on 
arrive à en produire de nouvelles, en combinant les représentations 
initiales. Un des procédés permettant de réaliser ces combinaisons 
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consiste à bâtir des super-matrices. Soient I"? (G;), L'? (G;), ... 
..., T9 (G;) les différentes représentations de l'élément G; d’un 
groupe G. La super-matrice correspondante est 


T'(G;)= IT (G;), TE (G;), …, TO (Gi)== 


T(G) 0 0 0: 
-| 0 T®(G) 0 o) 


0 O0  T#(G;) 0: 
C'est une matrice dite quasi diagonale. Le produit de deux super- 


matrices de même structure représente une super-matrice ayant 
cette même structure, ce qui <e vérifie aisément : 


T#(G) O0 0 0 
0 I®(G) O0 0 : 
0 0 r®4(G) 0 :1]* 
0 0 0 T®(G;):, 
TM (Gx) 0 0 0 
O  I®(G,) 0 On: 
XT  o 0 I®(G) O0 : 1] 
0 0 O  T(G;): 
TH (G;G,) 0 0 0 
0 T®(GG;) 0 0 
_ 0 O  T®(G;Gx) 0  : 
0 0 O (GG): 


Ce résultat montre que la super-matrice ainsi obtenue est une 
représentation du groupe, si les matrices d'origine l’étaient. La 
règle de multiplication des super-matrices s'écrit : 


T(G)T(G:)= [PP (G); TP (Gi); ..., TO (G,)] x 
X [TS (Gx) < Tr? (Gz) NRA = ro (Gx)] _—_ 
= [T9 (G) TP (CG): FA (G) TP (GG); ...:; PP (G) TP (G:)]= 
= [70 (G,G,); (GG); ...; TO (G:Gz:)]=T (GG). 
Soumettons maintenant nos super-matrices à une transforma- 
tion de similitude de matrice arbitraire À ayant la même dimension f 


que la super-matrice ; nous obtenons alors une représentation équi- 
valente L’ = ATA-!, qui n'est pas nécessairement quasi diagonale. 
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On ne peut donc plus dire en examinant la forme de la matrice [” 
si la représentation I” (G;) a été obtenue à partir d’autres représen- 
tations. Cependant par une transformation de similitude de matrice 
A” on arrive à retrouver partant de L'’ (G;) la matrice T (G;) — 
— AT” (G;) À qui, elle, est quasi diagonale. 

Toute représentation qui par une transformation de similitude 
de matrice À arbitrairement choisie peut être mise sous la forme 
quasi diagonale est appelée représentation réductible. Dans le cas 
où quelle que soit la matrice À, la représentation considérée ne 
peut être mise sous la forme quasi diagonale, on dira que l’on a af- 
faire à une représentation irréductible. Le nombre de représentations 
réductibles peut être quelconque, tandis que celui de transforma- 
tions irréductibles est limité. 


$ 89. Les représentations irréductibles 


Nous énumérerons ci-dessous toute une série de propriétés des 
représentations irréductibles en omettant les démonstrations cor- 
respondantes. 

1. Le nombre de représentations irréductibles d'un groupe G 
est égal au nombre r de classes de ce groupe. Nous avons déjà indi- 
qué ci-dessus que le nombre r de classes d’un groupe en est ia caracté- 
ristique principale justement à cause de la propriété énoncée. 

2. Les dimensions f, des représentations irréductibles Fo (G;} 
sont en rapport avec l’ordre du groupe: 


. 
D fa=£. 
a -i 
3. Les éléments de matrice 1 (G;) des représentations irréduc- 
tibles constituent dans l’espace des éléments du groupe G un système 
de vecteurs orthonormés : 


2 Div (Ga) The (Gi) = Basduu Ov. 
G. 


C'est la propriété essentielle des éléments de matrices des repré- 
sentations irréductibles à partir de laquelle on déduit toutes les 
autres propriétés. L'’équation ci-dessus caractérise l’orthogonalité 
par rapport aux diverses représentations (a, B), lignes (u, u’) et 
colonnes (v, v’). Pour normer il suffit de multiplier les deux mem- 
bres de l'équation par le. 

La mise en œuvre de la transformation de similitude permet de 
modifier la forme des matrices de représentations irréductibles. 


Cependant, malgré la modification des éléments de matrice re (G:), 
les relations d’orthogonalité restent toujours valables. Ce fait se 
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retrouve dans l'existence d’une grandeur invariante, connue sous le 
nom de caractère de l'élément. 

Le caractère d’un élément du groupe dans une représentation 
donnée se définit comme la somme des éléments de matrice de la 


représentation : 
f 


X(G)= 25 Tu (Gi) 


ce que l’on peut exprimer en disant que le caractère d’un élément 
correspond à la trace de la matrice Tr l (G;). 

Voyons si cette grandeur se conserve lors d'une transformation 
de similitude: 


I" (G:) = AT (G;) 4°"; 


Î 
X"(G;)= À Thu (Gi) = à : Auyl ju (Gi) Any = 2 Lx (G:) À D A4 uj = 


À, 


= À Da (G) ôu= à Ts (Gi) = X (Gi), 


ce qui montre que quelle que soit la représentation équivalente 
utilisée, le caractère de l’élément reste immuable. Il est tout aussi 
facile de montrer que les différents éléments d'une classe sont de 
même caractère. En effet, puisque les éléments appartenant à une 
même classe sont conjugués, par exemple 


T = VSV”i, 


les représentations de ces éléments sont liées entre elles par une 
transformation de similitude: 


TD =T(VSV = T(ST(V-H=T(MT(S) TE (V), 
et il en découle que 
X(T) = X(S). 


La relation fondamentale existant entre les éléments des représen- 
tations irréductibles permet d'établir la relation existant entre le 
caractère d'un élément dans les diverses représentations irréductibles. 
Posons u = vet un = v’, sommons en u et a’ la relation d'ortho- 
gonalité : 


D D Thin (Gi) hu (G)= >, X °° (G;) XP (Gi) = 


h,L° G; G; 


7 >. + BasOpp ‘dun’ = LdaB 


u, n° 


SX (GX P (G;)= 8608; 
G; 


ce qui donne 
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autrement dit, les caractères des éléments constituent dans l’espace 
des éléments du groupe G un système de vecteurs orthogonaux de 
longueur V £. 

Au lieu d'effectuer la sommation par rapport aux éléments du 
groupe G;, on peut le faire par rapport aux classes C,;, étant donné 
que les caractères des éléments d’une seule et même classe sont 
égaux. 

En désignant par p; le nombre d’éléments d'une classe Ci, il 
vient : 


Pi vain ir] Pi vO nm 
3 V4 x" Go J/ LE XP (G) = bas. 
Ê 


Cette équation montre que les caractères des représentations irré- 
ductibles constituent dans l'espace des classes C; du groupe G un 
système de vecteurs orthogonaux. 

Les caractères des classes d'éléments dans les représentations 
irréductibles ou plus brièvement les caractères des représentations 
irréductibles peuvent être déterminés si l’on connaît quelques équa- 
tions générales ou quelques relations particulières décrivant le 
groupe. Actuellement on dispose de tableaux donnant les caractères 
des représentations irréductibles des principaux groupes. On trouvera 
dans ce qui suit des exemples de tableaux de caractères établis pour 
des groupes isomorphes dont les indices sont donnés en haut et à 
gauche de chaque tableau (en notation de Schônfliess). Dans la 
première ligne on indique les classes et le nombre d'éléments qu'elles 
comportent dans chaque groupe. La première colonne de gauche 
donne les formules des représentations irréductibles. Les lignes 
contiennent les caractères des éléments (ou des classes) de chacune 
des représentations irréductibles, et les colonnes indiquent les 
caractères des classes (donc des éléments) dans les différentes repré- 
sentations irréductibles. En outre on trouve généralement à la 
droite du tableau les fonctions de base caractérisant les propriétés 
de symétrie qui subissent des transformations lorsqu'on utilise les 
différentes représentations irréductibles (à ce sujet voir le paragraphe 
suivant). 

Les caractères de toutes les représentations réductibles peuvent 
être exprimés en termes des caractères des représentations irréduc- 
tibles. Considérons une représentation réduite dont la forme laisse 
voir lesquelles des représentations irréductibles Ta) (G;) figurent 
dans la représentation réductible et combien de fois (a,). Le caractère 
de la représentation réduite X (G;) obéit à la relation évidente: 


X(G;)= D, aeX° (G;). 
1 


Œ= 
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Lorsqu'une représentation réductible est écrite sous une forme 
non réduite, on ne peut déterminer directement les nombres a... 
Or, comme le caractère est un invariant de toute transformation de 
similitude, ces nombres restent les mêmes dans toutes les représen- 
tations équivalentes. Ce résultat peut être symboliquement repré- 
senté par la relation: 


T (G;)= .: ar (CG). 


Trouver les nombres a, revient à trouver toutes les représentations 
irréductibles qui sont renfermées dans une représentation réductible. 
On dit alors que l’on doit procéder à une décomposition de la repré- 
sentation réductible en représentations irréductibles. On détermine 
les nombres a, en profitant de l’orthogonalité des caractères des 
représentations irréductibles. 

Multipliant l'égalité 


X (G)= © aeX (G) 


par X(B# (G;) et faisant la somme par rapport aux éléments du 
groupe, il vient: 


Ex” (G;) X (G;) = » ER SE xP* (G) X° (G:) = À u80a$ = aa 


G; 
d'o' l'on tire 


— da= + D x" (G;) X (G:). 
G. 


On voit donc que l’on arrive à calculer les a, connaissant les carac- 
tères X(&) (G;) des représentations irréductibles et le caractère X (G:;) 
de la représentation considérée. 


$ 90. La base des représentations 


C'est à partir de la notion d'homomorphisme que nous avons 
introduit celle de représentation d’un groupe; on peut cependant 
l'introduire d'une autre manière encore. 

Supposons que dans un espace vectoriel à f dimensions on défi- 
nisse f fonctions orthonormées linéairement indépendantes wŸ, (r) 
avec n — À, ..., f: 


À HA (7) 4m (nr) de = Ba. 
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L'ensemble de fonctions 1, (r) peut constituer une certaine base 
servant à décomposer des fonctions vŸ (r) appartenant à la même 
classe. 


Rappelons que les éléments G; d’un groupe sont des opérateurs GC: 
applicables à l’espace et aux fonctions définies dans cet espace: 


Gin (r) = pa" (Gr). 


Rapportons les fonctions vŸ: (G;r) aux fonctions de base sous la 
forme : | 


Gin (r) = pa (Gir) = 2 Tux (Gr) We (r). 


A la différence du procédé d'indexation usuel, ici l'indice de la 
fonction initiale est placé en position seconde au lieu de l'être en 
première. Ce mode d'écriture est plus commode pour l'usage que 
l’on va en faire. Si nous multiplions le premier membre de cette 
égalité par dn (r) et intégrons par rapport aux coordonnées, nous 
obtenons 


À a (r) Ga (1) dr = (G)mn = D Tir (Gi) Om = Dm (É5); 
d’où l’on tire 
Lun (Ga) = | 7 (r) Guy (r) dr. 


Ceci montre que les coefficients du développement de la fonction 


Gsbz (x) par rapport à la base représentent les éléments matriciels 
de l'opérateur, que l’on détermine à l’aide de deux fonctions de 


base appropriées. Formons à partir des grandeurs l'y; (G;) une matri- 
ce T'(G;) qui nous permettra de transcrire le développement des 
fonctions G;ÿi (r) en termes des fonctions de base {y (r)}. Autre- 


ment dit, les matrices I (G;) nous montreront la façon dont les 
fonctions de base se transforment mutuellement lorsqu'on fait agir 
sur elles les éléments du groupe: 


Yi (r) YA (r) 
G, e sp ( ) 7 
vs (r) ÿ (r) 


Il est évident que la forme de la matrice l' (G;) dépend de la base 
choisie. Si l’on choisit une autre base {y: (r)} on déterminera d'autres 


matrices l’ (G;). Posons que la nouvelle base {x (r)} puisse s’ex- 
primer en termes de l’ancienne et d'une certaine matrice À: 


{pa (r)} = À {ha (r)}, 
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soit 
di (n) = 2 'ambs(r). 
Etant donné qu’aussi bien l’ancienne base que la nouvelle sont 
orthonormées on peut montrer que la matrice À est unitaire: À-1 — 
— At — A*. 
On peut donc écrire 


Lim (Ga) = | vi (r) Gatr (r) de = À Dante (1) Gr: D amp (r) dr = 
n P 


== D anapmlnp (Gi) = D ain ap (Gi) apm= (A*T (G:4) Ajims 
ñ, P ñn, D 
soit 
| (G:) = AIT (G) A 
et 
T'(G;)= AT’ (G;) A1. 
L'adoption d’une nouvelle base donne donc lieu à une transfor- 
mation de similitude des matrices FL et [”. 
Etablissons maintenant une relation entre les matrices des élé- 
ments T et S et la matrice de leur produit TS. On a: 


(TS) | at (7) TS (n) de = À pt (n) À D Ts (8) br tn) dr = 
{ 


= D Ty) Du (P)= D Ta (À) T'as (8) = (T Ê)T (Oise 
l l 


ce qui se réduit à: 
T(TS)=T(T)r ($). 


Cette dernière relation montre que les matrices l'(G;) formées 


à partir des éléments matriciels des opérateurs G;, qui ne sont 
autres que les éléments du groupe, satisfont aux conditions impo- 
sées aux matrices de représentation d'un groupe. Autrement dit, 
les fonctions de base permettent d'établir la représentation d’un 
groupe. On remarquera que le choix des fonctions de base est plus 
ou moins arbitraire et permet cependant de déterminer des invariants 
tels les caractères des éléments du groupe. 

Pour arriver à la conclusion quelles représentations sont réduc- 
tibles, on commencera par une étude des transformations des fonc- 
tions de base. 

Posons que F% (G;) soit une représentation irréductible du 
groupe que l'on réalise à l’aide d'une base {W.(r)} de dimension f,. 
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On a alors la relation : 


BON ra)... Tin \ [0 


é, ÿ2(r) Ve (r) 


pr (r) Lis, (G:) AA (G) Ÿr. (r) 


Cette relation montre que lorsque l’on fait agir l'élément G; du 
groupe G sur la base {W, (r)}, les fonctions de base se transforment 
les unes les autres et elles se mélangent. 

Supposons maintenant que l (G;) est une représentation réduc- 
tible, mais d'une forme arbitraire. Il est évident que nous ne ver- 
rons aucune différence par rapport au cas précédent et les fonctions 
de base se transformeront mutuellement. Si cependant la repré- 
sentation est réduite, c’est-à-dire possède la forme quasi diagonale: 


Ÿ: (r) ro S " ÿ: (r) 
| (G) 0 0 : 
6, ne 0 r®(ô) 0 ie 
#s(r). 2 0  FP(G):/\y,(r 


tout devient différent. 

L'expression ci-dessus montre que la base de notre espace linéaire 
à f dimensions se trouve décomposée en plusieurs sous-espaces 
partiels invariants correspondant aux représentations irréductibles 
du groupe. Chacune des fonctions de base +; (r) lorsqu'elle se trouve 


soumise à l'action d’un élément G, arbitraire du groupe se trouve 
transformée selon la représentation irréductible à laquelle elle 
appartient. Lorsque ces fonctions sont transformées conformément 
aux représentations irréductibles, ces fonctions ne sont plus mélan- 
gées. Ce dernier fait revêt une grande importance pratique car il 
est largement utilisé pour la résolution des différents problèmes 
de la mécanique quantique où les équations sont mises sous leur 
forme matricielle ; la résolution de ces matrices devient particuliè- 
rement simple lorsqu'on utilise les fonctions de base des représenta- 
tions irréductibles. On dit que les fonctions de base des représenta- 
tions irréductubles diagonalisent les équations de la manière la plus 
simple qui soit. 

Le! choix des fonctions de base des représentations irréductibles 
est arbitraire ; la forme des matrices de représentation dépend évidem- 
ment du choix des fonctions de base, mais le caractère des éléments 
en est indépendant, et cela présente une grande importance pratique. 
Supposons par exemple que l’on cherche à déterminer les caractères 
des éléments à l’aide de fonctions de base qui toutes sont des solu- 
tions de l'équation de Schrôdinger, mais qu'il soit impossible ou 
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difficile de calculer directement. Dans ce cas on prend pour base 
des fonctions orthonormées arbitraires présentant les mêmes pro- 
priétés de symétrie que les solutions à trouver. Utilisant ces fonc- 
tions on calcule les caractères des éléments. On donne quelques exem- 
ples des fonctions de base couramment utilisées dans les tableaux 
des caractères de différents groupes. 


$ 91. Produit direct de représentations 


Dans la théorie du calcul matriciel on distingue deux types de 
produits de matrices. Le produit matriciel usuel se calcule par la 
règle de multiplication « ligne par colonne». L'autre type est le 
produit direct de matrices que nous illustrerons par l'exemple 
simple concernant le produit des matrices À et B: 


dis us Dis De 
A — ,  B= . 
dog Une De Das 
On appelle la matrice C produit direct des matrices À et 
B (C = À X B), si l'élément de la matrice C est égal au produit 
des éléments des matrices À et B: 
Cij, he = Ginbjr. 
Pour désigner les éléments de la matrice C on utilise généralement 
deux paires d'indices composées des indices des facteurs. La matrice 
A X B peut être mise sous la forme suivante: 
Qyiis Gisdye Gyodys Ayodye 
C=AXB=— Aides Aides Gyodes Aysdee 
_ À Gotdis Gode Goods Goobye 
Ge0ey Aides Geobas Asoboe 


ce qui correspond bien à la définition générale d’un produit direct : 
{A X Bhij, ki == ab. 
Déterminons la trace de la matrice C: 
TrC— > Ci, i5 = Gays + Gusdoe + Goo0ss + Gosbas = 


és 


LP 
= jy (Dis + Das) + Que (011 + Des) == (11 + 22) (bus +022) = Tr A Tr B. 
On voit donc que la trace d'un produit direct de matrices est égale 


au produit des traces de facteurs. 

Appliquons ces considérations aux matrices de représentation. 
Soient I"? (G:;) et T'? (G;) deux représentations de dimensions f, 
et f.. Formons le produit direct de matrices: 


D (G:) = 10 (G:) x TP (G:). 
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Il est facile de démontrer que 
 (GiGx) = TP (GG) X TP (GG) = 
= TA (G;) TP (Gx) x T2 (6) TE (G3) == 
= (7% (G,) x TP (G;)) (TP (Gx) x TP (Gx)), 
résultat qui montre que le produit direct de deux représentations 
constitue également une représentation du groupe considéré. 

Si les facteurs I"‘h (G;) et I"? (G:) sont des représentations 
irréductibles, leur produit direct constitue en général une représen- 
tation réductible. On le démontre de la manière suivante. Posons 
que ['b (G;) et F'* (G;) se caractérisent par les dimensions maxi- 


males, par exemple jf, — 3 et f,: — 3. Dans ce cas la dimension du 


produit direct sera f = f;-f2 — 9, et la représentation doit donc 
être réductible. 


Le développement d'un produit direct en représentations irré- 
ductibles peut être effectué en faisant appel au théorème de l'ortho- 
gonalité des caractères des représentations irréductibles : 


pa (G) x F2 (G:) me > ar ® (Gi), 


Lis x" (é)x 
a+ > xX%° (6) X (É). 
Gi 
On tire X (G;) de la relation: 


X (G:)= X°° (6) x (G). 


On peut établir pour les représentations irréductibles la relation 
suivante : 


7 (G:) x TP (G:) — pi CasoT (G:), 
Ô 
ds D, X 0° (Gi) x (6) XP (Gi). 
G; 


Nous avons donné au $ 87 la définition suivante d’un produit direct 
de deux groupes: un groupe G est appelé produit direct des g'oupes 
G® et G° chaque fois que tout élément du groupe G est égal au 
produit des éléments des groupes facteurs pris deux par deux GG. 
Si les nombres de classes contenues dans ces groupes sont r, et r», 
le produit en comportera r = r;,r, et donc le nombre de représenta- 
tions irréductibles du groupe G'!? X G? est égal à r,rs. 

Dans la théorie des groupes on démontre que tout produit direct 
de deux représentations irréductibles T'æ (G') x Br (G$) est 
une représentation irréductible du produit direct de groupes 
GX G?. En laissant de côté la démonstration de ce théorème 
«4—0898 
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nous nous contenterons de montrer comment on détermine toutes 
les représentations irréductibles d'un produit direct de deux groupes. 
La dimension du produit direct de représentations est égale au produit 
des dimensions des facteurs, soit fLf£’. Trouvons la somme des 
carrés de ces dimensions: 


à 42) C0 1° (27° 
Ale f (È : LES D = 


ce qui démontre que la somme des carrés de dimensions des repré- 

sentations irréductibles du groupe est bien égale à son ordre. 
Les caractères des éléments d’un produit de groupes dans des 

représentations irréductibles sont égaux aux produits des caractères 


des facteurs. 
Nous avons introduit la notion du produit direct de représenta- 


tions en nous appuyant à nouveau sur les propriétés des matrices. 
Il nous reste à analyser cette notion en nous appuyant cette fois 
sur les propriétés des fonctions de base. 

Considérons deux bases {4 (r)} et {p; (r)} que l'on transforme 
par rapport aux représentations ID (G;) et I‘? (G:;) respectivement. 

Formons le produit de deux fonctions de base 2 (r) p; (r). 
Faisons agir sur cette fonction l'opérateur G; appartenant à un 
certain groupe G: 


Gava (r) qs(r) = fa (Gr) @y (Gr) = 
— [ZT (Gi(r)| LE TS (Go) om (NI — 


= © Ti (Gi) PAG) Pr (F) Om (D. 


Le résultat obtenu peut être interprété de la manière suivante. Les 
fonctions WŸ: (r) o; (r) définissent une base de dimensions f1rfo qui 
peut être transformée selon une représentation l (G;) dont l'élément 
matriciel est de la forme 


Lim, k3 (G1) = TR (Gi) Lo (Gi), 


ce qui correspond bien à la définition de l'élément matriciel d'un 
produit direct de matrices. 

On peut donc affirmer que si nous formons le produit de deux 
fonctions de base 4 (r) æ; (r), ce produit peut être transformé par 
rapport au produit direct de leurs représentations respectives 
FE (G;) X FT? (G;). Donc si l'on cherche une représentation 
assurant la transformation du produit de p fonctions de base, soit 

D (r) dé? (r) ... wf” (r), on arrive au résultat que cette repré- 
sentation se présente sous la forme d'un produit direct des représen- 


tations I (G,) X I (G;) X ...x EP) (Gi). 
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Ce résultat est utilisé peur établir les « règles de sélection», 
procédé qui consiste à déterminer les conditions dans lesquelles une 
grandeur caractérisant un processus donné est soit nulle, soit diffé- 
rente de zéro. Si cette grandeur est nulle, les processus correspon- 
dants sont appelés interdits, dans le cas contraire, ces mêmes proces- 
sus sont dits permis. L'exemple le plus connu en est donné par la 
règle de sélection concernant l'absorption et l’émission de la lumière. 

A titre d'exemple considérons l’intégrale : 


I = | q*Li dt. 


Si l'on désigne par G le groupe de symétrie d'un système phy- 
sique, l’application à l’espace du système de l'élément G; doit lais- 
ser invariante la grandeur J: 


Gil — | Gip*Ly dr — | p* (Gr) L (Gr) V (Gr) dT”. 


En considérant les fonctions œ, L et % comme fonctions de base 
de certaines représentations du groupe : l''? (G:), re (G) et (Gi), 
on doit conclure que œ*L se transforme par rapport à la représen- 
tation LP (G,) X T'? (G;) x F® (Gi). En la développant en ter- 
mes des représentations irréductibles du groupe G, la grandeur 7 ne 


sera différente de zéro que si le produit direct renferme une repré- 
sentation unité ou triviale. 


$ 92. Les groupes ponctuels 


Nous avons déjà rencontré quelques groupes ponctuels les plus 
simples. Il nous reste à en étudier les représentations et à donner 
quelques exemples de groupes ponctuels plus compliqués. 

1. Considérons tout d’abord les groupes cycliques G, constitués 
par l'élément À : 


GC: A4: A, us AP AT =E, 


L'ordre g de l'élément représente l’ordre du groupe. Le nombre de 

classes est égal au nombre d'éléments et de ce fait le nombre de repré- 

sentations irréductibles du groupe est égal au nombre g d'éléments 
K 


distincts. En appliquant la relation > f£ —g, on constate que les 
a—i 

représentations irréductibles ne peuvent être qu'’unidimensionnelles. 

Puisque les représentations sont unidimensionnelles, le tableau 
des caractères des représentations irréductibles ne renferme que 
celles-ci mêmes. On les détermine de la manière suivante. Désignons 
le caractère de l'élément À dans la représentation irréductible a 
par X(& (A). Le caractère de l’élément A” sera alors X(®) (47), 


44 
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mais puisque dans le cas considéré le caractère se confond avec 
la représentation, on a 
X® (47) = 1X® (4). 


Compte tenu de ce que A6 = E et X(a) (E) — 1 (tout élément unité 
doit être représenté par une matrice unité et son caractère doit 
être égal à la dimension de la représentation), on trouve aussitôt : 


[X® (4) = 1. 


Pour pouvoir distinguer les représentations irréductibles, nous écri- 
rons Cette dernière relation sous la forme: 


[X® (4) = 14%; œ—1, 2, ...,g, 
d’où l’on tire: 


X® (4)=V 1% 


et 
XP (4m) = 5/17, 
Or, comme 
_—— .21Q 
/1— e 8. 
on écrira 
;27a 
X®(4)=e € 
et 
.2ram 
X® (A4m)=e € 
En posant a = 1, 2, ..., g, on détermine les différentes représen- 


tations irréductibles du groupe cyclique. On vérifie aisément ce 
résultat en appliquant les théorèmes de l'orthogonalité. Calculons, 
par exemple, la somme de «a, et a. étendue à tous les éléments du 


groupe : 


£ « ; 27(@2-@1) £ 
9 = Em 
_i te ; Lee ï ace @1) ” 1— (, £ ) 
> - - “re > 6 un ; 2n(œ2-@1) 


Pour a:  &, la somme est nulle et pour &, = ©, elle est égale à g, 
ce qui est bien conforme au théorème de l'orthogonalité. 

2. Les groupes isomorphes du second ordre C:, C,; et C; peuvent 
avoir deux représentations que nous déterminerons en posant «a = 1,2, 
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ce qui donne: 


ColE Ca 
C;|E so 
C;|E  i 
Tr, |1 1 
T1 — 1 


Le tableau des caractères montre qu'il doit exister deux types 
de fonctions de base. La fonction 1, qui se transforme par la repré- 
sentation irréductible l, («a — 2) reste invariable et est appelée 
fonction paire ou symétrique. La fonction Ÿ, qui se transforme par 
la représentation irréductible l, (&œ — 1) change de signe lorsqu'on 
la soumet à l'action d'un élément du groupe non identique, elle 
est appelée fonction impaire ou antisymétrique. On notera cepen- 
dant que le caractère impair d'une fonction de base diffère selon le 


groupe considéré. Ainsi, par exemple, les relations Cu (r) = 
= (—v4, (r); où, (r) et it, (r)) imposent que le caractère pair ou 
impair dépende des coordonnées : 


bu (7) = Du (Tr) = Du (Tr, —y, —2)= — Wu (x, y, 2) = — Var); 
Cry (r) = Yu (Cr) = Wu(—z, —y,2)= —W(x, y, z)= —W(r); 
LE our) = Du (Or) = Vu (tr, Y, —2) = — Vu (x, y, 2) = — Yu (r). 


3. Les groupes Cs et Cs,. Nous avons affaire ici à un groupe plus 
compliqué que les précédents. Le groupe C4 est le groupe des rota- 
tions d'un hexagone ou d’un prisme hexagonal ; ce groupe est cycli- 
que, d’ordre g — 6; ses six représentations irréductibles unidimen- 
sionnelles sont de la forme: 


25 
T®(Cl=e 8; a—1,2, ..., 6,1—1, 2, ..., 6. 


Le groupe Ce, peut être déduit du groupe C; en ajoutant un plan 
vertical o,. L'existence d’un axe C, impose que ce système doive 
posséder encore 5 autres plans verticaux. On aura donc au total 
12 éléments: Ce, Cé = Ca: CC = Ce: Ci = Ci = Ci; Ch = Ci, 
Ci = E, et six plans o.. Pour révéler d’autres éléments possibles, 
il suffit d'analyser les produits des éléments ci-dessus. Le produit 
de deux plans ©, et 0, équivaut à une rotation d'angle deux fois 
plus grand que celui entre ces plans. En remarquant que la valeur 


initiale de cet angle est . et l’angle de rotation correspondant 


est égal à Fe, il apparaît aussitôt que la réflexion dans deux plans 
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arbitrairement choisis équivaut à une rotation d'un angle multiple 
271 : AT. 
de — et fournit donc un élément C1. 


Passons maintenant aux produits d'éléments de forme C!o,. 
On voit aisément qu'un tel produit équivaut soit à une opération 
07, soit à une opération C!’, et ne donne donc pas lieu à l'apparition 
d'un nouvel élément. L'ordre du groupe C5, est par conséquent 
g = 12. 

Déterminons maintenant le nombre de classes. Dans le groupe Cs 
tout élément C{! constitue une classe propre. Puisque les éléments 
Ca et C2 sont d'ordres différents, ils ne peuvent appartenir à une 
seule et même classe. Il est donc tout indiqué de vérifier si les élé- 
ments Cset C;?, Cé et Cÿ — C5? ne sont pas des éléments conjugués, 
étant donné que l’on trouve dans le groupe C4, des éléments ©, qui 
ne commutent pas avec les axes. Considérons l'élément o,Clo! — 
= 6,C!6,. On peut montrer soit par un procédé analytique ou géo- 
métrique que o,C!05:— C:!et on en conclut que les éléments C! et C:! 
appartiennent à une seule et même classe; les rotations déterminées 
par C! forment alors les classes suivantes: E ; Co: Ci5Cs; Ci: Ce. 

L'égalité o,C!0:! — C7! impose que C!0, — o,C-! et de ce fait 
Clo,C"i = C. Voyons maintenant l'élément 0:0,0:; on peut 
l'écrire également sous la forme 0:0,0,0,0, = Cno,C" = C7. 
Or, ce dernier résultat signifie que trois réflexions dans deux plans, 
soit 6:, ©, et ü, entraîne une rotation du plan ©, d’un angle mul- 


tiple de - Il est donc impossible de superposer tous les plans, 

on ne peut superposer que les plans voisins non contigus. Il existe 

donc deux classes de plans conjugués. En définitive le groupe C;, 
6 

comporte 6 classes : E, 2C5, 2Ca, Co, 30», 30. L'équation dE - 142 
a=i 


ne peut être satisfaite que pour les valeurs suivantes de f, = 1, 1, 
1, 1, 2, 2; le groupe Cs, se caractérise donc par 4 représentations 
irréductibles unidimensionnelles et par 2 représentations irréducti- 
bles bidimensionnelles. 


Tableau des représentations irréductibles du groupe C,, (67m) 


Cév E c{) 2C() 2C{ 2) | 30, 30, 
r'i 1 1 1 1 1 1 
lo 1 1 1 1 —1 —1 
F3 1 —1 1 —1 1 2 
F4 1 —1 1 —1 —1 1 
C5 2 —2 —1 1 U re) 
re 2 2 —1 —1 U 0 
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4. Le groupe TZ. Le groupe constitué par les axes d’un tétraëdre 
est désigné par le symbole 7 ou 23. Il comporte 12 éléments, à savoir 
E, 3C+, 4C3, 4C2 répartis entre plusieurs classes. Le nombre de ces 
classes doit évidemment être égal à 4 puisque les éléments C, et 
C;1 — Ci ne sont pas conjugués. Les dimensions des représentations 


irréductibles sont déterminées par l'équation Se =: 42 qui a pour 


(o 2 | 
solution: 1° + 1° + 1° + 3° - 12. Le tableau des caractères se 
présente comme suit: 


Tableau des caractères du groupe 71! 


T E 3C2 AC hCÈ 
r'4 A 1 1 1 1 
Lu E À 1 Î & @® 
Pa 1 1 (0° © 
re F 3 —1 0 0 
; 27 
w::e ° 


5. Les groupes 7 , et O.'Le groupe © ou groupe 4 32 est le groupe 
des axes de symétrie d'un cube. Il comporte 3 axes du quatrième 
ordre, 4 axes du troisième ordre et 6 axes du deuxième ordre. On 
compte en tout 24 éléments: 3C,, 30%, 3C*, 4C:, 4C°, 6C, et E qui 
sont répartis en » classes. 


Tableau des caractères du groupe O 


0 | Ta | E | 8e | 36 | Go: | 654 
L A, 4 1 1 1 1 
le A 1 1 1 —1 _4 
l; E 2 —1 2 0 (4 
r4 F, 3 0 —1 _4 
r; Fa 3 0 A 1 —4 


Le groupe © est isomorphe au groupe complet de symétrie d’un 
tétraèdre T'; ou 4 3m. Le groupe T, comporte 6 plans diagonaux 
Ca, à axes de rotation-réflexion S, situés dans les plans diagonaux 
et 4 axes du troisième ordre. Le groupe comporte 24 éléments: 
E, 3854, 35°? = 3C, 35°, 4C3, 4C5 et Cox, répartis en 5 classes. 
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6. Les groupes T7} et O,. Ces groupes constituent des exemples 
concrets d'un produit direct de deux groupes. Le groupe O, est 
défini comme le produit direct des groupes © et Ci: 


0, =0 X Ci. 


Comme le groure O comporte 24 éléments répartis dans 5 classes 
et le groupe C, ne comporte que deux éléments E et i, le groupe O;, 
renferme 48 éléments répartis dans 10 classes. Les 5 classes du groupe 
O, sont les mêmes que les 5 classes du groupe ©, puisqu'ils corres- 
pondent au produit O X E ; les cinq autres classes correspondent au 
produit O x iet on y trouve une inversion pure Æ, = à et différents 
plans de réflexion. Le groupe O, est le groupe de symétrie complet 
d’un cube. Le tableau des caractères des représentations irréductibles 
du groupe O, peut être établi à partir des tableaux des caractères 
des représentations irréductibles des groupes © et Ci. 

Pour désigner les représentations irréductibles différents auteurs 
utilisent en général des symboles différents. La variété des désigna- 
tions est particulièrement grande pour le groupe O,. Dans le tableau 
des caractères du groupe ©, on a indiqué les symboles les plus sou- 
vent utilisés des représentations irréductibles. Il est utile de rappe- 
ler qu'on utilise en général les lettres À et B pour désigner les repré- 
sentations unidimensionnelles, la lettre Æ pour les bidimensionnel- 
les et les lettres T et F pour les tridimensionnelles. Les représen- 
tations paires vis-à-vis d’une inversion sont dotées de l'indice « g» 
et celles impaires de l'indice « u». 

Ces désignations sont notamment utilisées dans les ouvrages 
« La mécanique quantique» de Landau et Lifchitz, « La chimie 
quantique» de Evyring, Walter et Kimball. Howars et Johns utili- 
sent en qualité d'indices les symboles des fonctions atomiques hydro- 
génoides, possédant une même symétrie ou une symétrie qui en est 
proche. Ainsi, par exemple, ils désignent la représentation d’un 
état caractérisé par une fonction d'onde pouvant être transformée 
par une représentation A,, par le symbole F,, parce que dans un 
atome d'hydrogène l’état s possède une symétrie sphérique et doit 
donc être invariant vis-à-vis de toutes les rotations possibles: la 
fonction de base de la représentation l, possède la même propriété 
et elle peut donc être représentée par une constante arbitraire 1. 

Les avantages de ce mode de désignation se révèlent le plus clai- 
rement dans le cas d’une représentation tridimensionnelle l, qui 
utilise en qualité de fonction de base les composantes du rayon 
vecteur r: x, y, z; les fonctions d'onde de l’état p sont de la forme 
zf (r), yf (r), zf (r), f (r) étant une fonction à symétrie sphérique. 
De ce fait la représentation tridimensionnelle l', dans la désigna- 
tion de H, J ou l',., dans la désignation de B.S.W. est la représenta- 
tion d’un état semblable à p. L'utilisation d'indices doubles dans 
la désignation de B.S.W. pour les représentations bidimensionnel- 
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les (15) et tridimensionnelles (25) est déterminée par les conditions 
de compatibilité. 
Le groupe T7, est défini comme le produit direct des groupes T 
et GC: 
Th = T X Ci. 


Ses propriétés se laissent déduire de celles des groupes T et Ci. 

Pour conclure ce paragraphe nous ferons remarquer que la som- 
me des caractères des éléments d’un groupe de toutes les représenta- 
tions, à l’exclusion de la représentation unité, doit être nulle con- 
formément à la condition d'orthogonalité; on peut en effet pré- 
senter cette somme sous forme d’un produit scalaire des caractères 
d'une représentation donnée et de la représentation unité. Pour la 
représentation unité la somme correspond à la longueur du vecteur 
et est donc égale à l’ordre du groupe. 


$ 93. Le groupe de translations. Les zones de Brillouin 


Dans ce paragraphe nous présenterons sous un nouvel aspect 
les notions de zones de Brillouin, de fonctions de Bloch et de certai- 
nes autres que le lecteur connaît déjà. 

Désignons par a,, a, a, trois vecteurs de base qui avec trois 
nombres entiers 7,, nr, et nr, définissent le vecteur translation 


N = Nas + loûo À lsûs: 
qui sert à définir un opérateur translation 
T (n) =: eim9), 
qui constitue le groupe de translations T (n) ou (E/n) dans la nota- 
tion de Seitz. 


On peut démontrer que le groupe de translations T (n) est égal 
au produit direct de trois groupes cycliques de translation rapportés 
aux vecteurs de base a, correspondants. En effet, partant de la rela- 
tion évidente T2 (n) — T(n) T (n) — T (2n) on doit avoir T' (n) — 
— T (In). 

Si nous posons maintenant n, = ñ4 — 0 on a: n = na, et 


T'(rsas) == T°" (ai). 
On écrira de même pour n° 0 et ns 7 0: 
T (none) = T'* (ae) ; T (n3a3) - TS (as). 


On peut donc considérer trois groupes de translations rapportées 
aux trois vecteurs de base. Puisque les translations le long des dif- 
férents vecteurs de base sont indépendantes et qu’une translation 
d'un vecteur a, + a. peut être représentée comme deux translations 
consécutives de a,, puis de a. (ou dans l’ordre inverse), ce résultat 
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peut être représenté dans le langage de la théorie des groupes par 
T'(as+ a2)= T (as) X T (a), 
ce qui conduit à écrire: 
T(n)= TT (as) x TE (a) x T”* (as). 


Ce groupe cyclique d'ordre infini peut être transformé en un groupe 
d'ordre fini g = NIN3N3 = g18»£3 en faisant intervenir les condi- 
tions cycliques de Born-K arman : 


= N 
T /(a) -E 

Les représentations irréductibles des groupes cycliques sont 

unidimensionnelles et sont de la forme: 
ET à. 
F9 (T(a))-e Mi ”, æ=0,1, ..., Nj—1, 
où a; désigne le « numéro» de la représentation irréductible de 
l'élément T (a;). Pour un élément arbitraire T (n;a;) on a: 
Ps M 
r® (T (na) = 179 (É (N° ce M 

En remarquant que les représentations irréductibles d'un produit 


direct des groupes ne sont outre que le produit direct des représenta- 
tions irréductibles des facteurs, on écrit: 


r® (Ê (n)) = T2 (T (ras)) x . (Ê (n2a2)) x 9 (T (nsa3)) = 


2x 
Ne ans + N> me Œan2+ 2 asns) 


N3 


11 serait commode de si figurer dans l'écriture des représentations 
irréductibles des translations d’un vecteur n, la grandeur n elle- 
même. Pour cela on introduit un vecteur k rapporté à une base b,, 
b., b4 par la relation: 


k- QE bi+ RE be+ GE ba) = (ka, ke, ke). 


Supposons que les bases {a;} et {b,} soient orthogonales : 
(ajbr) = ôy. 
Dans ces on le PRE scalaire (kn) sera de la forme: 


@n) (3 ba D mai) = D RE ban 


1=1 


3 
97. >) + nj= 271 (+ Se Ua + Fe + _ =), 
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ce qui permet de donner aux représentations irréductibles du groupe 
de translation une forme simple: 


L® (T (n))= 1% (n)= cit), 


Donc en faisant agir sur les fonctions de base l'opérateur translation, 
on les transforme selon les représentations irréductibles eitkn) : 


T(n)p(r)= D (r+n)= ein (r). 


Pour alléger l'écriture la fonction de base d'une représentation 
irréductible eï‘kn sera notée yi(r). 

Le nombre N,N,N;, peut être considéré comme le nombre de 
cellules élémentaires bâties sur la base (a,, a°, a). Le nombre de 
représentations irréductibles non équivalentes est précisément égal 
à N,N,N3+. On a convenu de les considérer comme représentant les 
points de l’espace k ou de l’espace inverse. L'espace k est une image 
d'un espace cristallin dans l’espace inverse et se trouve donc entière- 
ment caractérisé par le réseau réciproque et la maille élémentaire 
du réseau réciproque inverse. 

La base du réseau réciproque (b,, b:, b:) se laisse déterminer 
à partir de la condition (a;b,) = 6,; sous la forme: 

_— __laza3)_. _ _Tasas] . __ _ [aa] 
17 (ag{asas])” *  (ay{aazl)” (ai {aca:l)" 
Le module du vecteur de base du réseau réciproque est 


1 
b nn 
| il [ay] ? 


tandis que le volume V, du parallélépipède construit sur la base 
(b,, b:, b,) est lié au volume du parallélépipède V, — (a, [asasl) 
par la relation: 


Ve=(b;lbeb;]); Ver — Ê 
Wa 


Les projections du vecteur k sur les vecteurs de base peuvent être 
exprimées en termes de |a;|: 
_ aj 1 2x 
Sie mi 

où L; = Nj;a;est la longueur de l’arête du cristal et a;, des nombres 
entiers. Pour un cristal de « grandes» dimensions les différentes 
valeurs de k ; sont proches les unes des autres, de sorte que le vecteur k 
puisse être considéré comme une grandeur quasi continue. Puisque k 
a la dimension {L-!}, on le désigne sous le nom de vecteur d'onde. 

La fonction de base ÿx peut être posée égale à eïtkr” puisque cette 
derniére fonction induit la représentation eïtkn) : 


T (n) en — eflk, r+n) = eilkn)oitkr), 
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Si on se remémore que le choix des fonctions de base 4 (r) est 
en général arbitraire il ne peut y avoir aucun empêchement 
à multiplier e“‘k" par une fonction périodique arbitraire telle que 
x (r + n) = x (r), ce qui donne 

di (r) = cinq (r). 
L'utilisation de cette nouvelle fonction de base fournit les mêmes 
représentations irréductibles. La fonction x (r) = e“k"qu(r) ap- 
pelée fonction ou onde de Bloch joue un rôle de premier plan dans 
la théorie des solides. 

La région de l’espace inverse qui renferme toutes les représenta- 


tions irréductibles non équivalentes du groupe de translation T (n) 
d'un cristal est appelée zone de Brillouin. On l'appelle également 
maille élémentaire du réseau réciproque. Il faut cependant noter qu'elle 
est l’analogue non pas de la maille élémentaire bâtie sur la base 
a,, 4, as, mais bien l’analogue de la maille de Wigner-Seitz. 

Par définition une zone de Brillouin renferme toutes les repré- 
sentations irréductibles non équivalentes du groupe de translation. 
Des représentations irréductibles équivalentes ne peuvent se trou- 
ver que sur les frontières d'une zone. Pour bâtir une zone, on peut 
donc procéder de la manière suivante. On choisit pour origine un 
nœud du réseau réciproque, et on y fait aboutir des segments de 
droite issus de nœuds avoisinants. Faisons passer des plans ortho- 
gonaux par les milieux de ces segments. Le polyèdre de volume 
minimal, renfermant l'origine, constitue alors une zone de Bril- 
louin. En effet, quelle que soit l'orientation cristallographique 
considérée dans le réseau réciproque, les points situés sur les frontiè- 
res de la zone se trouvent à des distances n'excédant pas la longueur 
du plus petit vecteur du réseau réciproque le long de cette orienta- 
tion. Le nombre de faces du polyèdre est déterminé par le nombre 
de nœuds renfermés à l'intérieur de la première ou de la deuxième 
sphère de coordinence. L'équation des surfaces délimitant la zone 
est de la forme (b, k + xb) — 0, où le vecteur d'onde détermine 
l’état sur la frontière et b est le vecteur du réseau réciproque. 

Il ressort de la définition de la base du réseau réciproque que 
dans le cas de cristaux cubiques ou hexagonaux, qui nous intéres- 
sent le plus, les réseaux réciproques sont également cubiques ou 
hexagonaux. Pour le démontrer, il suffit de choisir un système de 
coordonnées rectangulaires de vecteurs unités i, j et k, rapporter 
à ce système les vecteurs de base a,, a., a, et calculer ensuite b,, 
b., b,. Tous calculs faits, on trouvera qu'à un réseau cubique à faces 
centrées correspond un réseau réciproque cubique centré, tandis 
qu'à un réseau cubique centré correspond un réseau réciproque 
à faces centrées. Dans le cas d’un réseau hexagonal avec le rapport 
cla > 1, le réseau réciproque est également hexagonal mais avec 
un rapport c/a << 1. 
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Les groupes ponctuels de symétrie pour des réseaux direct et 
réciproque sont les mêmes. Pour un réseau hexagonal c'est le groupe 
Csv et pour un réseau cubique l’un des groupes cubiques T, Tu, 
Lis O ou O;. 

La zone de Brillouin d’un cristal hexagonal est une partie du 
prisme hexagonal. Dans le cas d'un réseau cubique centré la zone 
de Brillouin se présente sous forme d’un rhombododécaëèdre et dans 
le cas d’un réseau à faces centrées, c'est un polyèdre à 14 faces qui 
n'est autre qu'un cube à sommets tronqués ; les plans de tronquage 
sont perpendiculaires aux diagonales du cube et situés à une distance 
égale au quart de la longueur de ces diagonales ; ces plans intercep- 
tent les arêtes du cube en des points situés à une distance des som- 
mets égale aux 3/4 de la période du réseau; les faces du cube initial 
acquièrent ainsi la forme d’'hexagones (8 faces) ou de carrés (6 faces). 

Le réseau du diamant peut être représenté par la superposition 
de deux réseaux cubiques à faces centrées, décalés l’un par rapport 
à l’autre le long d'une diagonale spatiale d'un quart de sa longueur. 
La maille élémentaire du réseau du diamant ne possède pas de 
centre d’inversion, de ce fait la symétrie de la maille élémentaire 
peut être décrite par le groupe ©. Cependant le groupe spatial du 
réseau du diamant comporte en plus de translations simples d'une 
longueur égale à sa période, un plan de glissement par réflexion. 
La transformation correspondante peut être établie en procédant 
comme suit. Disposons l'origine des coordonnées à l’un des sommets 
de la maille élémentaire et dressons un plan perpendiculaire à l'axe 
des x passant par un point de coordonnées (a/8, 0, 0). Effectuons une 
translation d’une longueur (a, + a.4)/4, après quoi faisons réfléchir 
l’espace dans le plan ©, (a/8, 0, 0). Etablissons maintenant les 
relations entre les coordonnées de l'espace initial et de l’espace 
transformé. Un point M de coordonnées (x, y, z) se transforme d’abord 
en un point de coordonnées (x, y + a/4, z), puis en un point de 
coordonnées (x, y, + a/4, z + a/4). Si la réflexion avait eu lieu 
dans un plan ©, (0, O0, 0), les coordonnées du point A auraient été 
(—zx, y + al4, z + al4). 

La fig. 144 représente la réflexion dans le plan ©, (x,, 0, O0) 
passant par le point (x,, 0, 0). La figure montre que par réflexion 
dans le plan ©, (x, 0, 0) un point de coordonnées (x, y, z) se trans- 
forme en un point de coordonnées (—zx + 2x,, 0, 0), conformément 
à la condition de réflexion z — zo — zo — x’, d'où l’on tire x’ — 
— 21, — x. Donc un point de coordonnées (zx, y + a/4, z + a/4) 
se transforme par réflexion en un point (—zx + a/4, y + a/4, z + 
+ a/4). Or, cette transformation peut être considérée comme une 
réflexion dans le plan ©, suivie d'une translation le long de la dia- 
gonale spatiale d'un quart de sa longueur. Comme nous avons indi- 
qué ci-dessus, une telle translation assure la superposition des deux 
réseaux à faces centrées. 
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On peut noter également: la transformation des coordonnées de 
la manière suivante: 


ét uttett)s (ehhore ts) 


On peut donc dire qu'une combinaison de translations des vec- 
teurs de base suivies d'une réflexion dans les plans ©. (= 0, 0), 


6, (x) 


M(z) M(X) 


Fig. 144. Réflexion dans le plan passant par un point donné 


0, (0, _. 0) et oc, (0,0, +) est équivalente aux réflexions dans 

les plans de coordonnées 0,, 6, et 6, suivies d’un déplacement égal 

au quart de longueur de la diagonale spatiale T (=). 
Considérons un produit d’opérateurs tel que: 


i(t)at (sat (t)e 


et appliquons-le au point M (x, y, z). Tous calculs faits, on consta- 
tera que le point M (r) se transforme en un point M (r') avec 


r 3a a a 
r == (—z++ » —Y+T; —1—7) . 
On arrive à ce même résultat à l’aide des opérateurs: 


T (a/2, 0, —a/2) T (d/4) i. 
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$ 94. Le groupe du vecteur d’onde 


La symétrie du réseau réciproque est intimement liée à celle 
du réseau direct. Les transformations imposées par un groupe G 
à un espace cristallin peuvent être appliquées au réseau réciproque. 


Si k est le rayon vecteur du réseau réciproque et G; un élément du 


groupe des transformations ponctuelles, la grandeur k’ — G;k 
détermine le groupe ponctuel des transformations dans la zone de 
Brillouin. 

Les transformations ponctuelles dans la zone de Brillouin s'ef- 
fectuent par rapport au centre de la zone de Brillouin k = (0, O, O0) 
que l'on indique par la lettre l. Dans le cas où le groupe spatial 
du cristal comporte des rotations, des inversions et des plans de 
réflexion, le groupe de translations et le groupe ponctuel seront des 
sous-groupes du groupe spatial. 

Les représentations irréductibles d'un groupe ponctuel sont 
appelées alors représentations irréductibles du point Fr. 

Si le groupe spatial comporte des axes hélicoïdaux ou des plans 
de glissement par réflexion, le groupe ponctuel de la zone de Bril- 
louin s'établit d’une façon différente: le groupe ponctuel de la 
zone de Brillouin est un groupe qui est isomorphe au groupe facteur 
du groupe spatial rapporté au sous-groupe des translations pures. 

C'est la raison pour laquelle le groupe ponctuel de la zone de 
Brillouin du réseau du diamant correspond non pas au groupe des 
axes de symétrie du cube, mais bien au groupe O, caractérisant la 
symétrie globale (0, — 0 X C;) bien que l'inversion ne fasse pas 
partie ni du groupe ponctuel, ni du groupe spatial du réseau du 
diamant. 

Le symbole du groupe spatial du réseau du diamant 
est F dim ou 0j. Nous avons montré ci-dessus que l'élément de 
symétrie que l'on doit prendre en considération n’est pas l’inver- 
sion, mais une inversion associée à une translation du quart de la 
diagonale spatiale. L’inversion par rapport à un point n’assure 
l'inversion que d’un seul des sous-réseaux, le deuxième sous-réseau 
ne pouvant être invariant par rapport à l'inversion puisque les 
octants vides ne peuvent être superposés aux octants occupés. 

Dans un réseau de la blende les sous-réseaux sont occupés par 
des atomes différents, et de ce fait un glissement par réflexion est 
absent de son groupe spatial; le groupe de symétrie ponctuelle de 
la zone de Brillouin se confond avec le groupe ponctuel du réseau 
direct. Le symbole du groupe spatial du réseau de la blende est 
F 43m, ou encore T5. Le groupe ponctuel de la zone de Brillouin 
correspond au groupe de symétrie d'un tétraèdre Ty. 

Le symbole du groupe spatial du réseau de la wurtzite est P6mC 
où P désigne un réseau simple (primitif) et C un plan de glissement. 
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Le point k est appelé point commun d'unezonede Brillouin, si par 
action de tous les éléments du groupe ponctuel G on peut en déduire g 
points de cette même zone. Puisque les transformations s'effectuent 
dans ce cas par rapport au point l', on dit que le groupe ponctuel 
de symétrie G d’une zone de Brillouin représente la symétrie du 
point F. 

A Ja différence du point commun, un point quelconque k ne 
sera un point de symétrie que s’il se trouve sur un élément de symé- 
trie. Il est évident que le nombre de points que l’on peut en dériver 


par toutes les transformations possibles G;k sera toujours inférieur 
a l'ordre du groupe. On note en outre que la transformation d'un 
point de symétrie redonne un point de symétrie. 

Définissons maintenant la notion de groupe du vecteur d'onde 
GL: l’ensemble des transformations Gx qui laisse invariant le vecteur k 
s'aprelle groupe du vecteur d'onde. Comme ces transformations 
concernent le groupe ponctuel G, le groupe du vecteur d'onde est 
un sous-groupe du groupe ponctuel. 

Les représentations irréductibles d'un sous-groupe diffèrent de 
celles d'un groupe (ponctuel). On le démontre de la manière sui- 
vante. Posons que le groupe G possède une représentation irréductible 
dont la dimension maximale est f, — 3. L'ordre du groupe g > 10. 
Supposons que l'ordre du sous-groupe À << 9. Les représentations 
irréductibles du sous-groupe ne peuvegt avoir une dimension supé- 
rieure à 2, et de ce fait la représentation irréductible du groupe 
doit en fait être réductible ; on dit dans ce cas qu'il se produit une 
réduction dans le sous-groupe. Les représentations irréductibles du 
groupe du vecteur d'onde sont appelées représentations mineures. 
Leur forme dépend des points de symétrie. 

L'exemple le plus simple d’un groupe de vecteur d'onde est le 
groupe du vecteur k = (0, 0, 0) donc du point F': quelles que soient 
les transformations G; du groupe ponctuel G, le point T reste im- 
muable. Or, cela signifie que le groupe du point F n’est autre que 
le groupe ponctuel lui-même: Gx — G. On considère le vecteur k 
comme invariable aussi dans le cas où il varie d’une quantité égale 
au vecteur 2xb du réseau réciproque. Le groupe du vecteur d'onde 
se définit donc par l'équation: 


Gik = k + 2xb. 


En dressant le vecteur k au point commun de la zone de Brillouin, 


ad 


nous pouvons en déduire g vecteurs k” = G;k. L'ensemble de tous 
ces vecteurs k’ — G;k est dénommé l'étoile du vecteur k. Le groupe 
du vecteur d'onde correspondant au point commun ne comporte 
qu'un seul élément unité E. De ce fait tout groupe G comporte deux 
sous-groupes: À — Æ et H — G, qui représentent les groupes du 


1/2 45—0898 
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vecteur d'onde correspondant respectivement au point commun et 
au point T. 

Les points des éléments de symétrie ont reçu des désignations 
spéciales qui diffèrent suivant le réseau de Bravais considéré. 


ei 
LT 


i b=— 


Fig. 145. Zone de Brillouin pour un réseau cubique simple 


1)ERéseau cubique simple. La zone de UD d’un réseau 
cubique simple a la forme d’un cube d'arête © — (fig. 145). Aux élé- 


ments de symétrie internes appartiennent : 

axes du quatrième ordre À ; il n’existe que trois axes équivalents: 
ke ky ke 

axes du troisième ordre A:4 axes équivalents : 

axes du troisième ordre Z :6 axes équivalents; 

plans de symétrie AZ, ZA et AA. 

Les points de symétrie externes sont les points se trouvant sur 
les surfaces délimitant la zone et sur les lignes d’intersection de ces 
plans. Les points faisant partie des points de symétrie internes et 
externes ont des désignations spéciales, par exemple les points 
X, M, T, Ret S (fig. 145). 

Les représentations irréductibles du groupe du vecteur d'onde 
sont désignées par les mêmes symboles que les points de symétrie; 
par exemple, les représentations irréductibles de l’axe A sont dési- 
gnées par A‘. Déterminons le groupe de A. Il ressort de la fig. 145 
que les éléments du groupe A sont: E, les rotations C,, C?, Ci, les 
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réflexions dans deux plans de coordonnées du type AZ et les ré- 
flexions dans deux plans diagonaux du type AA. Pour simplifier dési- 
gnons les plans de réflexion par les symboles o,, 6, et o4, o4. Il 
s'agit de démontrer que les différents produits que l’on peut former 
avec les 8 éléments ci-dessus énumérés ne donnent pas lieu à l'ap- 
parition de nouveaux éléments de symétrie. Il est évident que les 
produits que l’on peut former avec les plans de symétrie font appa- 
raître les rotations qui existaient déjà; par exemple, 6,0, = Ca, 
O404 — C2. Les produits du type 6,04 donnent les rotations C, ou 
bien CŸ = C;’. Il en résulte que les produits des rotations par les 
réflexions figurent déjà parmi les éléments de symétrie cités. En effet 
un élément de la forme C;0, peut être mis sous l'une des formes 
suivantes: Co, = C;Cio, = Ci0,0,0, = C5'0, = 040,0, = 64, 
etc. Ceci montre qu'aucune combinaison des produits d'éléments 
de symétrie ne peut faire en apparaître d’autres, de sorte que l’ordre 
du groupe À est égal à 8. Déterminons les classes de ce groupe. Les 
quatre plans doivent constituer deux classes: 20, et 203. Les élé- 
ments Æ, C,; et C2 forment leurs propres classes puisque ce sont des 
éléments d'ordres différents. Reste à voir si l’élément C? = CF 
forme sa propre classe. L'existence de deux couples de plans de 
réflexion permet de démontrer que C;? est conjugué à C,. On tire 
en effet des relations CC: = 0,0, et C2 — 6404 que où = C204 = 
= OC: = 040,0: = C,0, d'où on tire 047? = o4 = 0,0; = C,0; 
et C, = 6,C,'07'. Le groupe À comporte ainsi 5 classes: E; 2C\; 
C2; 0,; Ga et cinq représentations irréductibles dont les dimen- 
sions satisfont à l'équation : 1° + 1° + 1° + 1° + 2? — 8. Le groupe 
À étant isomorphe au groupe 4 mm ou C,., le tableau de ses caractè- 
res est identique au tableau des caractères du groupe C,,. Or, cela 
ne peut signifier que les représentations irréductibles du groupe 
totalement symétrique du cube O, dans un point commun dif- 
fèrent grandement des représentations irréductibles des états A. 
Puisque le groupe A est un sous-groupe du groupe O,, on indexera 
ses classes par les mêmes symboles que l’on utilise pour désigner 
les classes du groupe O,. En remarquant que tout plan arbitraire- 
ment choisi peut être présenté sous forme du produit d'une inver- 
sion par un axe de rotation du deuxième ordre, perpendiculaire 
à ce plan, on écrira 6 = iC.; on peut donc remplacer dans la dési- 
gnation des plans les symboles 20, et 204 par 2iC;, et 2iC*. Pour un 
axe À concret cette dernière désignation est toute symbolique puis- 
que les facteurs de ces produits ne sont pas des éléments réels du 
groupe. On a indiqué dans le tableau les caractères des représenta- 
tions mineures de À et du groupe qui lui est isomorphe aux points T. 

Examinons maintenant le groupe A. Ce groupe contient les 
éléments suivants: Æ, C:, C£ et trois plans © du type AZ. Le produit 
de deux plans donne les rotations C, et C°, tandis qu'un produit 
tel que C.,0 redonne des plans. Ceci montre que le groupe À ne 


45% 
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Caractères des représentations mineures de A et de T 


AT E C? 2Ca 2iC? | 2iC2 
Ai 1 { 1 1 1 
A 1 1 —4 { —1 

A 1 1 —1 —1 1 
A’ 1 1 1 —1 —1 
As 2 22 0 0 0 


contient que 6 éléments. Les plans © forment une classe: les élé- 
ments C; et C;? sont conjugués puisque XC,;X-! = XC;X. Si, par 
exemple, l'axe C: est formé par les plans o° et ©”: C; = 00”; 
on en tire oo — C;! et en posant X = 0° il vient o’C,0’ — 
— 6’6"0"0" = 6”6 = C;!. Le groupe À comporte donc 5 éléments 
répartis en 3 classes: Æ, 2C, et 30. Les dimensions des représenta- 
tions irréductibles sont 1° + 1° + 2° — 6. Le groupe À est iso- 
morphe au groupe 3m ou Ca. 


Caractères des représentations mineures des groupes 


AtF 
A, 1 1 1 
Âe 1 1 —1 
A3 2 —1 0 


On remarquera que là aussi on a désigné les plans de symétrie 
sous la forme conventionnelle du produit d'une inversion par un 
axe de rotation du second ordre, ceci afin de faciliter la comparaison 
avec le groupe O,;. 

Nous avons déjà attiré l'attention sur le fait que les représenta- 
tions irréductibles d'un groupe deviennent réductibles dans un 
sous-groupe. Le développement des représentations irréductibles 
d’un groupe I“® (G;) en termes de représentations irréductibles 
du groupe du vecteur d'onde qui est sous-groupe du groupe G s'ef- 
fectue conformément aux règles du développement des représenta- 
tions réductibles, basées sur l’orthogonalité des caractères. Aussi 
pouvons-nous écrire : 


r® (G;)= > ag (T®) As. 
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Les coefficients de développement ag (["®) se laissent déterminer 
à l’aide de la relation: 


1 
as (nr) TS XP (H;)XP°(H;), 
H; 


h étant l’ordre du groupe du vecteur d'onde, dans le cas du groupe A 
l'ordre est égal à 8. Pour calculer les coefficients du développement, 
il est commode de transcrire les représentations irréductibles du 
groupe du vecteur d'onde et d'indiquer dans la ligne suivante les 
caractères des mêmes classes dans la représentation [®. A l’aide 
des tableaux des caractères des groupes O, et À on écrira donc: 


A E ci 2C4 2iCi 2iC2 


j, 4 1 1 1 1 

, 1 4 21 1 —1 

l's 2 2 0 2 0 

É. RE 1 1 —1 

F:, 3 1 4 = 

r' 1 1 1 —1 = 
2 1 {  —1 1 

T!, 2 2 0 —2 

Fi 3 4 1 1 

Ps CE 1 —1 


En effectuant le développement selon l'équation ci-dessus, on 
trouve 


a(Ts)= 1 a (T;) = 1 
as (Te) = 1 a; (T°) = 1 
ay (Ty) = 1 a, (Ti) = 1 
Ge (Tic) = 1 ai (lie) = 1 
ai (Lis) = 1 a (lis) = 1 
as (lis) = 1 a (T5) = 1 
as (T2) — 1 a (les) = 1 
as (Ts) = 1 as (les) = 1 


Tous les autres coefficients sont nuls. 
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Cet exemple de calcul montre que les représentations I"“® 
se laissent réduire par rapport au sous-groupe A. C'est cependant 
la réduction des représentations multidimensionnelles qui présente 
le plus d'intérêt. 

Nous pouvons constater que les représentations bidimension- 
nelles T,, et l, se décomposent chacune en deux représentations 
unidimensionnelles respectivement A,, A, et A;, A:. Les représen- 
tations tridimensionnelles l',; et T, se décomposent également en 
deux représentations : l'une unidimensionnelle A, et A: et l’autre 
bidimensionnelle A;. Le développement des représentations irré- 
ductibles du groupe du vecteur d'onde (réduction au sous-groupe) 
est appelé dans la théorie des solides détermination des relations 
de compatibilité. Celles-ci déterminent le caractère des variations 
que subissent les propriétés d'un corps solide lorsqu'on passe des 
points communs de la zone de Brillouin aux points de symétrie. 

Les tableaux de compatibilité ont été établis pour la majorité 
des corps cristallins présentant de l’intérêt. A titre d'exemple on 
donne ici les tableaux de compatibilité pour certains points de 
symétrie. 

Tableau des relations de compatibilité entre T et A, A et Z 


t4 


Fr A4 A; Dr 
le Ae À: Le 
léo AA A3 ZE 
Vis Ai45 A2Â3 ZoËs£s 
les A:As A As 212923 
r': A: Aa Se 
Ts As Ai Zs 

12 Ai: A3 ZeËs 
lis Ads A1A3 212324 
l'5 As; A2A3 ZyËe2e 


Tableau des caractères des représentations irréductibles 


Z | E | Co iC? iC2 
>, 1 1 1 1 
s. | { 21 —4 
Dr: 1 —1 1 —1 
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On doit attirer l'attention du lecteur sur la particularité sui- 
vante des tableaux de compatibilité. Au point commun les repré- 
sentations l., et l; sont tridimensionnelles. Sur l’axe A elles se 
décomposent en deux représentations, dont l’une est unidimension- 
nelle et l’autre bidimensionnelle. Mais sur l'axe Z l., et l, se 
décomposent déjà en trois représentations unidimensionnelles X, + 
+ 2, + ZX et ZE, + ZE: + ZX, respectivement. Ce fait présente une 
importance majeure pour la détermination de la multiplicité de 
dégénérescence des niveaux d'énergie dans la zone de Brillouin. 

2) Réseau à faces centrées. Etudions les points de symétrie 
de la zone de Brillouin. De même que dans un réseau cubique 


Z3 
le Z4 r] As 8 A4 
A6 
Z3 As A5 
Z4 
B Z3 BG 7 
As A 
£4 
r £ r A r A 


Fig. 146. Dédoublement des niveaux l'; et l', le long des axes Z, A, et A 


simple on distingue les axes A, À et Z dont les ordres sont 
respectivement 4, 3 et 2. Les représentations mineures et les rela- 
tions de compatibilité correspondant aux points de ces axes sont 
analogues à celles de la zone d’un réseau cubique simple. 

A l'intersection des axes avec les frontières de la zone de Bril- 
louin apparaissent les points particuliers X, L et X. 

a) Point ZL. Au point L le groupe du vecteur d'onde est d'ordre 12. 
La répartition des éléments par classes est: 


L:E;, 2C3=(C:,C:1); SiCe= (mu, mo, ma); 
D: 2iCs — (iC3, iC;") ; SC: — (im, iMo, iM3). 


L'apparition de l'élément à et des cinq éléments y liés 2iC, et 3iC: 
tient à ce qu'en définissant le groupe du vecteur on suppose Gk — 
= k + 2xb. Autrement dit, l'invariance de k implique la coïnci- 
dence de Z et d'un point équivalent que l’on obtient en ajoutant 
à L le vecteur 2xb; or ceci équivaut à une inversion. D'autre part, 
puisqu'on peut considérer le groupe L comme égal au produit À X C;, 
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le nombre d'éléments, de classes et de représentations irréductibles 
se trouve doublé. La tableau de ses caractères peut se déduire du 
tableau de À et de C:. 
Il existe en tout quatre points du type L, les coordonnées de 
T EL‘ TT 


l'un d'eux étant (Z. — 2) où a est le paramètre du réseau. 

b) Point X. Il existe trois points du type X, dont les coordonnées 
sont (Æ, 0, 0) . En plus des axes et des plans de symétrie, le groupe X 
comporte une inversion qui résulte de l’équivalence des points 
x et x + 2xb. Le groupe X est d’ordre 16 et comporte 10 classes. 
On dénombrera donc 8 représentations unidimensionnelles et deux 
bidimensionnelles. Le groupe X est isomorphe du groupe tétrago- 
nal = mm. 


Les exemples que nous venons de donner sont suffisants pour 
donner une idée des principes d'établissement des représentations 
mineures et de la détermination des relations de compatibilité. 


Caractères des représentations mineures du groupe L 


A 1A 
Fonctions de base 
E 2C3 3iC2 i 2iCs 3C: 
L, | 1 | | 1 4 { 
Le 1 1 —1 À 1 —1 | zy (x — y) + y (y —2) + 
a (tr — y) 
L3 2 —1 0 2 —1 0 z°— _ (z° + y?) 
L; 1 1 1 —1 —1 —1 (z— y) (y—2) (z— x) 
L; 1 14 —1 —1 —1 1 zty+z 
Ls 2 —1 0 —2 1 O | x—2; y—z 
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La résolution de l'équation de Schrôdinger définie par l’hamil- 
tonien H 


permettrait de déterminer toutes les propriétés d’un cristal. Dans 


Lei 


l'approximation de Fock-Hartree, l’hamiltonien H peut être repré- 
» e ,» . ee _ Pas n h° 

senté par la somme des opérateurs de l'énergie cinétique T — 9 A 

et de l'énergie potentielle Ü (r). Or, puisque U (r) est l'énergie 
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potentielle d’un électron du cristal, nous pouvons affirmer que 
quelles que soient les transformations de l’espace lors desquelles 
le réseau vient en coïncidence avec lui-même, la valeur de l'énergie 
potentielle en un point M (r) donné doit rester invariable. Autre- 
ment dit, nous affirmons que l'énergie potentielle est un invariant 
vis-à-vis des transformations de symétrie du groupe spatial du 
réseau 


GaU (r) = U (Gr) = U (r). 


En considérant U (r) comme un opérateur identique à l'opérateur 
de multiplication par U (r), la condition de l’invariance de U (r) 
peut s'exprimer comme la condition de commutation des opérateurs 


G;Ù (r) = Ù (r) G4. 
La démonstration en est immédiate: 
GÙ (7) Dr) = GAU (r) Ÿ (r) = U (Gr) p (Gr) — 
= U (r) Gp (r) = Ü (r) Gp (r), 
où  (r) est une fonction arbitraire. 


L'opérateur de l'énergie cinétique T reste invariable quelles que 
soient les transformations appartenant au groupe spatial de symé- 
trie. 

Cette affirmation est évidente quant aux translations. Pour les 


rotations r’ — Rr avec une matrice À, telle que det À = 1, on 
démontre sans peine que A’ = A. Si la rotation n’est pas une rota- 
tion propre, elle est déterminée par la matrice À telle que det À — 
— —4, et la condition d’orthogonalité de À ne change pas. 

On arrive ainsi à la conclusion que l'hamiltonien commute 


avec tous les opérateurs G; du groupe de symétrie du cristal G: 
G;H — HG.. 

De là on tire une nouvelle conclusion selon laquelle les fonctions 

propres de l'hamiltonien sont simultanément les fonctions propres 

des opérateurs du groupe G. Donc, sans avoir à résoudre l'équation 


de Schrôdinger, sans même la mettre sous une forme « explicite», 
nous pouvons obtenir de nombreuses données relatives aux fonctions 


d'onde (r) et aux valeurs propres £ de l'hamiltonien H. Ainsi 
les fonctions propres de l’hamiltonien doivent se présenter sous la 
forme de fonctions de Bloch 


pr)= ir) = efEnqu (r), 


où k représente le vecteur d'onde déterminant les représentations 
irréductibles du groupe de translation: q (r) est obligatoirement 
une fonction périodique: qx (r) = qx (r + n). 
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On peut prévoir comment la fonction 14 (r) se comportera dans 
le cas d’une inversion, d'une réflexion dans un plan et de toutes 
les autres opérations de symétrie, ainsi que prédéterminer en quels 
points elle deviendra nulle. Toutes les propriétés de symétrie pro- 
pres aux fonctions de base que l'on retrouve dans les tableaux des 
caractères doivent être communes aux fonctions de Bloch de l'élec- 
tron appartenant à un cristal caractérisé par une symétrie corres- 
pondante. 

En outre, même sans avoir à définir la fonction Yx (r) on peut 
affirmer que l'énergie Æ est fonction de k, puisqu’à toute fonction 
propre x (r) correspondent des valeurs propres bien déterminées 
de E = E (k). Les représentations irréductibles sont équivalentes 
chaque fois que k” = k + 2xb. Or, comme E (k) ne doit pas dépen- 
dre de la forme concrète des fonctions de base liées aux représenta- 
tions irréductibles, on doit avoir Æ (k') = E (k). 

Nombre de propriétés générales de la fonction Æ (k) nous sont 
également connues, puisqu'elles dépendent du groupe ponctuel de 
symétrie du cristal considéré, qui se retrouve dans la symétrie de 
la zone de Brillouin. 

Précisons cet aspect du problème. Posons que la solution de 
l'équation 

Hr = EŸx 
soit f fois dégénérée, ce qui signifie qu'à toute valeur déterminée 


de E — E (k) correspondent f fonctions d'onde distinctes: Wx,, 
Ykos + - + Ÿk. Nous admettons que ces fonctions soient orthonor- 


Ld 


| Via Ÿks AT = Va 
Appliquons à l'équation 
HŸre = E (k) Vie d=1, 2, .. f, 


les opérateurs du groupe G. Si ce sont des opérateurs translation, 
nous arrivons à un résultat bien connu, une variation de \x confor- 
mément aux représentations irréductibles du groupe de translation 
eitkn), assuré par le choix de la fonction 1x, sous la forme d'une 
fonction de Bloch. 

L'application des opérateurs appartenant au groupe ponctuel 
GI/T ou pour plus de concision au groupe G tout court se traduit par 


Grfre = AG re = E (k) Gifra- 


Nous pouvons constater que dans le cas où yx, sont des solutions 
de l'équation, elles permettent de trouver d'autres solutions de la 


forme Gibrc. Cependant la dimension de l'espace étant donnée, 


6 95] L'ÉQUATION DE SCHROÜDINGER 715 


ces nouvelles solutions ne sont pas linéairement indépendantes et 
peuvent donc être développées par rapport à la base. Les coefficients 
de ce développement nous sont déjà connus: ce sont les éléments 
matriciels du groupe G, évalués à l’aide des fonctions de base Wr, : 


l'es (Gi)= | tteGitrsdr. 
On dira donc que les fonctions propres x, se transforment selon 
la représentation T (G;) du groupe G: 

Ÿk: Yi 

G| : |=FG)| : |: 

Ÿk, Ÿu, : 
Deux cas sont alors possibles. 
4. T (Gi) est irréductible. Les fonctions propres de l'état dégénéré 


se transforment selon l'une des représentations irréductibles du 
groupe G. La dégénérescence est dite alors naturelle ou substantielle. 


2. T (G:) est réductible: T (G;) = Ja,l'#(G;). Les fonctions 


propres V1, Se Scindent en un certain nombre de sous-espaces inva- 
riants, qui peuvent être transformés selon les représentations irré- 
ductibles appropriées. La dégénérescence est alors dite occasionnelle. 
Le sens physique de ce terme sera élucidé dans ce qui suit. 

Nous avons déjà montré que la plus grande dimension d’une 
représentation irréductible était égale à trois, il en résulte qu’une 
dégénérescence substantielle due à la symétrie même de l'état ne 
peut donc être supérieure à 3. 


Appliquons à notre système quantique une perturbation W. 
Deux cas d'intérêt général sont alors à envisager. 


4. Le groupe W est d’une égale ou d’une plus grande symétrie 
que celle du champ du réseau U (r). En faisant varier l'intensité 


de la perturbation W on arrive à lever la dégénérescence. C’est 
précisément la dégénérescence provoquée seulement par l'intensité 
du champ W (r) ou U (r) qui est appelée occasionnelle. Cependant 
les fonctions propres qui se transforment selon les représentations 
irréductibles ne peuvent évidemment correspondre à des valeurs 
propres différentes, car dans ce cas la disparition de la dégénérescence 
signifierait la suppression pure et simple d’une représentation irré- 
ductible. Or, l’irréductibilité d’une représentation est déterminée 
par la symétrie du champ et non pas par son intensité. On en conclut 
qu'une dégénérescence déterminée par la symétrie ne peut être 
levée par application d'une perturbation. 

2. La perturbation se caractérise par une symétrie d'un ordre 
inférieur à celui du champ du cristal Ü (r). La symétrie totale de 
l'hamiltonien dépendra alors du nombre d'éléments communs dans 
les groupes de symétrie du cristal et de la perturbation. 
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Supposons tout d’abord qu'iln'y a pas de dégénérescence occa- 
sionnelle. Peut-on lever alors une dégénérescence naturelle? La 
réponse à cette question nous est fournie par l’analyse des relations 
de compatibilité ; on procédera à un développement des représenta- 
tions irréductibles des groupes du système non perturbé selon des 
représentations irréductibles du système perturbé. Tous les états 
dont les représentations deviennent alors réductibles se décomposent 
en des états plus faiblement dégénérés, ou en f‘® états non dégénérés 
si le système perturbé a des représentations unidimensionnelles 
correspondant à l'état dégénéré initial. 

Tout ceci montre bien que la théorie des groupes en n'utilisant 
que les propriétés de symétrie du solide permet de déterminer le 
degré de dégénérescence des états ainsi que les conditions dans 
lesquelles celle-ci pourrait être levée par une perturbation. 

En appliquant à l'équation de Schrôdinger les transformations 
de symétrie, nous nous sommes attachés jusqu’à présent au com- 
portement des fonctions d'onde. Il nous reste à examiner la valeur 
propre de Æ (k). Nous avons introduit le vecteur k comme une gran- 
deur déterminant la représentation du groupe de translation e'‘k"’. 
Lorsque nous effectuons une transformation G; quelconque de l'es- 
pace, nous modifions le vecteur n : n°” = G;n, et de ce fait nous faisons 
varier notre représentation d’une quantité etkn”), Si nous appliquons 
la même transformation G; au vecteur k, on obtient k’— G:;k avec 
(k'n') = (kn). 

On tient compte de ce que les vecteurs k et n sont des quantités 
réelles et que G; se réduit à des transformations orthogonales, ce 
qui permet d'écrire tout formellement d’ailleurs: 


(G;k, Gin) = (k, G;Gin)= (k, Gr'Gin) = (kn). 

Cette égalité tient à ce que dans les transformations orthogonales 
le produit scalaire de vecteurs réels est invariant. Or, cela signifie 
que les représentations irréductibles le sont aussi: eïtkn = gitk'n7, 
Il en découle que les fonctions propres wx(r), elles aussi, sont inva- 
riantes, et ceci impose tout naturellement que la valeur propre se 
conserve. Le résultat en est que 


GE (k) = E (Gik) = E(k), 


c'est-à-dire le groupe de symétrie de l'énergie dans une zone de 
Brillouin est le groupe ponctuel de symétrie du cristal considérée. 


$ 96. Les groupes doubles. L’inversion du temps 


En considérant le mouvement de l'électron au sein du cristal, 
nous ne tenions nul compte de son spin. Voyons l'influence que peut 
avoir la prise en ligne de compte du spin de l'électron. Ainsi que 
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nous l'avons déjà indiqué dans ce complément, l'énergie d’interac- 
tion du moment magnétique de l’électronu — — S avec un champ 


électrique E — —* VU (r) est de la forme 
À An n 
W=-sz (SIVU, p). 


En désignant par H, l'hamiltonien qui ne tient pas compte du spin 
Ho=— a A+U(r), (m=m;), 
on écrit 
H — H, + W. 
Pour procéder à une étude des propriétés du groupe H, on doit le 


ramener à une forme analogue à celle que l’on utilise dans l'équa- 
tion bien connue de Pauli. Sous la forme d'opérateur, le spin se 


trouve déterminé par les trois matrices de Pauli o,, ©, et O, : 


x 0 1 
k= À | 
Sx= 7 Or 7 ( 4 


1 (0 
â h = hi 
s-15-1( mn: 


Les matrices de Pauli se caractérisent par les propriétés suivantes: 


fe . 
Ci — 1, 1— ZT, Y, 2, 


En posant $ — +6, on mettra W sous la forme: 


Len 


W = 


(IVU, p] 0) = — (IVU, 710). 


Te — mèc 


Introduisons un opérateur vecteur N: 


N= (3; 


2mc 


"Lou, vi. 
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Les composantes de ce vecteur WN,, N,, N, sont: 
FRS EN CR RU RE 
Ny=N:= ( 1 } (E+<-52) = N;;; 
N=N:- ) (5-52) =. 
Sous forme générale cela s'écrit 


1 
N= + 21 ErpaN pa 


P,q 


OÙ E€rpq est un élément du tenseur antisymétrique unitaire qui est 
nul chaque fois qu’au moins deux de ses indices sont identiques, 
les autres éléments étant égaux à +1: 


Eyes — Ees1 — Ego — À; 


Es1s — E1s2 — Esa — — 1. 


On peut également exprimer un élément du tenseur à l’aide d'une 
des composantes du vecteur 


N pq = 2 Nrerpq. 


Les vecteurs VU et V sont des vecteurs polaires et on sait que 
le produit vectoriel de deux vecteurs polaires donne un vecteur 
axial ; c’est pour cela que les composantes du vecteur N sont dotées 
soit d'un seul indice, comme c'est le cas pour les composantes d'un 
vecteur, soit de deux indices qui servent à désigner un tenseur anti- 
symétrique. 

La mise en œuvre de N et de © permet d'écrire l'expression sui- 
vante de W: 


Las 


3 
W— —i(No)= —i à Nos. 
Rk=— 1 


Du fait que la matrice © est à deux lignes, on choisira une fonc- 
tion d'onde sous la forme d’une colonne à deux lignes 


à 
v_(®). 
ÿe 
L'équation de Schrôdinger peut s'écrire alors: 
HY = {H,— i (No)} ne — E (a) = EY. 
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Désignons par G le groupe ponctuel d'ordre g de l’hamiltonien Ho. 
Déterminons le groupe de l'hamiltonien H. Choisissons pour ce 
faire un opérateur 6; auquel correspond une matrice À, de sorte 
que la transformation 

r' — Gr 
puisse être mise sous la forme 


Th = D aniTi. 
î 


Notons que pour toute rotation propre det À = 1, et pour une 
rotation qui ne l'est pas det À — —1, les lignes (et les colonnes) 
étant orthonormées. 

L'opérateur vectoriel N peut être traité soit comme un tenseur 
antisymétrique du deuxième rang, soit comme un vecteur qui lui 
est dual. Conformément à l’analyse vectorielle, le vecteur doit alors 
être axial. La différence entre un vecteur polaire et un vecteur axial 
se manifeste lors d'une inversion des axes de coordonnées (ou de 
celle de l’espace) : le vecteur polaire change alors de signe et le 
vecteur axial conserve le sien. Par calcul direct ou en se basant 
sur les règles de transformation des composantes d’un tenseur on 


trouvera que 
l,m 


En mettant à profit les propriétés du tenseur antisymétrique &,41, 
on peut mettre en évidence la règle de transformation des compo- 


santes du vecteur W;. En posant, par exemple, p = 2, q = 3, on 
trouve 


3 
N'- Ni,= AN, + ADN, + AN, — D AUDN,;, 
i={ 


A‘ étant le complément algébrique de l'élément a,; de la matri- 
3 


ce A. La condition >, a;44 — +1 permet d'écrire 
1 


3 
Ni=+ Z'auiW: 
= 


ou sous une forme générale 
3 
Ni=& 2 aÿNi. 
Le 


Le signe plus se rapporte à une rotation propre et le signe moins 
à une rotation impropre ou à une inversion. 

En omettant les signes, décrivons la transformation inverse qui 
du fait de l'orthogonalité de la matrice À sera définie par la matrice 
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transposée À“! — À 
3 
N,; = 2 anjNr. 
Nous pouvons maintenant mettre l'hamiltonien sous la forme: 
H — H— i » N,0%. 
k 


Appliquons à H l'opérateur G ; appartenant au groupe ponctuel. 
Ce faisant nous devrons tenir compte de ce que lors des transforma- 
tions de l'espace les axes de coordonnées doivent rester immuables ; 


le spin de la particule ne doit pas varier non plus, de sorte que G, 
n'agit pas sur 04, et on arrive ainsi au résultat suivant: 


GH (r)= Go i D GN ak = 
k 
= H(r')=H, (r*)— à > axiNiôn= H, (rt) — i > N (> axiOn). 
k l k 


Puisque G; est un élément du groupe ponctuel de symétrie du cristal, 
on doit avoir H, (r-!) = À, (r). Afin que la partie de l'hamiltonien 
décrivant le spin reste invariante il faut pouvoir remplacer le terme 
an 208 par 07. Dans le cas général cela s’avère impossible. Si cepen- 


dant on admet qu'il existe une matrice unitaire S qui ne modifie 
pas la forme de H, et de N, mais modifie les coordonnées du spin, 
donc telle que 
S”1 >, ar10x) S — O7, 
k 
on pourra écrire: 
SH (Gr) S = H (r')=H (r). 
On tire alors de l'équation 
HY=EY; GHY=— EG, 
a relation 
S'ILS — ES-1YS 
ou encore 
S-1H (r) SS-1G;YS = ES-1G;YS, 
ce qui signifie que si Y est solution de l'équation de Schrôdinger, 


la fonction S-1G;WS en sera également une solution. 


Une étude approfondie montre qu'à chaque opérateur G; cor- 
respondent deux matrices S, et S_ qui assurent l’invariance de 
l'hamiltonien tenant compte du spin. Lors d'une rotation d’un 
angle égal à 2x S+4 —> —$S . 
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De ce fait le groupe de symétrie H (r) contient un nombre d'élé- 
ments double et s’appelle donc groupe double. Bethe proposa d’adop- 
ter en qualité de rotation unitaire une rotation d'un angle égal 
à 4x et de désigner la rotation d'angle 2x par le symbole E. A cette 
dernière rotation correspond la matrice (—1) Æ, où E est une matrice 
unité telle que E*° — E£. 

Le groupe double G peut être présenté sous la forme d’un produit 
direct des groupes G et {E, E}: 


G=GX{E, E). 


Les représentations irréductibles d'un groupe double peuvent être 
obtenues en formant le produit direct des représentations irréduc- 
tibles des groupes G et (£E, E). Autrement dit, les représentations 
irréductibles d'un groupe double renferment toutes les représenta- 
tions irréductibles du groupe simple G et celles du groupe G X E. 
Le nombre de classes de G X E ne peut être supérieur à celui de 
G X E et en fait il peut fort bien lui être inférieur. L'élément E 
constitue sa propre classe. L’axe de symétrie C, devient axe de 
symétrie C2. En effet, dans un groupe double (C,)" — Eet (C,)°" — 
— E° — £E. Les éléments C* et C$"-* sont inverses l'un par rapport 
à l’autre, C£"-* — E X C'À. Lorsque nr = 2 et k—=1 on a 
CiX°-1 = C? — EC;. Comme l'axe C, est bilatéral (C;! = C:), les 
rotations d’angles x et 3x font partie d'une même classe, ce qui 
signifie que les éléments C. et EC, appartiennent à la même classe. 
En général les rotations d’angles x et 3x autour d'un axe C, appar- 
tiennent à une même classe si l’axe C, est bilatéral, perpendiculaire 
à l’axe C, ou à 6 par exemple. Pour les réflexions on écrira 06° — E 
et ot — E* — E, mais i* — E, ce qui montre que iE et i font partie 
d'une même classe. 

Prenons en qualité d'exemple le groupe double du groupe ponc- 
tuel T7; ou 43m. Le groupe T; contient 24 éléments répartis dans 
5 classes: Æ, 3C:, 8Ca, 6S,, 604 ou, en utilisant des désignations 
analogues à celles du groupe O, : E, 3C°, 8C:, 6iC;, GiC:. Le groupe 
double T,; doit contenir ces mêmes éléments et ces mêmes classes, 
résultant de la multiplication T; X Æ, ainsi que 24 éléments du 
produit T X E: E, 3C°E, 8C;E, GiCLE, GiC.E. Les éléments E, 
C$E et iC,E doivent sans contester constituer de nouvelles classes. 
Les éléments C{E doivent faire partie de la classe C°, puisque c’est 
un axe bilatéral. Les éléments iC,.E appartiennent à la classe iC:, 
puisque l'axe iC, est un axe bilatéral du deuxième ordre. Le groupe 
T, comporte au total 48 éléments et 8 classes. Les trois représenta- 
tions irréductibles supplémentaires, que l'on appelle spineurs, sont 
désignés selon Bethe l';, l'; et l,. Les dimensions se déduisent de 
l'équation : 

48 — 24 + 24 — 24 + 2? LE 2? +: 42, 
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Les caractères des représentations irréductibles du groupe double T, 
sont indiqués dans le tableau suivant. 


Caractères des représentations irréductibles du groupe double Ty 


| Ta E E GCË | sc | 8Cs | 6ica | SiCa | 12iC2 

rir r' 1 1 1 1 1 1 1 1 
Ter le 1 1 1 1 1 |—1 | —1 
lul: ls 2 2 2 | —1 | —1 0 0 0 
A T4 3 3 | —1 0 O | —4 | —4 1 
A LES Ts 3 3 | —1 0 0 1 1 | —1 
re 2 |—2 0 1 | V2|-V2| 0 

T; 2 | —2 0 1 | —1 |—V2) V2| 0 

Le 4 | —4 0 | —4 1 0 0 0 

TrS-1 | 2 | 2 0 | 1 | —1 | V2 vil 0 


Les caractères du groupe double des représentations le, F7 et ls 
se déduisent des caractères des représentations l',, l',, l, du groupe 
simple à l'aide de la matrice S-!. La matrice S a la forme 


i i 
 —(a+y) :  —(a-Y) 
cos Le 2 — sin Be 2 
S — | nn... 
1 1 
. —(a-—7) —(x+7) 
sin À ce? cos Bet 


a, B étant les angles d’Euler, définissant l'orientation de l'axe de 
rotation, y, l'angle de rotation autour de cet axe. 

L'expression explicite de S montre qu'ajoutant 2x à n'importe 
quel angle on passe de S à —S, ce qui équivaut à l'introduction de 
l'élément E. Ajoutant 4x à n'importe quel angle on a S +S. 

Les représentations à deux indices apparaissent comme résultat 
de l'opération S-1[](, Cependant seules les représentations S-1T,;, 
S-iT, et ST, sont irréductibles. Les représentations S-iT, et 
S”iT; dont la dimension est f — 6 doivent être réductibles. La 
relation entre l'(& et S-IT(a), où a < 5, est la suivante: 


r(a) | ri | Po ls ré le 


S-1XIa | r, | 7 Fi l'FI4 ES 


lets 
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On arrive à tirer de ce tableau simple un résultat fort important 
pour la physique. Lorsqu'on néglige l'interaction spin-orbitale, les 
états T,, l', sont une fois dégénérés, l’état l', l'est deux fois et les 
états T, et l; le sont trois fois. Si l’on tient compte du spin de l’élec- 
tron le degré de dégénérescence de chacun de ces états se trouve 
doublé, donc l', et l'. sont deux fois dégénérés, l', l'est quatre fois 
et l, et l'; le sont six fois. 

Si tenant compte du spin on tient également compte de l’inter- 
action spin-orbitale, le degré de dégénérescence sera déterminé par 
les dimensions des représentations irréductibles du groupe double. 
Les états initiaux resteront les mêmes, les états l', et l'; seront deux 
fois dégénérés, ll’; le sera quatre fois, tandis que les états l, et F,; 
qui sont six fois dégénérés se scindent en un état quatre fois dégénéré 
(T;) et un état deux fois dégénéré (T, ou l;). Si maintenant on néglige 
une nouvelle fois la dégénérescence due au spin, les états , et l; 
trois fois dégénérés se scindent sous l'influence de l'interaction 
spin-orbitale en un état deux fois dégénéré l, et un état une fois 
dégénéré l'; ou l'; respectivement. C'est la facon dont on tient comp- 
te du résultat de l'interaction du spin avec le champ du réseau. 

Pour pouvoir déterminer le comportement des niveaux d'énergie 
lorsqu'on se déplace du point l' de la zone de Brillouin le long des 
axes À, À et ©, on devra déterminer le groupe double du vecteur 
d'onde et les relations de compatibilité. Les résultats d'un tel cal- 
cul sont présentés dans le tableau ci-dessous. La fig. 146 représente 
le dédoublement des niveaux d'énergie l',; et l', qui se produit lors- 
qu'on se déplace le long des axes À, A et Z. 

Les tableaux des caractères (p. 724) montrent que sur les 
axes À et À ne peuvent apparaître des représentations supplémen- 
taires tandis que sur l’axe A le nombre de représentations est doublé 
(6 au lieu de 3). Le long des axes À et A les états F4 et l- restent 
deux fois dégénérés, tandis que l'état l, se scinde en deux états 
doublement dégénérés. Le long de l'axe Z, la dégénérescence de 
tous les états est levée (fig. 146). 

Traitant des groupes doubles il est utile d'examiner brièvement 
le problème de l’inversion du temps. 

Dans la physique classique l’équation du mouvement est une 
équation du deuxième ordre par rapport au temps 


PP _ 
dt 


et de ce fait un changement de signe, donc une inversion du temps 
ne modifie pas l'équation. Cependant une inversion de temps entrai- 
ne un changement de signe de la vitesse. Désignons par 7 l'opérateur 
inversion du temps. Nous écrirons alors 


Tl— —1, TV—= —V, Ta=a, 
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Caractères des classes du groupe double A 


| E | E | 2C? | 2iC2 | 2iC,, 
ay 1 1 1 1 1 
Âe 1 1 1 —1 —1 
A3 1 1 —1 —1 1 
A4 1 1 —1 1 —1 
A5 2 —2 0 0 (0) 
Caractères des classes du groure double A 
| E E 2C3 2C3 3iC2 31C2 
A: 1 1 1 1 
Âe 1 4 1 1 —1 _—1 
A3 2 2 —1 — 0 (9) 
A4 1 —1 —1 i —i 
À; 1 —1 —1 1 —i i 
A6 2 —2 1 — () 
Caractères des classes du groupe double ZX 
E E iC2 | iC2 
[ 
1 1 1 1 1 
DE 1 1 —1 —Â 
Z3 1 —1 i —!l 
ZE 1 —1 — 1 L 
Tableau de compatibilité des représentations dans les 
groupes doubles F, A, À et ZX 
le Tr; a 
A5 A; A5Â5 
A6 A6 AsA5A6 


ss: ZE S555,5: 
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Or, puisque le vecteur d'onde k est lié à la vitesse, on doit avoir 
tk = —k. 

Voyons comment se comporte l'énergie lors d'une inversion du 
temps. L' ‘équation de Schrôdinger rapportée au temps laisse appa- 
raître qu ’une inversion du temps est équivalente à une opération 
de conjugaison complexe. En effet 


he, Ta ir =. 
et donc 


Si l'hamiltonien est réel: H* — H, les fonctions + et p* satis- 
font à une seule et même équation. Prenons l'équation stationnaire : 


et procédons à une conjugaison complexe 
H*y° — E*+", 


l'hamiltonien étant réel et l'énergie l’étant également (E* — E), 
la solution de l'équation se présente comme un double ensemble de 
fonctions d'onde {ÿ} et {b*} correspondant à une même valeur 
propre de l'énergie. Si les ensembles {4} et {p*} sont différents, 
cela signifie que le degré de dégénérescence du niveau E doit être 
égal à 2f et non pas à f. Si les ensembles {W} et {b*} « coïncident », 
une inversion du temps ne peut accroître le degré de dégénérescence. 

En considérant les représentations irréductibles ['æ et Tæ* 
selon lesquelles se transforment les ensembles {1} et {p*}, on peut 
envisager trois Cas: 

a) I“® et I“®* sont équivalents mais ne peuvent être réels, 

b) ['® n'est pas équivalent à Tax, 

c) les représentations irréductibles I peuvent être réelles. 

Dans le cas a) on doit observer un doublement de la dégénéres- 
cence )f. 

Dans les cas b) et c) on doit tenir compte du spin. Lorsque le 
spin est un nombre entier, on observera dans le cas b) une dégéné- 
rescence supplémentaire qui ne se manifeste pas dans le cas oc). 
Si le spin est un demi-entier, on n'’observera une dégénérescence 
supplémentaire que dans les cas c). 

Pour savoir lequel de ces trois cas possibles se réalise on doit 
calculer la somme des caractères des éléments du groupe élevés au 
carré; le calcul conduit alors au résultat suivant: 


—g, dans le cas a), 
> X(Gi)— 0, dans le cas b), 
G, g, dans le cas c). 
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